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HENR! POINCARE -
MOT CUOC PO PHUNG SU KHOA HOC

Nam 1954, cong ddng khoa hoc the giai ki niém 100 nam
ngay sinh cia Jules Henri Poincaré. (Y thn diém d6, tén
tudi cuia Poincaré chua thuc su dat dén dinh cao trong gigi
toan hoc, va lac nay, tinh than cta Hilbert dang théng tri
hau khip tim tri cAc nha toan hoc. Ca trong Inh vuce vat i
hoc, tén tudi ctia Poincaré van chua ¢ gi ndi troi.

Nim 2012, chiing ta ki niém 100 ndm ngay mat cua
Poincaré, danh tiéng chia 6ng da dat duge nhimg dinh
cao mdi trong gidi khoa hoc va trong cong chung. La mot
nha todn hoc, mdt nha vat If I thuyét, mot triét gia, dOng co
tAirn hiéu biét cing nhu tam anh hudng san rong lén
nhidu linh vuc khoa hoc. Trong 13i gigi thiéu ngan gon
nay, chiing téi mudn gii dén quy doc gia chan dung cia

- - \ o a a2 ~ A .2
Ong - mot con nguoi sudt doi cong hién cho khoa hoc.

1. Cugc d6i va sy nghiép

Henrt Peoincaré sinh ngay 29 thang 4 nam 1854 tai
Nancy trong mdt gia dinh danh tiéng viing Lorraine. Ong
noi Jacques-Nicolas 1a mét dugce si; bd Léon, mot nha tam
than hoc, 12 Gido su Y khoa, Pai hoc Nancy; chi Antoni
(bd ctia Raymond Poincaré - Téng thong Phap giai doan
1913-1930)  tat nghiep BPai hoe Bach khoa (Ecole
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Polytechnique), 1a Téng thanh tra cau dudng. Con cd em
gdi Aline thi két hon vai triét gia noi tidng Emile
Boutroux. T nhd, Poincaré dugc cic thay day tai nha.
Nam 1862, ong hoc tai Lycée & Nancy (bdy giay duge doi
tén thanh Lycée Henn Poincaré dé tudng niém ong,
thudc trirong Pai hoc Nancy) va nhanh chéng trd thanh
hoc sinh gi6i nhit, mot “qudi vat toan hoc”. Sau khi tot
nghiép td tai vé van chuong va khoa hoc (1871), ong hoc
thi hai nam va thi dd trong ki thi qudc gia vao “Truing
Lén”. La mét trong nam sinh vién dé dau vao cao nhét
ctia Ecole Normale Supérieurc, va 1a thi khoa coa Ecole
Polytechnique, dng da lua chon ngodi truedng thir hai. Tai
diy, 6ng hoc toan dudi sy hudng dan cia Charles
Hermite, tiép tuc phat trién tai ning todn hoc ctia minh va
viét bai bdo dau tién (Démonstration nowvelle des propriétés
de l'indicatrice d'une surface) vao nam 1874. Sau d6, dng vao
Truong Mo, nai da truyén cam hing vé tinh thé hoc va li
thuyét nhém cho toan hoc cua dng sau nay. Poincaré
nhan bSng dip-1dm vé toan hoc tai Khoa Khoa hoc vao
thang 8 nam 1876. Trong hai nam cudi tai Trudng Mo,
Poincaré da viét luan an Tién si vé toan hoc dudi su
hudng dan ctia Charles Hermite. Luén an cha 6ng ve linh
vuc phuong trinh vi phan, dudi tiéu dé Sur les propriétés
des fonctions définies par les équations différences (Vé cac Hnh
chat ciia cac ham 54 xdc dinh biang phuong trinh vi phan).
Poincaré da dua ra mdot huéng mai trong viée nghién clu
tinh chlt ctia cac phuong trinh nay. Ong khong chi dbi
mat voi van dé xic dinh Hnh kha tich ciia cac phuong
trinh vi phan, ma con la ngudi dau tién nghién ctu cac
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tinh chat hinh hoc téng quat ctia chiung. Ong nhin ra
chiing c6 thé duge stc dung dé mé hinh héa tuong tac
gilta cAc vat thé chuyén dong trong Hé Mat Trdi. Ludn 4n
da m& rong mot sO ket qua cd dién ctia Briot va Bouquet
vé cac phuong trinh vi phin thudng don 1é thanh cac
phuong trinh vi phin rieng phan. VA dng bao vé thanh
cong vao ngay 1 thang 8 nim 1879, tai Khoa Khoa hoc
trudic mot hoi dong gom Bonnet, Bouquet va Darboux.

Sau mét thoi gian ngan lam viéc trong nganh Mo, nam
1979, Poincaré dugc nhan vao Pai hoc Caen, Khaa Khoa
hoc véi vi trf 1a trg giang toan hoc, day mon giai tich.
Nhung ong cing khong tir bé hoan toan nghé ma. Ong
lam ki sir tai Bo Dich vu cong céng véi nhiém vu la phat
trién tuyen dudng sat mién Bac tir nam 1881 dén 1885. Sau
do ong trd thanh Ki su truong tai Corps de Mines vao nam
1893 va Téng thanh tra nam 1910. Dau nam 1881 cho dén
cudi su nghiép cia minh, 6ng day tai Pai hoc Paris-
Sorbonne. Ong lién tiép duoc bé nhiém lam gidng vién vat
li co hoc va vat i thite nghiém vao nam 1885, Gido su Toan
hoc vat li va xac sudt vao nam 1886, va Gido su Thién van
hoc toan hoc va ca hoc thién thé vao nim 1896, Ong ciing
day thién van hoc tai Ecole Polytechnique va dién li thuyét
tai Trudng Buu chinh. Ong la thanh vién Nha Kinh d6 (f
nam 1989). Vao nam 1887, & tudi 32, Poincaré duroc bau vao
Vién Han lam Khoa hoc Phap (Académie des sciences) va
trd thanh Chu tich nam 1906. Ong dugce bau vao Vién Han
lam Phap (Academie frangaise) vao nam 1909.

Henri Poincaré 1a hinh anh Héu biéu vé su thanh dat
tri tué va xa hai ciia thé ki 19 dau thé ki 20. Ong cing 1A



Xl GIA THUYET POINCARE

nha bac hoc “xuyén nganh” cuoi cong: nhu mot triet gia
vé phuong phdp luan, éng la tic md cua nhing cong
trinh kinh dién ve nén tdng phuong phap khoa hox, vé ca
cdu nao trang cta qua trinh kham ph4; ¢ vai trd nha vat by,
ngay nhay, ong dugc coi 1a dong tac gia ctia thuyét tuang
dbi hep; vdi tu cach nha todn hoc, bén canh David
Hilberl, dng duoc coi 13 nha toau hoc vi dgi nhat, dong
thavi 13 “bac thay phd quit cudi cling”, bao triom dai s6 hoc
lan hinh hoc, It thuyet sé va hinh hoc. Chinh éng, trong
mot cong trinh nam 1895, da sang ldp ra mot nganh mdi
cGa hinh hoc ma ang dat tén la “analysis situs”, ngay nay
goi la topo hoc. Poincaré c6 hai nghién ciru sinh tiéu bidu
tai Pai hoc Paris 1a Louis Bachelicr (1870-1946, If thuyét e
doan, déng g6p cho todn tai chinh) va Dimitric Pompeiu
(1873-1954, tic gia cua bai todn Pompeiu).

Ngay 17 thang 7 nim 1912, 6ng mat sau mat cudc
phau thnat khong thanh cdng tai Paris, tho 58 tudi. Ong
dugc chon cat tai ham md cta gia dinh & nghia trang
Montparnasse, Paris. Vao nam 2004, Claude Allégre - cuu
Bo trudng Bo Gido duc Phap - da dé nghi Poincaré dugc
chon cat tai Dién Panthéon & Paris, noi an nghi cda
nhirng ngudi c6 cdng hién 16n cho nude Phap.

2. Gia thuyét Poincaré

Gia thuyét Poincaré 1a miot trong nhing gia thuyet
loan hae ndi tiéng va quan trong bac nhat, 1a mat trong
nhimyg thach thire lon nhat ciia toan hoc thé ki 20 do Jules
Heari Poincaré dua ra nam 1904, Gia thuyét Poincaré

g lany nhicu bd éc todan hoc thé gidi cua thé ki 20 phat



Henri Poincaré - Mat cudc dot... X1

sO1 va biét bao chung minh sai (cing nhu nhing "ching
minh" khang duoc chu y dén) da tung duoe dua ra. Hoc
vién Toan hoc Clay da \ép nd vao mat trong bay bai toan
kho cha thién nién ky chua giai duac dé thach d6 thé K
21 vai giai thudng Ién dén 1 triéu USD. Bai todn nay duoe
Grigori Perelman chirng minh vao nam 2002, 2003. Trong
100 nam ton tai, nd tryc tiép va gian tiép dem vé bdn Huy
chuong Ficlds cho Smale (1966), Thurston (1982),
Freedman (1986) va Perelman (2006).

Nhan dip ki niém 100 nim ngdy mat cia Henri
Poincaré, Nha xuat ban Tri thite tran trong gi@i thiéu vii
ban doc cudn sach Gid thuydt Poincaré - Cudc thm kaém Jtinki
dang vi Iru, tac gia Donal O'Shea, do Nguyén Luong
Quang, Va Khué Tam va Pham Cao Tung dich. Cuébn sich
dugc xuét ban védi sy hd trg ctia Vién Poincaré (Phdp). Gid
thuyet Poincaré - Cudc tim kiém hinh dang vit try néi vé mét bai
toan duy nhat nhu dang tua dé, cudc hanh trinh 100 nim
cia né bat dau Kr nam 2003, khi dugc Perelman ching
minh 101 83 vé véi nguén cO1 toan hoc, triét hoc cua né kht
Con NEUo bat dau to md vé vid tru va tix dé theo thoi gian
tuyén tinh qua nhitng bin khoan ctia chinh Poincaré dén
nhitng bd oc¢ vi dai khdc. La mdt cude dao choi qua cace tri
tud 1on va cla cac tri tud 1én, Gid thuyét Poincaré - Cudc tim
kitni hinh dang vil tri c6 thé giap ddc gia chuyén nganh toan
hoc hay dac gid pho thong tim thay nhidu diéu tha vi,

Xin tran trong gigi thiéu!

Thang 7/2012
NHA XUAT BAN TR! THUC



Loi tya

Cudn sach nay chi ban vé mot bai toan duy nhat. NG
dupe dua ra boi nha toan hoc ki tai ngudi Phap Henri
Poincaré hon mot tram nam trude, va ké tir dé da cubdn
hat ciing nhu 1am phat 1ong nhiéu nha toan hoc. N6 chi
vila mdi duge giai quvét. Db tugng ma @a thuyét
Poincaré hudng dén 1a trung tam cta tr kién vé chinh
ban than ching ta va vé via tru ma ching ta dang sdng.

Toi viét cudn sach nay cho nhixng ai hiéu ki nhung
chi con nhd rat it hinh hoc phé théong, mac du tdi cang hi
vong nhimg ngudi c6 nén tAng toan hoc déng ké sé thich
né. D&i véi nhitng ai c6 nhu cau tim hiéu thém thi &a cé
cac phu chti cudi sach.

TGt bat ki budi hop mat nao, ngoi canh bat a ai trén
mav bay, ling nghe nhimg gi ho néi vé toan hoc: Mot vai
ngudi yéu thich. Nhung phan 1on 13 khéng, va ho khong
danh nhiung 131 1ot dep cho toan. Mot sd tin rang minh
sinh ra da khong thé lam chil toan hoc. S& khac khong
thich. Nhiéu ngudi ghét cay ghét dang nd, véi tinh cam
thudng chi danh cho mot cude tinh da tan va.

Lam thé nao ma mdt chu dé tran day cai dep lai lam
dav 1én mét loat cac phan ing tidu cuc dén vay? Su chin
ghét ctia mot vai ngudi dudng nhir bit nguon tir ndi so
hai. T6i khong do tuimg rang mot cudn sach sé thay doi
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diéu nay. Nhung néu ban 1a mat ngudi doc vai nhirng
cam xiic chua ro rang vé toan hoc, téi hi vong cudn sach
nay sé truyén cdm hing dé thic giuc ban doc thém
nhing cudn sach vé toan hoc khac, hodc, néu ban la mot
sinh vién hay mot ngudi dang ¢é v dinh hoc thém, xem
xét viec hoc thém mot vai nganh toan.

Toi hi vong rang ban sé thich thu khi doc cudn sach

N - An - , - . - A -
nay cung nhu tdi da thich tha khi viet no.



Cambridge,
thang 4 ndm 2003

Nhung cudc cach mang trong toan hoc thuong kha hnh
lang. Khéng xung dot v trang. Khéng tiéng sang. Tin
ngfm vé chang nam xa trang nhat. Chéng, an tugng chat
gi. Tuong ty nhu budi chidu thit hai 4m udt ngay 7 thang
4 nam 2003, tai Cambridge, Massachusetts.

Cu toa gia tré tu hop 1ai giang dudng cua Vién Cong
nghé Massachusetts (MIT). Ho ngdi day trong phong hop,
gifta cac 161 di, va ditng ca & phia sau. Dién gid, nha todn
hoc ngudi Nga, Grigory Perelman, mac mot bd com lé
sam mau nhin nheo, di ddi giay the thao dé mém, budc
vao khi duge gidi thiéu. Ram rau, dau hai, léng may dam
va doi mat den nong nhiét, anh thur lai micro rdi bat dau
mot cach do dy: “Vi khdng gioi néi chuyén thang thin
nén téi sé bo qua sur ro rang dé cho cudc néi chuyén sinh
dong hon”. Tiéng cudi vui ram ran trong ¢t toa va budi
dién thuyét bat dau. Anh nhat mét vién phan tring cuc
Ion dé viét mat phuong trinh ngan co hai muoi nam tudi
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doi ' Phuong trinh dé duge goi 1a phuang trinh dong
chay Ricc, md ta dé cong khong gian nhu mdt loai nhict
ki la, tuong tu dong dung nham nong chay, chay (U vung
c6 d6 cong 19n va tim cach lan ra cac ving c6 do cong nhy
hon.

Perelman madi cu toa tudng tuong va tru cua chang
ta nhu mot thanh phan trong mét tap hgp toan hac triru
tirong khong 16 cua tat ca cac va tru kha di. Anh xem
phurang trinh Ricci nhu mot cach mo ta chuyén dong cua
nhitng vii tru kha di nay nhu thé chang la nhang giot
nudc duoc do xuéng tur vung doéi nai khong 16 trong mot
canh quan hung vi. Khi mot thanh phan di chuyen, dd
cong thay ddi trong gidi han vi tru ma nd dai dién, va &
mot sO vang, dd cong nay tién gan dén mot gia tri khong
doi. Trong hau hét cac trudng hop, nhimg va try nay
phat trien cac dang hinh hoc dep d&, mot s6 giong véi
hinh hoc Euclide mau muc ma ching ta da hpc & phé
thang, mot s6 lai rat khac biét. Nhung mot vai dong chay
dan dat sy roi xudng cta cac giot nudce lai tao ra van dé -
cac yéu td di chuyén doc theo né tao ra cac ving xau vé
mat todn hoc mang tinh chia ré hoac té hon. Khong van
dé gi, dién gia khing dinh, ta ¢6 thé di ddi nhimg dong
chay do; va ong phac thao phuong phép.

C(r toa bi thu hit tdi budi ndi chuyén qua mat bai viét
ma Perelman da dua lén mang thang 11 nam trudc. Trong
phan cubi cling cta bai viét 46, anh néu ra mot luan diém
ma néu dung, sé chiing minh dugc mdt trong nhimg gia

! Phuong trinh ag,)= —“R,'.
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thuyét noi tiéng nhal, Kho nram bat nhat, va dep nhat cl1a
toan hoc. Puoc dé ra vao ndam 1904 bdi Henri Poincaré,
nha toan hoc hang dau thai da va cang (4 thién tai cia
moi thoi dai, gia thuyct Paincard la mat phong doan téo
bao ve hinh dang kha di cua vd tey ching ta. Nhung né
chi 1a gia thuyét khang hon. Thach thirc cua viéc ching
minh hay bac bd né da tao ra mot tieng ken 16i kéo cac
nha toan hoc va 1am cho né trer thanh bai todan ndi tiéng
nhat khéng chi trong hinh hoc va topo hoc néi riéng ma
trong tat ca cic nganh toan hoc. Thang 5 nam 2000, Hoc
vién Toan hoc Clay,” mdt hoc vién danh riéng cho vige
phat trién va ph(ﬂ bién kién thire toan hoc, da liét bai toan
nay vao danh sich bay bai toan thién nién ki va dé ra giai
thuong mot triéu d6 la cho bat ki ai tim ra ddp an ctia no.’

Hon mot nia cur toa trong phong 6 1é da tirg thay
lan tim duong téi dap an cho gia thuyét Poincaré. Tat ca
moi ngudi trong khan phong - tir anh chang tudi trac ba
muci ¢6 ddng vé sinh vién véi mai dau dinh ghi chép
bang tieng Trung Quéc, cd géi téc vang vdi do bd va vay
ngan, cho toi ngudi vira mdi chay bd mac quan short rong
thing thinh voi a0 phong cdn ddm mo héi, cy gia khoang
tAm mroi vor doi mat uon wdt dién do lanh xuong ca

*Website ctia Hoc vien Taan hoe Clay: www.claymath org, co chia
thong tin vé nluém vu va cluae nang cta vién. Thong tin thém veé
wvéc thinh {ip wién o thé tim thay & "The Millennium Grand
Challenyge m Mathematicy,” A. Jafte, trong tap chi Notices of the
Amertcan Mathenahical Society. 33 (no. 6), 2006: 652-660.

' Bai roan thién nién ki noi tiéng tuong duong 1a “gid thuyét
Riemann”. Gia thuyét Puncaré va gia thuyét Riemann 1a hai bai todn

¥

duoc tat ca cac nha toan hoc céng nhan 1a bai toan thién nién ki
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nhudm mauv phin trang cta may chyc nam trén giang
duong - bict 1ang ho ¢6 the dang duoc chimg kién mét su
kién vi dai trong lich sir ba ngan nam cua toan hoc. Toan
hoc 1A mat qué trinh lao ddng can cu tir thai dai nay dén
thoi dai khac, da trai qua nhimg giai doan phat trién ruc
r& cang nhu nhimg khoang thoi gian khon cuing, ti
nhimg nguoi Babylon va danh tim ra cach dnh di¢n tich
hintt tron, cho dén nhang kham pha méc mac nhung
hoan hao cta Euclid, va hai thé ki gan day 13 sy tr6 hoa
cua hinh hoc va topo hoc.

Sau dé har tudn va nhiéu bai gidng khac, tar mdt co s&
hang dau mang tén Stony Brook cua Pai hoc bang New
York, mét budi noi chuvén tuong tu lai dién ra. Giang
dudng tham chi con dong hon. Lan ndy, nhiéu phong
vién cang ¢é mat trong phong. Ho duge biét rang
Perelman da thuc hién mdét kham pha gay chodng vang
litn quan dén hinh dang cia va try, va rang nho do ¢é
thé anh sé doat duoc gial thuang mot triéu dé la. Hy cang
duoc biét vé sy nghiép bi an cua anh - anh d6t nhién bién
mat trong thap ki trude, va vé tal nang auat ching dugc
thira nhan caa anh, vé trién vang chua duogc khay thdc caa
anh. Anh dén flash loe sang. ‘Bung’, Perelman gz"lt lén, to
1o stz kho chiu,

Nha toan hoc kién nhan tra Idi tat ca cac cdu hoi by e
toa sau bai dién thuyeét cua minh. Nhimng cau hdi khd di
doi. "“Nhung két qua sé nd tung trong thoi gian hiru han',
mot tidng néi tir mirta phong. "Khong sao”, Perelman tra
I, “ta ¢6 thé cat né ra va khoi dong lai dong chay.” Suzim
lang, sau do la mét vai cai gat dau dong tinh. CUr toa rat
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than trong, can nhac nhiung gi ho nghe. Ho sé phai suy
ngam 131 cua anh trong nhicu thdng tdi, nhung di¢u nay
c6 ve day hira hen.

Nhirng nganh toan hoc ma Perelman vién dan chac
la chua duge nghi tdi ba thap ki trudge. Cac tinh todn
chuyén mén ma anh sit dung 1a mai nhon nhat hién nay
va phu thudc mot cach quyét dinh vao thanh qua nghién
clru cia mét s6 ngudi trong nhém ctr toa. Bau khong khi
cang thang. Moi nguoi déu bict cac lap luan cta dién gia
rat cao siéy, tinh té, nhung cing rat dé sai ldm. Ai cang
muon ching 1a dang dan. Mat trang web? duge quan li
bai hai giao su, Bruce Kleiner va John Lott, tai khoa Toan
hoc xuat sac cia Pai hoc Michigan. Trang web cé lién két
dén cac bai vidt cia Perclman. Cac nha toan hoc trén
khip thé gidi dd thém nhimg nhan xét, lam rd cac ludn
diém chua r6 rang va khai trién thém nhirng doan ¢6 vé
nhu qua ngan ngui.

FHau hét cac nha toan hoc, cho du ¢ nghién cdu hinh
hoc hay khong, déu bidt dén maot ai d6 trong budi dién
thuyét va chd doi théng tin tir ho. Phan 1dn cac a toa ghi
chi lai bai gidng cho riéng ho va cho ban bé. Hai trong
do, Christina Sormani, mdt giao su tré tudi tai Lehmann
College, va Yair Minsky, mot gido su mai noi tai Yale, da
dang bdn ghi chép cua ho trén trang web, do d6 ai cing
6 thé truy cap.

Cing nhu tai MIT, tat ca moi ngudi trong phong,

ngoai trir cdc phong vién, tré cang nhu gia nhdn ra rang

Twww . math. lsa.umich.cdw/rescarclyricciflow/perelman. himl
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nhiung gi ho dang lang nghe I1a dinh diém cia hon mat
thé ki dom hoa két tras tu tudng toan hoc trong lich sut
loal nguo. Bar giang veu cau su tap trung cao do, dé lai
rat it khodng trong cho nhing suv nghi vu vo. Mac du
vay, han 1a nhidu ngudi cing dang ban tam tai mot su
kién hodc bai bdo dugc ap 1, rat dac biét, gan dav hay lau
roi, ¢é lién quan dén cong trinh cta Pomcaré hoac cua
mot ai khac da khuat bong tir lau, nhung chac chan tat ca
déu rit mudn nghe budi néi chuyén nay. Tat cd déu vui
mimg vé sy phong phu cia nhing y tuing hay, va
nhitng hudng di day hira hen con phai khai pha.

Canh phdng vién, mat khac, mudn biét vé mot triéu
d6 la. Cam nhan cva Pereiman vé kha ning doat giai? Cé
thong tin 16 ra la anh khéng quan tam dén giai thudng, vi
vay canh phéng vién thay déi cich tiép cin va viét nhitng
cau chuyén vé mat ngudi Nga séng an dat thuc hién mot
kham pha toan hoc vi dai, va dodn rang anh sé tir choi
giai thudng. Vai ngay sau dd, Perelman bd sung thém
mot sb chi tiét trong cac buoi thao luin duge td chite voi
vang. Nhung anh tir chéi tat cd cic cuoc phong van vdi
gidi bdo chi, trd vé Saint Petersburg vai tuan sau dé ma
khong phac dap 1oi mdi cdng tac cua cac truong dai hoc
hang dau nudc Mi.

Gia thuyét Poincaré va chitng minh ctia Perelman la
mot trong nhing thanh tuu vi dai nhat cta thoi dai
chung ta. N6 cho chdng ta biét nhiéu diéu vé ban chat va
hinh dang kha di cta va tru. Phuong trinh dong chay
Ricci ma Perelman da viét, mot loai phuong trinh nhiét,
cd ho hang xa vdi phuong trinh Black-Scholes ma nhang
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ngudi giao dich ching khoan trén khap thé gidi sir dung
dé dinh gid ¢b phiéu va cac thy chon trai phiéu. Nhung
d6 cong phiic tap hon nhiéu so vai nhiét &6 hay tién bac.
Cac chuong fiep theo sé giai thich d6 cong 14 mot doi
tuong hinh hoc doi hoi nhidu han mot con s6 dé mo ta
no, va phuong trinh dong chay Ricci ma Perelman su
dung [a sy rut gon cua sau phuong trinh ¢ lién quan
khac, la mot chién théng caa sy thanh tao, su don gian,
nhung lai chita dung mot su phong phi dang kinh ngac.
Phuong trinh tuong tu gan vdi né nhat 1a phuong trinh
thuyét tuang déi rong thé hién do cong khong-thdi gian
caa Einstein.

Cudn sach Gid thuyét Poincaré nay ké vé cau chuyén
todn hoc ndm sau gia thuyét va s chitng minh né. No6i
chuyén toan hoc sao cho dé cam nhén la phdi khong chi
dé cap dén cdc két qua, ma ca vé nhimng con ngudi mang
dén nhitng két qua d6. Trong tam thizc nhan loai, cac
thanh tuu todn hoc thudng phan dnh mot truyén thuyét
lang, man cua mdt thién tai don doc da dung cam gianh
giat sy hieu biét tr mét vl tru vo cam. Dung la ¢ nhung
ngudi ma sy thong tué dudng nhu dén ti hu khong, da
mot minh lam thay doi man khoa hoc nay it nhat 1a trong
vai thap ki sau d6. Tuy nhién, cing diy mau sac va day
huyén bi giéng nhu cac thién tai, tién bod toan hoc mat
khac lai cang phu thudc vao hang ngan ca nhan, va xa hot
noi ho lam viéc va sinh sbéng. Pa dén luc ké ve cau
chuyén dai nay. Bat dau tir Babylon nam ngan nam trude,
dén Saint Petersburg, réi mién Bac bang New York, va
Madrid. Cuén sach trén tay cic ban truy tim lai lich s
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hinh hoc, su khdm phd ra hinh hoc Phi-Euclid, cing nhu
su khar sinh cda topo hoc va hinh hoc vi phan trai qua
nam thién nién ki, dudi ban tay ctia hang chuc t6 chic xa
héi va hang tram con ngudi khac nhau. Cudn séch cang
dé cap dén nhimg kham pha, chién tranh, cac td chic
khoa hoc, su xuat hién ca cac trudng dai hoc nghién ciu
& Duc va gan day nhat la & M.

Phan trinh bay todn hoc duge dan xen vdi céc tu ligu
vé tiéu str, van héa va lich str. Vi mot s nguoi, ndi dung
toan hoc ¢d thé 1a qua nhiéu, ddi vai mot so khac thi Lai 12
qua it. Nhung chi véi kién thiae phé théng trung hoc, hau
nhu ai cang ¢d thé nam bat duoc cac khai niém co ban
c1za cuodn sach ndy, nhitng diém khé hon chi la mot chat
thi thach nho nho. Ban ¢é thé hiéu, thich thil véi toan
hoc va gid thuyét noi tiéng nay ma khéng can phai tu
minh "lam toan hoc". Dé thuin tién cho ngudi doc, mot
bang cha giai cac thuat ngir tean hoc, mot danh sach cac
nhan vat, va mot danh muc cac su kién 1dn dugc néu ra
trong cau chuyén duogc dat & phan ghi cha cubi sach.

Mot s nganh toan hoc c6 ngudn goc sau xa trong
qua khua, tir thién nién ki trudc. Nghién ciu todn hoc la
mot trong nhiing hoat ddng lau ddi nhat ctia con ngudi,
nhu cic nghé mac, ndu an, va luyén kim. Nhung thuc ra,
tr sau nam 1900, nhiéu nganh toan hoc khic da duoc
kham phd, nhiéu han toan bé quang théi gian trudc A6
cua lich sir loai nguo. Do vay, the do ngay mot tang va su
phu thude vao cic ghi chii dé biét thém chi tiét va tu liéu
tham khao ciing sé 16n hon khi cau chuyén tién gan dén
thai gian hién tai. Hay nhe nhang ludt qua cdc phan va
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ghi chd mang tinh toin hoc nhiéu hon. 5&é khéng cé bai
kiém tra nao ca. Ban cé thé trd lai bat ¢t chd nao ban
mudn dé tim cau tra 1&i cho nhimng gi ¢6 vé chua 16 rang.
Di1 sao ching nita gia thuyet Poincaré da tam dau dau cic
nha toan hoc uyén bac nhat trong mot trim nam qua chi
khong rieng gi ban.



Hinh dang Trai PAt

Gid thuvét Poincaré cung cap cac cong cu mang Hnh khdi
niém va codng cu todn hoc dé tu duy vé hinh dang kha di
cia vii tru. Nhung hay bat dau véi cau hoi don gian hon
vé hinh dang Trai DAt. Bat ki hoc sinh nao cing sé néi
rang Trai Dat tron, c6 dang hinh ciu. Diédu nay dudng
nhu 13 hién nhién trong thdi dai ngay nay khi nhimg
chiéc mdy bay va vé tinh nhan tao cé thé chup hanh tinh
ctia ching ta tir trén cao xudng. Tuy nhién, trong qua
kha, that khé dé khé"mg dinh mét cach chic chdn vé hinh
dang cua Trai Dat.

"Liéu cé ai lai dién ro dén mirc tin ring, & phia bén
kia trai dat, c6 nhung ngudi ma chan cua ho d6i dién véi
chan cua ching ta: nhing ngudi dé bude @i véi nhing
got chian & trén cao con diu thi bi treo & phia duagi?”?

> Doan trén trich tir doan van cva [rving néi vé Lactantius trong
Popular History of the United States cda J. J. Anderson (New York:
Clark and Maynard, 1880). Lactantius thuc sy tin vio gid thuyét
Trai Pat phang, nhung ong chi 1a thuiéu s6 va tic pham cia éng
khéng co mat ¢ Tay Ban Nha nam 1490.
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Theo Washington Irving, imat tri thirc ndi tiéng cia nudc
Mi thé ki 19, cau héi tu tir nay ctia moét cha dao thoi aa
xua da duge ban ¢d van cha vua Ferdinand va hoang hiu
Isabella trich ddn dé danh gid de xudt cing budm theo
huing Tay qua Dong An cua Chnstopher Columbus.
Irving nin thd khi ké lai chi tiét su hoai nghi, tham chi su
thit dich ctia cac thanh vién ban ¢d van, mit quang trong
niém tin vé mot Trai Dat bang phang, da lién tuc thach
thuc Columbus nhu thé nae.” Mot minh ding trudce ty
ban c¢6 hoc van uyén tham, trong lanh dija cua Toa an di
gido, Columbus da bao ve ving chac guan diém cla
minh.

Buc chan dung Columbus d6 ctta frving, da ton tai va
dugc thudt lai khéng moét chat hoai nghi tu d&i nay sang
doi khac, thuc ra la v nghia - “hoan toan vé van” nhu siy
gia uyén bac ngust Mi Samuel Eliot Morison da viet.”

Lucius Caecilius Firmianus Lactanbus (khoang nam 250-325 SCN)
la mot gido su day hung bién ta Nicomedia, <au trd thanh mot
ngudi Thien Chua gido-va 1a thiy cua con Constantine Dai dé. Bé
biét thém chi hét, xem bin dién t cia cubn Catholic Encycinpedia,
1617 ta1 www.newadvent org/cathen. Tham khio va danh muc mui
tt  danh  muc tryc  tuyen  cta  Jackson Bryce ta
www acad.carleton.edu/curricular/CLAS Iactantius/biblio.htinl.

* Washington Irving, Lite and Voyages of Cohvmbis (London: John
Munay, 1830); an ban midi hiéu dinh b» J. H. McEiray (Buston:
Twayne Publishers, 1981).

7 Samuel Eliot Morison (1887-1976), nha van, str gia cua Harvard,
mar trong nhing su gia ndi tiény va duge yéu thich nhat cia nudce
Mi. Ong cho rang buc tranh Columbus ma Trving vé ra la hoan toan
vé van, khong co thue va sai mot cich co ban trong cudn sach
Admiral of the Sen, vol. 1 (Boston: Little, Brown. 1942) Ngu ngbc



Hinh dang Tra Dat 3

Vao nam 1490, hau nhu tat cd nhimg ngudi ¢d hoc &
phuong Tay déu tin rang Trai Dat 1a hinh cau. Duong
nhién, con ton tai nhirng cudc tranh luan vé ¢é hay khong
nhirng ngudi sdng ¢ phia bén kia thé gidi ma khong biét
dén Duc Chaa hay dang Dai Tién tri. Su thiéu kién thite
la manh dat mau md cua cic chu chuyén hoang dudng.
Nhiéu ngudi tin vao truvén thuyét vé nhimng viung dat
rong lén khong thé dén duoc do nhimg con bio kinh
hoang. Nhimmg cau chuyén ghé ron vé su ton tai nhan
nhan cac loai quai vat o khiap noi. Nhung cang c6 mot vai
ngudi 1ap ludn rang bén kia ban cau la mét dai duong 16n
fuyét nhién khong co dht lién, khong c6 su ton tai ctia con
NgUoL

Columbus khéng dong y vdi cac <O van cua nha vua
va hoang hau, nhung su bit dong ciia ho xoay quanh
kich thude Trdi Dat chit khong phai vé hinh dang. Tat ca
déu tin rany Trai Dat hinh cau. Mac du lic nay da ¢6 mot
sO ban dd chi tidt rt chat luong cxa mot vai vimg trén
Trai DAt (dac biét 1a ving bién Dia Trung Hai), dugc tap
hop thanh céc atlas, nhung chang ai thuc su cé ¥ tudng gi
vé chu vi Trai Dat. Nhinng udc dodn ¢é cin ctr xac thyc
nhat 1a cia nguot Hi Lap ¢6 dai. Vao thé ki thi hai,
Piolemy udc tinh chu vi Trai Dat 1a 18.000 dam. Cac c6
van hoang cung cua vua Tay Ban Nha uing hé udc tinh

thay, ma¢ dit Morison da cong kich sai 1am ctia Irving, cdu chuyén
hoang, duong vé niém tin vao mot Trdi Pat phang cua c¢ac hoc gia
va ngudi ¢o hoc thdi Trung cd vin duge nhidu ngudi tin. Cudn sach
cia J. B. Russell, luventing the Flat Earth: Columbus and Modem
Histonans (Westport: Praeger Publishing, 1991) thao ludn rit hay vé
anh hudng cta frving 1én sy tdn tai cdu chuyén hoang duong nay.
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cia Erastosthenes, mot nha hinh hoc Hi Lap cua thé ki
thi ba TCN: Ong da dua ra con sb 24.200 dam cho chu vi
cta Trai Pat, rat gan vdi két qua cua hién nay la 24.902
dam. Columbus lap Juan rang Trai Dat tham chi con nhd
hon 50 véi tinh todn cua Ptolemy. Cac c6 van da ¢6 li cha
khong phai Columbus. Néu quan diém ctta cac c6 van
chiém wuu thé, Columbus sé khdng nhan dugce ho tro tat
chinh, vi chi phi cho mdt cudc vien duong dai ngay hon
va an chita mot @6 rai ro cao hon sé khong duoc cho
phép.

Danh tiéng ciia Cofumbus thang tram theo dong thai
gian. Ban dau éng dugc ca nguai cho su khén ngoan, can
dam, tam nhin va ngay ca ngoai hinh. Trong dip ki niém
500 nam chuyén du hanh ctia 6ng, mot s6 danh gia khdc,
den tbéi hon, duge dua ra: Columbus Ja mot tén dé quéc
tham lam, ctiing dau, duoc hudng lai tir may man tron cho.
Nha tham hiém thuc su da gap may khi ma chau Mi ndm
ding & vi tri cia né. Tuy nhién, 6ng cang biét khai thac
lugng thong tin san ¢6 thgi d6 modt cach chinh xéc. Ong
nghe dén vé cac chuyén thdm hiém cua ngudi Bac Au va
cuia nha hang hai Ailen, Brendan. Néu ho da dat chan dén
chau A, gid thuyét c6 vé hop i, thi Erastosthenes va
Ptolemy ca hai da sai lam. Vao thi d6, diéu nay duong
nhién 12 hop §i hon so vdi gia thuyét la ¢c6 mdt luc dia
chua duge kham pha nam gira chau Au va chau A. Hon
thé nira, vé s6 dir liéu ma Ptolemy sit dung chira dung
nhiéu sai sét.

Cho dén khi chét, Columbus van tin rang dng da dat
chan lén quan dio Spice & phia Pong cua An Pa. Ong
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biét rang dé dén dugce d6 bang cach di vong quanh chau
Phr s& mat thdi gian hon rat nhiéu va éng da phai dau
tranh dé dung hoa gia thuyét nay véi cdc quan sat cia
riéng minh. Ong viét: "Toi thiy rang Trai DAt khong tron
nhu no von dugc miéu ta, ma ¢é hinh dang mdt qua l€,
tron & khdp noi ngoat trir phan gan cudng bén ngoai, hay
né c6 thé c6 hinh dang qua béng tron véi mot cai gi dé
gidng véi nim vt phu nir & mdt nai, phan nhd ra nay la
diém cao nhat va gan thién dang nhat."

Poan viét nay thuong bi ché nhao, nhung noé dem lai
kha nhiéu cam hing cho t6i." O day ta thiy mdt dng gia,
ngudi da tin va danh ca cuoc doi dé ching minh Trai Dat
13 mot hinh cau hoan hao, song van sian sang dén nhan
cac gia thuyét khac phu hop véi di liéu hon. C6 18, 6ng
da lap ludn rang Bac Ban cau thu hep laj gidng nhu phan
gan cudng chia qua & con Nam Ban cau phinh ra nhu
phan dudi cia qua 1&. Nén ta ¢é thé di tdi quan dao Spice
tuong d6i nhanh bang cich dong budm quanh chiéc ¢o
hep ctta Bac Ban cau, trong khi d6, viée di vong quanh
chau Phi qua ving Nam Ban cau to hon sé lam khoang

" Bugc trich tir Early Man and the Ocean: A search for the Beginnugs of
Nauvigation and Seaborne Civalizations (Garden City, NY: Doubleday,
1979), trang 147 ctia T. Heyerdahl. Doan nay duge dich ti ban ticng
Pan Mach ciia C. V. Ostergaard clta trang 10 cudn sach Gionale di
Bordo di Cristoforo Columbo 1492-93 ciia Caddeo. Heyerdahl luu v
ring gia thuyét cia Columbus rit ¢ 1i vi Columnbus tin NRLS
Viking da co mat Cf phia Bic ctia chau A. Do d6 ong d3 dén quan
dao Spice o Pong An bang cach cang budm theo dudng tit doc trén
phan trén Bic ban cau cha Trai Dt hinh qui 18 thay vi di vong
quanh vang phinh ra & Nam Ban ciu.
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suon nut Karvounis hoac Kerkis, chi goi Ien su ludi biéng
am ap va su U6 0dl i doi Lai xe hoac dap xe dap khoang
tim dam vé phia nam cta thi tran Samos ngay nay sé dan
ta dén mot thi tran cé tén g0l Pythagoreion. Thi tran mang,
tén cua Pvthagoras, cong dan noi tiéng nhat cua Samos,
nam rén mot phan cia thanh ¢ Samos da bi chon vui. Ré
sang trai tai mot nga ba trén dinomng va tiép tuc di doc by
bién, trén gb cao 1la mot thung ing vaéi nhimng tan tich cda
Heraion, dén the than Hera, Mot trong, bav ka guan cla thé
gigi ¢d dar. Trong 155 ¢ol tru da timg duge dung [én noi
diy, gi chi cdn s6L Jai mot ¢ot duy nhat cao bang nira
chieu cao ban dau dung orén mat nen da ldn. Gan do la
duong ham dan nude Evpalinos, bay gio duge mac dén
sang trung va ma cua cho conyg chung, Qud kha hung vi
ap dao hién tai md nhat.

Tiép tuc 20 dam bt tan tich cua ngoi dén doc con
duong chinh dan d6én thi tran Marathokampos trén dinh
ddi & rhia tay. Mdt bang hiéu nho danh dau con duong
mon di bd lén nu Kerkis va mot hang déng noi
Pythagoras da tang day hoc. Ngugc lén doc la mot hang
dong ram mat va mot hang ngfm) rong rak Bi bo xuéng
dudi mot chut, dbe da cua day Kerkis va mau vanh tham
cua bién Aegean dudng nhu trai dai dén vo tan. Sy hoang
vu, ve dep. va su tich mich goi nhe dén hinh anh caa day
nui Skelhg & Ailen hodc sudn doc phia ddng cua ngon nui
hra thicng licng Haleakala trén dao Maui thudc quén dao
Hawai} Tal nhimg noi nhu vay, hién tar mony manh va
qua khu dudmg nhu xich lai gan nhau. Tiéng ngud xua
nhe vong lai thi tham bén tai. Chinh noi day Pythagoras
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lan dau tiéa giang giai rang Trai Dat la mot hinh cau.
Nguoi dia phuong nai linh héon éng van con vuong van
dau day. Trong cac dem i khi gié thar vao day nai
Kerkis dén rat cd mat, ho ké vé quang anh sang md nhat
phat ra tir cac phién da dan dudng che nhimg ngusi di
mén tir dang xa.

Anh sang, dg e chay 2.500 nam truge trong thoi
hoang kim ctia Samos, [tic dé 1a mét thanh phéd quan trong
ctia thanh qudc [onia. Khu vize nhoé bé nay bao gom bo
bién nam & cuc Tay ciia Thd Nhi K3, hay con goi la Tiéu A,
kéo dai tir Phocaea, khoang moét tram dam ve phia nam
cho den Miletus, cang véi cac dao Aegean cach khong xa
dat lién. Dan gian truyén rang ngudi Hi Lap da chiém
déng khu vuc nay vaa dau thién nién ki tha nhat TCN.
Chinh tai noi day, nén kinh té, van héa Hi Lap nhanh
chéng hai phuc sau Ki nguyén Pen toi, quing thoi gian
£an 500 nam suy giam dan 50, kinh té kho khan, chi viét bi
lang guén sau cudc huay diét tan bao van con nam trong
vong bi an ca nén van minh Mycenaen vao thé ki 12 TCN.

Céc tdc pham cua nhimg cong dan lonia nhu Homer
va Hesiod ddnh dau su trdi day caa thdgi dai Phuc hung.
Chi viét, dya vao bang chit cai cé ngudn gdc tir Phoenicia
(L ebanon ngay nav) da bat dan dugce st dung cudi thé ki
thir chin TCN, va duge Homer kip thoi st dung dé viét sit
thi. Gitra the ki thi biy va thir nam TCN, Samos trd thanh
Mt thé lue hai quan 1on manh, va trén dat lién cua Ionia
la nhing thanh qudc quan trong, nhiing trung tam
thuong mai sam uat. Triét hoc va khoa hoc Hi Lap trdi
day & lonia vao ciing thai diém nay.
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Hinh /. lonia.

Nha vi tri cia lonia trén ria Tiéu A, ma cac nha tu
tudong ciia Tonia ¢6 co hdi Hép xic v&i cac nén van minh
lén khac cua mien Poéng Pia Trung Hai, dac biét la Ai
Cép. Xa xa vé phia dong la Babylon huyen thoai, hay xa
hon nira la Ba Tu. Hai nha triet hoc vi dai sinh trudng tai
Miletus c¢ta lIonia la Thales (624-547 TCN) va
Anaximander (611-545 TCN) da day rang vi tru va
chuyén dong ctia cdc vi sao tudn theo cic quy luat tu
nhién, chit khong bi chi ph6i boi ma thuat hay su can
thiép doc dodn cua cac vi than. Va tru ¢6 trat ty ctia no,
va ta ¢6 thé hiéu dugce né thong qua li luan va suy luan
logic, Pay 1a mot ¢ tudng rat mdi, dodi héi kha nhiéu thoi
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vian dé nam bat, va co anh hudng thang giang tuy theo
nhirng dia diém, nhimng thai diem khac nhau,

Thales va Anaximander cang suy doan ve hinh dang
cua Trai Dat. Thales chap nhan niém tin cia nguan Ai Cap
cho rang Trai Dat nho 1én nhu mot ngon nadi tir mot dai
duong phing lang va vo tin. Anaximander nghi ve van
de sau hon mot chut, tin rang Trai Dat 1a mot ong xi lanh
treo lo lirng trong khong gian.

Pythagoras (569-475 TCN) khao khat hiéu biét ve ton
gido va sy huyén bi nhiéu hon cac triet gia khac caa lonia.
Cha cia ong, Mnesarchus, mot thuong nhan den ti
thanh quéc giau co Tyre, chuyén tir Phoenicia dén lonia,
noi ong da gap va ket hon vai Pythais cua xa Samos.
Tuong truvén rang Mnesarchus da dugc cap quven cong
dan trén Samos sau khi quyén gop luong thyc cho dao

trong mot nan doi. Pythagoras du lich khap noi cang cha,

Hinh 2. Yonia. Al Cip va Phia Bong.
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gap mat cac hoc gia nguai Syria va Chaldea trong mot
chuyén di tro lai Tyre, dén ca Y va Hi Lap. Ong la mot
than d(;mg, s(m boc 1O moi quan tam dac biét dén tridt
hoce, mon hoe ma ong duee boi d uonyg bot ngudi thfay cra
minh - Pherekydes (600-550 TCN), va bdi Thales wva
Anaximander. Khi gap Pythagoras, Thales da ta mot dng
cia thaong that, no tiént__; va duge kinh trong trén khﬁp
lanh tho Tonia. Thales timy song o Al Cap thoi tré, va
chinh éong, nhu mot dinh ménh, da khuyén khich
Pyvthagoras cung nén dén da.”

Tai Ai Cap, bang cach nao dé DPythagoras da dwoe
thamt gia vao nhimg nghi I¢ than thanh cta nguot ban xu.
Bén nay ngudi ta van khong hicu lam sao ma mot ngui
nirdve ngoa nhu Pyvthagoras 131 dugce phép hoe cde nghi 16
rat bi an nay. Tuv nhién, (At ca cde surlicu déu cho rfmg cO
16 nhay chan ong cd mot cai et vang bam sinh ma cac giao
ST Al Cap tin rang ong duge che chd bai than Osiris ctia
ho, va do dd cho phép ong tham gia vao cac hoat dong
cling t¢. Chac chan 1a sau d6 cude dai cta Pythagoras da
duge ¢dn vai nhicu 13 d6n dai, rang mot mra trong ong
13 than finh va da duoc than Osiris cham vao, nhiung 1o
don ma onyg c6 vé nhu chang lam gl nhicu dé phan bac,
Chi tét vé nhang nam thang cua ong & Al Cap tham chi
con 160 xOn han so vdi ca phan ¢on lai cia cude dai ong.

Dudng nhu ong da bi bat, ¢d 1é trong cudce xam luge Ai

“Mac di cd Mot <o sach hicw s Pevthagoras, ma o tict cude doi ong,
Van con ral mu mo va A npueoc. Xem vi du nhu P Gorman,
Puiliacoras: A Life {London, Boston: Rouljedyge and K. Paul, 1979),
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Cap cua ngudi Ba Tu nam 525 TCN va bj dan giai nhu
moét i binh tir Ai Cap dén Babylon xa xdi, cach Baghdad
ngay nay 55 dam - thanh phé giau nhét thé giéi lac ds. O
dé dng da hoc duge nhing diéu huyén bi ctia thuyet nhi
nguyén Ba Tu, tiép thu gido i cua Zarathustra (duoc
nguti Hi Lap biét @&én nhu Zoroaster). Pythagoras co e
cunyg, da hoc dugce rat nhiéu vé toan hoc tai Babylon. Toan
hoc Babylon phat trién cao hon nhieu so vai Ai Cap (cang
cd ngudn goc 1ir Babylon), va mac dit ¢d khd nhieu tranh
Judn vé trinh do todn hgc caa Thales, nhung Pythagoras
hién biét hon va da dat &én mét trinh dd cao hon trong
linh vuc nay."

Sur liéu v viee phéng thich Pythagoras & Babylon da
bi that lac, nhung cau chuyén thuat lai chuyén hoi huong
trd lai Samos thi khong. Véi vé bé ngoai dn tugng trong
quan thung va y phuc phuong Dong dé che giau cai bat
vang & chan, vdi tai nang hung bién hét sic 16i cudn, éng
da tao nén nhiang cdm xuc manh cho nguoi dan. Loi day
cua ong dan xen mot cdch hoan hao nhang tu duy li tri va
phi Ii tri, khoa hoc va than bi, tuong phan ro rét véi su

diem dam ca trudmy phai triét hoc lonia. Su 16i cudn nay

" Tham khao Yich sir toan hoe Al Cap va Babylen qua cac sach sau:
Q. Neugebauer, The Exact Soicnes in Antquity (Princeton: Princetan
Universaity Press, 1952) va B L. van der Waerden, Science Awnkening
I Egyption, Babyloman, and Gieek Mathematics, A. Dresden dich va bo
sung (Leyden: Noordhaooff, 1975). Mathematical Cuneiform Texts cta
Neugebauer (New Haven: Amercan Oriental Society, 1945) va
Vorlesungen ulii Geshichte der antiken mnathematischen Wissenschaften

cair Q. Neungebauer (Berlin, New York: Springer-Verlag, 1969) chua
thém nhiéu thdng tin ha tro,
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dudng nhu van con ton tai dau do trong khu vuc hoang,
tan quanh hang dong cua 6ng irén dao Samos.

Khoang nam 330 TCN, Pythagoras va mdt s dé dé
chuyén dén Croton, mot thuoe dia yén tinh caa Hi Lap ¢
phia Nam nudc Y, thanh ph(\ duoc thanh lap gfm hai thé
ki trudc, va 1ac dé cé theé la trunyy LAM cua su phuc hoi ve
ton g1ao dang lan 11dng ra ca vung. Tai do, Pythagoras
thanh 1ap truong hoc caa rieng minh. Tréo thuc té, néd
¢idng mot noi tu hop anh tai hon 1a mat truang hoc, véi
cdi tén dé gay ra su nham lan, vi day la hdi cua nhing
ngudi ¢é cung chi hudng tim kiém chan li, thu nhan ca
phu na. V&i tén goi la hoi "ban nguyét”, duoc phan thanh
2 nhém: nhém no6i dod bao gdm mot s6 dan déng va phu nix
dugc goi la mathematikoi, thuc hanh an chay nghiém ngat,
song chung, hoan toan khong ¢é sd hiru ci nhan va dugc
gidang day boi chinh ngudi thay vi dai. Nhém ngoai do
dugc got 1a akousmatics, song tai gia va gwr it quy tac
nghiém ngat hon. Cac thanh vién phai trar qua cac nghi
thitc nhap hoi va tuyén thé gitr bi mat.

Nhing ngudi theo trudng phdi Pythagoras Bn rang
& cdp sdu nhit clia tu nhién, thyc ra chinh la toan hoc,
moi thuc the tuong quan vai nhau, triet hoc ¢d thé duoc
sir dung nhu mot phuong tien dé lam trang sach tim
hon, va linh hdan ¢d thé thoét ién hoa nhip vai gidgi than
tién. Sirc hap ddn cua y niém ctia trudng phai nay veé sue
trong quan caa van vat, su pha tréon ki la cua tinh huyén
bi Béng phuong va tu tuong Hi Lap 1am mé hoac nhing
ngudi duong thai. Pythagoras va trugng phai ciia minh
thainh cong ruc rd va trd nén nodi tieng khap Hi Lap.
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That gian da lam l[irlg xudng cac cude tranh luan dua doi
vé tnh cach cua Pythagoras caing nhu cde truyén thuyét
xung quanh dng. Cach ndi chuyén cua ong cd sic hat
dac biét va dan chiung thuong don dai rang Ong nhd hét
chi tidt tir tién kiép cua minh. Pdi vai ngudi ham mo,
ong la mot thién tai vai kién thae, b théng minh sau sac
phi thudong, su hch duvet va long trac an vo bién. Do
val nhimg ngudi chonyg doi, ong o mot tén khodc lac vi
ban tinh tu dé cao minh. Du su that the nao di nira,
Pythagoras Ia nguai ¢ anh hudng vo cung lon, uy bn
truemy phai ciia dng thuc su tang Ien rat nhieu <au Khi
onyg chet.

Dieu quan trong nhat la Pythagoras da dav cho
chung ta bidt Trai Dat (6 dang Innh cau. Ong da bat dau
thu thap bang chimg cung ¢4 cho v tudng cta ong, va
cung la ngum diu hén quan niem Irar Pat ton tar cung
vt cac ngd <ao trong mot v tru duv nhat Nhang baoc
lrd sau nay, ma diang chu v nhat la Philolaus (470-383
TCN) tham ¢hi tr bd Khai niem vé mot v try dia tam, raa
giang rang Trar DAt NMat Trdi, va cac ngoi sao quay quanh

mot negon lea vo hinh trung tam

TU PYTHAGORAS DEN COLUMBUS

Gia day chang la da biet quan di¢m cho rang bé mat Trai
Dat 1a mot hinh cau ¢6 nguodn goc tir dadu va khi nao. Néu
nhimg nguai theo truong phdat Pvthagoras da tuyén thé

¢itr bi mat, thi tai sao nhing kién thirc nay bi ro ri ra
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ngoai? Va mol khi da bi ro i tar sao no lal duge danh gia
MOt cach NEE sue nghiém Lue, va lam sao ma thong tin nav
lai duge buven den tan Lhai nay?

bicu dau tén can biét 1a ban tinh con ngudi khing
thay doi qua nhiéu trong ba thién mén ki qua. Chiing ta
déu bi thu hut bor cac su kién huyén by, va rat it nEuoi co
khd nang cudng lai vée quven ri ciia mot kién thice lon
duge gitr bi mat. Hay xem thanh cdng cia cudn téu
thuveét va bo phim "Mat ma Da Vind” gan day. Tam nhin
xa cua truong pha I'ythagoras dam bao mot thi truong
cha cdc cudn sach vé muc dich tim hiéu nhirng khdi niém
va niem tin cia ho. Rat nhidu trong 3G chung da duge
xuat ban. Philolaus bi nghi nga da viet cudn sach Ve tiién
nhién Chi v tién,

Nha triét hoc vi dai Plata (427-347 TCN) anh huong tic
triemg phii Pylhagoras kha nhiéu. Ong mua cudn sach
caa Philolaus cho Vién Han lam, tnrang hoc do éng thanh
lap tai Athens, Ong cang 1a ban rat than cda nha toan hoc
hang dau theo truomg phai Pythagoras, Archytas (khoang
128-350 TCN). Két qua 13, nhieu v tudng cha Pythagoras
da di vao hé thong tu tudng cia Plato va hé tu tuong Hi
Lap thai do. Mdan d¢ xuat sac nhat ciia Vién Han lam la
Aristotle (384-322 TCN), mac du it say meé cac Ii thaydt cna
phai Pythagoras (Ong ndi tieng vi da coi ho 1A nhing
ngudi "an chay ban thiu™), éng cang dua kha nhieu y
tuong cta ho vao chinh cang trinh vi dai cua minl..

Tam anh hudng cta W twdmg Aristotle 1an dén mac
ma nguai ta kho c6 the phang dai thém nda. Ong soan laj

cac quv tac cua logic hinh thirc, hé thong hoa triet hoc, va
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dong gép vao AL Ca cac nganh cua khoa hac tu nhién.
Ong gidng giai rang Trart Dat la mét hinh cdu ma Mat Troi
va Mat Trang quay xung quanh. Cac tac pham cta Ong ve
dao dac, mi hoc, va chinh tri van con duae doc cho dén
ngav nay. Tu tuong thor Trung ¢d, ca Thién Chua yido lan
Hoi giao dcu bit nguon br cac nguveén If cua Aristotle.
Quan diém Trai Dat la hinh cau da dinyg, ving duge nhy
sy ung hd bdi uy quyen cta Plato va Aristotle, va bdi
nhing Kham pha ma tdi sé mo ta ~o qua.

Vai tro ctia Aristotle [a thay gido ricng cia Alexander
Dai A¢.' ngudi co quyen lue nhit trén thé gidn lac bay gid,
ciing da gdp phan truyén ba ¥ tudng cua Pythagoras
manh mé hon, mac du it truc tiép hon cac bai giang cua
ang. V&i nén tang la cuoc chinh phuc Hi Lap cua cha nim
338 TCN, Alexander da tién lén chinh phuc toan bd thé
gigi dugc bict dén thai d6. Cho dén khi Alexander mat
vao nam 323 TCN, dé ché cta dng kéo dai tir khu vuc
xung quanh Bia Trung Hai cha dén An Po.

Du rang cac do kién ké vé su phuc tap trong moj
quan h¢ gitra Ong ¢ido Aristotle va cau hoc tro fai
nany Alexander da that lac hoan Loan, khong nghi ngd gi
vé viée Aristotle da thinh cau Alexander su dung cac
chién dich hanh quan cho ciac quan sat khoa hoc. Khong
biét dé nghi d6 b duge cha v dén hay khong nhung
Alexander da dem theo cac hoa st ve ban dé trung cic
chién dich cua minh. T4l ¢ ban do do da that lac nhung

" Cha cia Atexander Bar d¢, Pinllip xi Macedon, két thide cude xim
luge Hi Lap vao nam 338 TCN, da miin Anstolle tam thay gido riéng
cho con minh.
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cac van ban viét tay cda mét 56 tudng hinh thi van con,
nhang miéu ta va danh gia caa ho tro thanh nguén dcr
lieu ¢ ban dé veé lai ban dd vai tram nam sau.

Sau cdi chét cua Alexander Dai dé, dé ché cua éng tan
rd. Phan lanh thé 1an nhat roi vao tay tudng cua ong,
Ptolemy Sater Pé nhat, ngudi da déng d6 tai Alexandria
no cua somg Nile. Chinh tai nai day, tai thanh pho dau
tién va lon nhat trong nhing thanh phd do Alexander
Pai d¢ xay dung va mang tén ong, Ptolemy bat tay vao
xay dung thu vién huyén thoai dé dam bao vi tri tha dd
tri tué va van hoa cua thé gisi cho Alexandria. Cdc hoc gia
do 26 vao dai thu vien nay, vdi mong mudn nghién cuu
cdc bd siru tap gom hang tram ngan cudn sach va van ban
ghi trén nhing cudn giay, da. Chirc vy Téng giam thu
vién ¢6 1€ la vi tri han 1am cav nhiat ma mot ngudi cé thé
dat dugc trong thé gioi ¢6 dai, tuong tu nhu chire Vién
truong Vién Han lam Athens cua Plato hay chic Hiéun
crudang Dai hoc Harvard hoac chic Giam hiéu Trinity
College (cuia DPat hoc Cambridge) ngay nav.

Eratosthenes (275-195 TCN) xu Cyrene (ngay nay la
Shahhat nudc Libya) da trd thanh Tong giam thir vién doi
thia ba vao nam 235 TCN tiong tricu dai Ptolemy Pé nhi.
Eratosthenes da timg hoc dia lf tai Athens nhung dong
thoi ong cang lam tho, viét phé binh van hoc, va theo
dudi nhing cong trinh todn hoc, thién van hac, triét hoc.
Ong tuyét nhién khéng nghi m‘;d gi ve gia thuyét Trai DAat
1a mot hinh cau - ong da viét z.mg néu cang buom tir Tay

Ban Nha v¢ phia Tay ta sé gdp An D6. Ong tham chi con
v ban dd cia hauh trinh na
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Nhung ong ndi Gidéng nhat vid nhan xét rang ha
i 0 cdch xa nhow nhicu dam, mot nguras o phia chinh
Bac ctid ngudi kia, se nhin thav Mat Troi duor nhime, goc
dd khac nhau trong cling mdt thoi didm trang ngay; dong
thd Gng cing ¢ ra rang, gid si Trai Dat [a mat hinh cau,
ta ¢ 1he sie d Lng su chenh ledh cua cac goc nav dé ude
lugng chu vi cua the giol Eratosthenes da do duee do
chenh léch vé so do poc gitrta Alexandria va mot dia dic¢m
taong ung vol Aswan ngay nay, 486 dam v phia Nam
sOng Nil, vao luc gitra trua, va qua do da tinh todn duoc
chu vi cta Trdi Pat vai do chinh sdac tuyét ol ma miot vai
ngudn chong lai Columbus da sur dung két qua do ta
hoang cung Tav Ban Nha sau nav.'s Vi the hé sau,
Hipparchus (190-120 TCIN) d¢ auat v tudng Trar Dt quav
vong quanh Mat Trar, va thiét lap he thang do luang dua
vao vi do va kinh d6, chia Trai DAat thanh 360 ¢

Alexaondria tiep tuc la (thanh dia) ngdi nha 1dn cua
cac nha dia Ii, toan hoc, va thién van hoc ngay ¢a sau khi

thu vién vi dai nay bi tiéu huv.!” Nguoi suat ching nhat

" Fratosthenes do cha vy Tiat Dat Fhodng 250,000 stadmsm, Néu nhue
mot stadiunt 13 137,2 m (U 16 1y da Pline tinh edn), ket qua cua
Eratosthencs chisai 3 phin tram: 24.200 dam so vai 24 902 dam.

" Than gian dai thu vitn Alexandnia bi tan pha van chiva duge chinh
x4 Cu the va van dang ¢on duoe tranh lwan. Hau hét cac hoc gia
dong v ring (ko vién bi tan pha bony cade chidu tranh nhan dan
trong than cai tri cia cua Aurelian vao the ki thya ba mac di theo mat
<y ken khae, nhtr Plutarely, thi thir s 1én bi tan phd do Wnh Aot cang
Alexandria caa Cacsar Do A& han the ki trude do. Thu viem anhy e or
neo dén Serapeum gdin 36 bi tan pha khang ldu sau nam 391 theo
[¢nlh cia vi voa theo Thien Chita gido Theodosis,
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trong 56 dd 1a Claudius Pralemy (83-163). Cudn sach P if
(Geography) cta ong la 1a ca mdt hé thong khong 16: mot
cuon sach bao gom 13t ¢a i thue clia npudi xua, ¢d tham
quycf’n tén moi dia hat va da trd thanh téu chuan tuyet
déi. Prolemy thao Tuan ¢ac van dé trony viec lap ban dd
cua Trai Pat cong 1én modt manh gidy phang va cac
phuang an kha di d¢ chidu mot mat cau xl.uf'mg Mot mat
phang. Ong chita rang mot khi ta lién hé duge cde toa do
(trong trirong hwup nay 1a kinh 46 va vi do) \‘ﬁ\t ac vi tri
can vé ban do, ta uh thd ve lai bat e ban dé nao tuy thich.
Dua wvao c¢a¢ van ban sol lal cua cac tudng s1 cua
Alexander va dir liéu thu thap dugre boi cac nha du hanh
khdc, Ptolemy tinh todn kinh do, vi do cha LAt ca nhing
noi 3 timg duge bidt dén.

Cac ban do trong ban goc cha cuon sach Pia i da thit
hruyen. Tuv nhién, di¢u do khdong quan trong 1lam. Van
ban nay cua dng vo cung thong tué va ddc gia ngav nay
van hoc duoc nhieu dicu trong d6." Nhin chung,
Ptolemy tudng tunng rang, sur sdng trén Trai Dat ton tai
trén khoang mot nira hanh tinh, tir bey bién Tay Au dén
An b6 va xa hon nura. Ong ude tinh chu vi Trai Dat
khoang 18000 dam, it hon nhi¢u so vai ket qua cla
Eratosthenes, nhung 1on hon cua Columbus.

[[au hét moi ngudi da lang quén cuon P I cda

Ptolemy trong nhi¢u nam, ngoai trir mét s6 nha khoa hoc

HMOL ban dich ticng Anhosat hay: Clandius P'ofem: The Geography.
ctia L' L. Stevenson, dugc 1ai ban bin Nha wuat ban Dover (New
York [Dover. 1991,
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Hoi gido. Tai Palermo, trong tricu dinh da vdn héa cua
vua Norman Roger B¢ nhy, al-Idrisi (khoang 1100-1165) su
dung mdt ban dich tiéng Ardp tac pham vi dai nay va
hoan thién cac tinh toan cua Ptolemy. Con nguyén ban
bang tiéng Hi Lap thi bi that lac cho dén khi mét thay tu
clia vuong gquic Byzantine, Maximos Planudes (khoang
1260-1330), im thay mot ban sao chép bang tay khong cé
ban db. Planudes tu tav vé lai mat s6 ban dé va nv thic
ngudi khac ve lai cic ban do con lai. Nam 1406, van ban
nay duge dich sang ticng Latin, modt thay tu dong
Benedictine, Nicolas Germanus, da vé lai tat ca ban déd
dya vao phép chien hinh thang, mdt trong ba phuong
phap do Ptolemy dé xuat.'” Loat ban dd ray la co s¢ cho
ban in dau tién cua tap ban dd cuoa Ptolemy, dugc xuat
ban nam 1477 tai Bologna vé 300 an ban. Columbus sdé
hiru mot ban va nghién ciru nd mat cach can than.

Quan diém cua Pythagoras di dugc truyen di mat
cach thanh cong qua Plato, Aristotle, cac nha dia li uyén
bac cna Alexandvia, Sicily, cho dén thai ki dau Trung ¢o.
Viao thai Columbus, hau nhu tit ca moi nEUdi tin ré’mg
Trai Bt 13 hinh cau. Co qud nhicu bang chung ung hd
cho niém tin nay. Néu ta dung tai cac dia diém khdc nhau
trén dudng Bic Nam, ta sé nhin Mat Troi dudi nhing goc
khac nhau. Khi mét con tau tir rdt xa tién dan vaa trong

tam nhin cta ta, cot buom la vat dau tién ma ta nhan ra,

5 Viée dich tac pham cua Ptolemy t tiéng Hi Lap sang tiéng Latin
duge bat dadu bdi hoc gid ngudi Byzantine, Emanuel Chrysoloras
(1335-1415) va duoc hoan tht b hoc trd caa ong, Jacopa d'Angelo
vao nam 1406.
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tiep theo 1a phan con lai caa con tau. Thuy tricu, dém va
ngay, cac tuan trang khac nhau, va nhiea hién tuong tu
nhién khac «é¢ duge giai thich hop I han nho luan diém

Trai Dat 1a mot hinh cau.

HINH DANG TRAI DAT

Niém tin la mot chuven, nhung thue sy ching ta biét
chac chan thé gidi co dang hinh cau tir khi nao? Ta da
thay rang Columbus bat dau nghi ngds B thuyet hinh cay,
cho rang hinh dang Trai Pat giong nhu mét qud 16, Va
ngay nay ta biét ring hanh tinh cta chang ta khong phai
Ja Mot hinh cau ¢6 dd cong tron hoan hao, ma hoi phang
hon mét chut o hai cye. Nhung, nhu ching ta sé thay, cé
nhic¢u kha nang khac can ban hon nhieu: hinh dang Trai
Dat 1a cau hoi rat phuc tap ch khang don thuan chi 1a
van dé vé cac vung lbi cong ra hay dep phing vao.

Phai chd cho dén khi tit cd cac ving trén Trdi Dat
dugc khao sat va lap ban d6 mot céch can than thi kién
thite cua nhan loai vé hinh dang Trai Dat méi tro nén
chac chan. Hai thé ki sau thai dai Columibus da ching
kién su ra doi ctia cdc tap ban da (atlas) Trai Bat bao quat
hon bao gig hét. Chiang pop mat trong s6 nhimg cudn
sach quy gid nhat va duoc bm kiém nhiev nhit qua moi
thoi dai. Tap ban d6 Ptolemy ma Columbus sir dung durac
tar ban tai Rome vao nam 1508 bai Berandus Ventus de
Vilalibus. Bayv a an ban dau tién bao gdm chi tiét cac

chuyén du hanh cia ngudai chau Au téi thé gidi mai va
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xung quanh mai Hao Vong'. Tap ban dd thé gioi nay
cung bao gom ludén mét chau Mi nho.

Jacobus Pentus de Leucho, xur Venice, tai ban cong
trinh cua Prolemy duai tén goi Liber Geographicae (Bia li tu
do) nam 1511, vdi 28 ban do va duoc hiéu dinh ki luang
bai Bernardus Sykvanus, xu Eboli. Abraham Ortelius, nha
dia li cia vua Tay Ban Nha Philip Dé nhi, xuat ban cuon
Theatrum Orbis Terrarum (San khau cta the gidi) nam
1570. Cudn sich nay dugc tai ban nhieu lan, nhung co
nhicu ving rong lon van dé trong va ti 1é hau hét khong
chinh xac.

Mot ngudai ban ciia Ortelius, Gerhard Mercator xit
Rupelmonde, ngudi Bi va la nha dia li gioi nhat ké tir sau
Ptolemy, lam mot cude cach mang trong nganh vé ban do
bang cich gidi thiéu mét phép chiéu ban do (ngay nay
dugc goi 1a phép chiéu Mercator) cho phép cac nha hang
hai vé so dd cho cac chuyén ra khai khong thay doi géc
gita kinh tuyén va hanh trinh (xem ghi chu trong
Chuong 8). Cac tap atlas dua trén ¢cong trinh cua ong va
cac cudc du hanh tiép sau dé ctia cic nha tham hiém chau
Au bat dau xuat hién tai Amsterdam vao.cudi the ki 16. Tt
atlas duge dung dé chi cac tap ban db duoc bat nguon i
théi quen ciia Mercator ma dau cdc tap ban dé bang hinh
anh vi than Hi Lap Atlas cong trai dat trén vai.

Bo sach in dat nhat, noi tiéng nhat caa thé ki 17 1a bo
sach nhiéu tap AHaes Major (Pai Ban Do) cia Joan Blaue
dugc xuat ban bang bdn ngdn ngir trong nam 1662-1663.

" Thuac Nam phi va cing la cuc Nam cuaa luc dia chau Phi (ND).
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Mac di tnnh bay tuyét dep, quyeén sach cd qua nhiéu sai
sot (mot so khong thé tha th duoc ngay ca trong thai ki
dé) va khoang trong,

Mac du khong ai tin réng Trai Pat vo tan, hoac té
hon, Trai Dat chi gidi han trong chimg doé lanh tho da
duge xac dinh, phai dgi dén khi doan thim hiém
Magellan tr¥ v& nam 1522 sau chuyeén di vong quanh thé
gidi, ngudi ta mai biet chac rang ca hai gia thuyét déu
sai.'” Va ngay ca sau su kién Magellan, viéc Trai Dat hinh
cau cang van chua hoan toan ré rang. Con cé nhirng kha
nang khac nira.

Hinh 3. Bin b clia Agnese.

Di¢u nay ¢é vé nhu mot tro dua. Nhung ¢6 thuc la
nhu vay khong? Nam 1546, tam ban do thé giGi dac bict

" Ferdinand Magellan bat diu chuyén tham hiém vong quanh Trai
Dat nam 1519 viri mot doan thay tha 265 nguai, (_')ng bi giet trong
mdt cude chién ngoai khaoi bién Philippines théng 4 nam 1521. Nha
tham hiem xir Basque Juan Sebastian Elcano nam quvcn chi huy va
tris ve Tay Ban Nha nam 1522 véi 17 ngudi song sat.
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dugc ve boir Battisla Agnese mo ta chuven di cua
Magellan. Agnese ro rang da nghi vé mot Trai Dat hinh
cau. Ngay nay, khi nhin vao ban dd nay, ching ta mac
nhién nghi réng tat ca cac diém & lé trén tu vao mot diém
duy nhat (Bac Cuc), va tat ca cac diém o le dudi deu dugc
quy vé mot diem duy nhat khac (Nam Cuc). Hon nira,
moi diém trén le phai tuong ang vai mot diém bén 16 trai
¢o cung vi do. Ngudi quan sat thoi nay biet rang day la
phuong phap "dang" dé giai thich tam ban dé nay, con
nhirng nguoi khac thi thich ng, bai vi thai nay con ngudi
da kham pha thé giai va biet duoc khu virc nao la mot dai
dat lién, khu vuc nao 1a dai duong. Nhung vao thoi
Agnese, vdi cac vung lanh thd rat rong lon chua duoge ve
ban do, ngudi thai doé da cd thé nhan thirc duge rang ta
¢6 thé di lén phia bac (nghia la, le trén cling) cua ban do
va trg vé tir phia nam (nghia 13, 1& dudi cing) cta ban do.
Hoac la ta ¢6 thé di mai mai 1én phia bac (hoac xudng

nam) ma khong bao gi¢ quay trd lai.

Hinh 4. Atlas ctia m{t thé gidi tudng tugng,
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Hay xem vi du ¢ Hinh 4, tap atlas ciia mot the giagi ao
thoat nhin khong ¢6 gi qua khdc biét so vai the gidi cua
ching ta. Nhung nhimg tam ban do nay khi ghep lai van
nhau thi khong an khop vao mot hinh cau.

Dé hiéu the gidi duoc vé bdi nhimg tam ban do nay,
ta hay lien ket cac ban do bang cach chap le ngoai cling
bén phai phia dong cia ting ban do vai 1e ngoai cung
bén trai phia tiy cia timg ban do6 lién trdi. Tuong tu, ta
chap lé trén phia bac cua ting ban do vai le dudi phia
nam cua ban do ngav trén né. Cudi cung ta ¢6 duge ban

do theé gioi nhu trong Hinh 5.

Hinh 5. Ban 86 thé gidi thu dugc bing cich ddn cic ban dd khu wyc lal véi nhau.

Dé co duge mot micu ta vé thé gidgi nay trong khang
gian, ma ai cang nghi la mat hinh cau, hay chap lé phai
vao & trai va 1& trén van 1¢ dudi. Két qua 1a gi? Bay gid,
nhu so d6 ma Hinh 6 cho thflj.;, khi dan cac canh trén cua
hinh chir nhat vao cac canh dudi ta ¢d mot hinh tru. Dan

cac canh bén phdi vao canh trdi, tice 1a gan vong tron bén
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phai vao vong tron ben trai cua hinh tru, né cho ra bé mat
ctia mot cai banh ran Mi. Mot bé mat nhu vay dugc goi la
vong xuyén (dé phan biét vai vat thé ma chung ta van
thuong an).

=

Hinh 6. NOI canh trén v3 dudi cia mot hinh chil nhit lai v&i nhau cho ta mdt
hinh try & hinh trén bén phai. N&i tiép canh phai va trdi vi nhau s& cho ta
mdt vdng xuyén. Hay thir tudng wgng néu ta xép bin 43 & Hinh S 8€ c6 dugc
mdt vdng xuyén thi s& ra sao?

Ai d6 6 thé phan dbi rang thé gigi ctia ching ta
khong thé trong gidng nhu mat vong xuyén. Néu ta song
trén bé mat ciia vong tron phia trong (d6i mat vai 16 hong
bén trong cai banh ran), thi ching phai 1a & phia xa ta sé
thay phan be mat doi dién minh dot ngdt hién ra trong
khong gian? C6 thé. Nhung néu nhu thé gigi rat rong Ion
thi sé ra sao? Hodc, diéu gi sé xay ra, néu nhu phan nam
doc theo vong tron phia trong tuong ng véi cac vang
cuc trong ban do the gigi & Hinh 57 Lam sao ta ¢6 thé bac
bd dugce gia thuyét nay trong thoi dai cia Columbus?
Khong thé. Magellan rat cé kha nang da dong buém doc
theo vong tron bén trong ciia mdt vong xuyeén, hoac,
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dung vay, cuang ¢é thé la vong ngoai. Va néu Trai Dat
thue sy rat 16n, co thé dng mai chi di tir vong tron bén
ngoai vao vong tron bén trong, theo mot con duong ma ta
A theé goi la mét quy daa nho trén vong xuyén.

Tré lai vai ban d6 trong Hinh 3, gid sir rang thé gidi
cta chung ta 1a mot thé gidi ma & dé ta ¢6 thé tiép tuc mai
mai di 1én phia bac, va tuong ty, xudng phia nam. Trong
trudng hap nay, thi thé gidi cta ching ta sé ¢6 dang cua
moOt hinh tru dai v tan.

Chuing ta rit ra két luan rang khong thé biét véi mot
dd chic chan dén tuyét dbi hinh dang cua Trai Dat, cho
dén khi né duge vé trén ban da véi dd chinh xac hoan
hdo tit ca cac khu vuc ké ca cac viny cuc. Song phai doi
dén tan thé ki 19, cdc viing cuc vd nhing chi tiét bén
trong mat s6 luc dia mai dugc vé thanh ban do.



Cac thé gidi ¢o thé

Cac bao cao pho bién trong lodn hoc thuang nhan manh
noi am anh caa nganth hoc nay trirae dg chinh xac, trudce
s chimg minh. Cac nha todn hoc thuong noi dua ve sy
¢d chdp cia ho trude sy chinh xac. Tuy nhién, cude tim
kiém =ir cliinh \ac lai phic tap hon nhiéu chinh két qua
cia no. S chinh xac cho phép ta li luan mot cach hop li
ve cac dor tugng nam ngoai pham vi cia kinh nghiém
thong thudng. No 1a mot cong wu Jdé kham pha tinh kha
di: nhimg gi ¢o thé diang va nhimg gi la dung.

Cudc thao luan trong chuomg trude dua ra kha nang
thé giGi co thé 1a mét hinh xuyén. Ta khong thay phan
con lai cia mot chi¢e banh rdn Mi khi nhin 1én bau troi,
do d6 gia thuyet nay van 1 mot kha nang mo. Ngay nay,
ta co thé bay ra ngoai Trai Pat d¢ ¢chu p anth tir cdc vé tinh
vd tau vir tru. Nhung trude ki nguyén cta cac chuyén bay
tham hiém khowy gian, ngudi ta phai van dung bi tudmg
tuong dé nhun nhan Mat Trang va Mat Trot la cac qua cau
thay vi nhimy chiéc dia phang nam déi dién chung, ta.

Cac hanh tinh va ngdi sao khac giong nhu cac diém phat
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sang. Thay vi tranh luan v nhimyg 1 chiung ta nhin thay
trén bau trodi, hayv gid s rang ta khong thé nhin thay duoce
gl bén ngoai Trai Dat. Hay tuong tuong ching ta dang
song trén mot hanh tinh nhu sao Kim luén bi mot dam
may bao phi aung quanh."Trai Dat ctia chung ta cé thé ¢é
hinh dang gi? Licu nd ¢é thé la cai g1 d6 khac hinh cau
hoac vong xuyen khong?”.

Mic du nhiing cau hoi nay duge dong khung bang
cach yeéu ciu ban tudng tugng vé cac thé gigi ma ta biét 1a
hinh dang cua ching ¢6 thé “sai” theo nghia den, nhung
dac trung cua toan hoc tiv xwra tgi nay 1a, cac thao tac sur
dung tri tirang tuong da dan toi nhirng hiéu biét, cau trac
mdi ma sau nay duge chung minh 1a chinh xac va la
nhrng gi can thict cho mot dot pha khoa hoc ton.

B1a hon naa, ching ta can ¢é cic thudt ngir ro rang.
Khai ni¢m quan trong nhat doi vdi chdng ta la da tap hai
chich hodc bé miat. Ching ta dat dén khai niém nay bang
cach suy nghi veé cic hinh dang cé thé caa thé gidi, va
cting chang cé hai chiit nao néu turdng tuong rang cac da
tap hai chiéu 13 cac thé giot lunh mau ma chdng ta co theé
sinh song trén dé. Cu thé hon nira, ta hay dang y ring
mot da tap hai chicu hay bé mat 12 mot ddi tuong todn hoc
ma moi khu vuc trén dé cé thé duge bicu dién b;’mg maot
ban d6 nao dd trén mot t& gidy. Khai niem "ha chicu™ ¢o
nghia 1a tai mdt diém bat ki trén mot dbi tuong nhur the,
cdc diém bén canh né ¢é thé duge biéu dién chi bang hai
hudng déc lap vai nhau. Diém nay quan trong bdi vi vé
ban do doi hai ching ta phai xac dinh duge mdy lién hé

gitta cac diém. Ta phai ¢6 khd nang xac dinh timg diém.
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Cac ban do 1a nhimg 1 giay, ma trén dé tat cd cac diém
trén the gidi déu duge bicu dién, ¢é hai chiéu. Mot tap
hop cac ban dé bao phu mot bé mat, nghia 1a mdi diém
trén bé mat d6 xuat hién it nhit trén mot ban 4o, duoc goi
12 mot atlas. Néu mua mat atlas ciia thé gid, ban sé nhan
dugc mat quyén sich bian dd va ban sé dé dang chi ra
rfing tat cd vij tri trén theé jaate) xuat hién it nhat trén mot
trong s cac ban d6 d6. Mot da tap hai chiéu hay bé mat
13 mot dai tugng dugce biéu dién bdi mot atlas.

Cac nhan xét sau day duge xép theo thir tu. Thu
nhit, cdc da tap hai chiéu [a nhing d6i hrgng toan hoc da
duac Il tugng hoa tir thuce té vat 1i. Khi né Trai Dat 1a mot
hinh cau, ta dang noi rimg dbi tuong toan hoc mat cdu la
mo6t md hinh ding cho bé mat caa Trai Dat Al cdu & day
c6 nghia 1a 16p va bén ngoai hay beé mat, vi du nhu cua
maot qua bong. Vi vay, khi noi Trai Pat 1a mot mat cau, ta
khong ké dén tang dat d4 hodc magma nim dudi bé mat.
Tuong ty, vong xuyén 13 mal da tap hai chiéu bat ki mo
phong bé mat hoac lap v ca mdt chiée banh ran chua
khong gdp c2 phan bén trang. Sy chinh xac dac biét ma ta
cd duge bang cich dua ra cac dinh nghia ki luang, cho
PhépP su ton tal cia mot vai do6i tugng Ki di, va ching ta
phai can than dé tranh nham 1&n gita cdc ddi tugng
nghién citu mang tinh vat i hay mang tinh toan hoc. Déi
vdi chdng ta, da tap hai chiéu 1a mét tap hop ma tat ca cic
diém nam gan mot diém bat ki c6 thé bicu dién dugc trén
ban da. Vay thoi. Cac nha toan hoc sit dung tie be midt nhu

mot tir dong nghia véi da tap hai chicu, mac dua khong phai
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moi da tap hai chiéu déu la bé mat cia mot vat ran'™,
Cang nhu khong phai lic nao cang dinh nghia dugc the
nao la phai va trdi trén mot da tap'”. Tuy nhién, bat cua da
tap hai chiéu nao ma trén do ta luén dinh nghia dugc the
nao la trai va phai, cing cd thé duogc diing dé bieu dién bé
mat cia mot vat ran nao do, va ngugc lai. Mot da tap nhu
vay dugc goi la da tap co thé dinh hiéng (orientable
manifold).™

' Mét nha toan hoc sé sir dung "bién cua mét da tap ba chicu nao
do” thay vi "be mat cia mat vit ran” nhu cich néi thong thuong,

™ Chac hin ban sé nhé 1a da nhin thay hay doc dau dé vé dai Mobius
(Mobius band). Vat thé nay duge tao ra bang cich dan mét canh
ngan cua mot o gidy hinh chir nhat dai vao canh ngan kia sau khi
lan nguoc 180 4o, Day la mot da tap hai chiéu cd bién, N6 ¢ kha
nhieu tinh chat ding quan tam. Mot vi du 1a ban khong, thé xac dinh
dugc tran va phai trén da tap nay. Gia st ban dung mot que diem nho
danh dau trai va phai s hai ddu que diém va ca & diém xuat phat trén
da tap, di chuyén que diém doc trén bé mit d6. Sau mét hon, que
diem quay tror lai diém xuat phdt véi hai dau duoc danh dau trdi va
phai déi chd cho nhau. Da tap nay chi ¢é mot mat, néu ban bat dau
di vong quanh tir mat nay, ban sé trd lar vao mat ben kia. Vi vy, da
tap nay khong the 1a'bé mat clia bat cur vat gi duoc.

Hinh a. Déai Mobilus.

= Neu mot da tap hai chiéu khong thé dinh huong duge, no ludn
chira mat dai Mobius, Bién cua dai Mobius la duong cong khép kin
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Mot dieu quan trong can luu v nira la viée si dung tu
chicu (dimension). Trong cach dung tay tién ciia ngdn ngit
hang ngay, ta thudmg nghe thay nhirng khang dinh nhu
trai dat (hay mot mat cau) hoac maot vong :myén la co ba

chieu bdi vi ta can mét khong gian ba chiéu dé co the

duv nhat, va vi vay ve mat topo hoc thi nd la vong tron. Noi mot
hinh dia vao dai Mobius bing cach ghép cac diém trén vong tron
xung quanh no von dudmg bren cua dat Mobius sé cho ta mgt da tap
khong bién (got la mat phﬁ ng xa anh (projective plane)). Mot vi du
noi tieng khac 1a cua da tap compac khong bién khong dinh hudng
duac 1a chai Klein, trén da be mat ben trong két noi lién tuc ra be
mat bén ngoar. VAt thé nay duoc tao ra sau khi noi hai dai Mobius
bang cach dinh hai véng tran bién lai. Chai Klein v mit phang xa
anh la vi dy cua ¢ac da tap hai chiéu khong phai 12 bé mat caa mot
vat ran

Hink b. Chai Klein.
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hoan toan dat chung vao bén trong. Chung ta sé khong
bao ¢ia sa dung tis chide theo nghia nay. D& vai ching ta,
chicu dé cap dén so hudng doc lap can thiét dé biéu dién
tAt ca cac diém nam gan mot diem cho trudce trén mat doi
tuang. Néu ching ta cd giang két noi tat ca ban dod trong
mat atlas lai dé tao thanh mét hinh ciu biéu dién cho bé
mat mat cach tong thé hon, thi chac chan ta s¢ cdn mol
chiéu tha ba (hoac hon nira), nhung ta van xem da tap
hay bé mit nay 1a hai chucu. Chiéu d¢ cap den 6 luong
cac hudng déc lap ma miot nguyi sdng trén da tap cam
nhan rnho kinh nghiém chir khong phai 1a s chiéu ma
ching ta can dé dat vat thé vao bén trong™'. Vi vay, bé
mat tra dat 1a hai chidu boi vi dé bidu didn mot Kha vue
Cua nd, ta sir dung mot ban do trén mot mank giav (hoac
ta ¢o thé st dung hei con s6, chang han nhu kinh dé va vi
do, dé biéu didn bat ar diém naov gan mot diem ¢d dinh).
Mot mat phang ¢ hai chiéu, nhung mot duong di ¢é
cong hay khong (dac biét 1a dudng trdn) chi co mdt chiéu.
Khéng gian trong do thé gidi ctia chiing ta tan tai (khang
@ian Jo 12 v try) <6 ba chiéu, khu vise bén dud@ bé mat
trai dat (tang dat da va magma) cang vay. Saua nay ta sé
tra lai vai khai niém chiéu, dinh nghia né tham chi theo
mot cach con ki cang hon va don gian hda nd thanh cac
con sb. Ta sé thay rang da tap ¢6 bao nhiéu chiéu ciing ¢é
the ton tai.

2 Mot s8 be mat khong dal vira vao khong gian ba chucu vd dor hon
-~ -3 P . - - . . I - i - - . b
thém nhieu chiéu khde Cau hor ve 50 chica ma mdt khong gian can
cov d¢ o the dat via mot be mdt vao bon trong nod Ja nhimyg bai toan
- ' 4 . . X - £ - . s ~
thi vi Khac ma ta khong dé cop deén o day nhung € ndr toi sau nay.
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Nhung bay gio, chiing ta dé cap dén hai thuit ngi
khac duge st dung trong ngon ngr hang ngay, nhung
theo cach khdéng du chinh Yac cho cac muc dich caa
chiing ta. Pau tién A bién (baundary). Mot sb da tap hai
chiéu 6 bién, s6 khac thi khang. Bién ctiia mot da tap hai
chicu 1a 1é cia nd, hoac tap hap cac lé, nhin tir mat cua
mot nguoi dung trén da tap d6. Mot mat phang kéo dai
dén vo tan vé moj hudnyg thi khong cé bién nhung mot
dia trén mat phéng do lar cd bién, do 1a vong tron bao
xung gquanh. Bé mat bén ngoai ctia mat ong, tuyp bang
dong dai mot thudc tay ¢é bién, cu thé 1a hai vang tron
nam trén mdi dau omg. Mat mat cau khéng c6 bién (mac
du chinh no la bién cua qua bdng dac bén trong no).
Néu ban séng trén Trai Dat, ban sé khong tim ra dugc
mot phan 16 nao ma tai dé Trai Dat két thac. Tuong tu,
hinh xuyén khéng cé bién (miac di ndé 1a bién cua phan
banh ran dac & bén trong). Néu mét da tap hai chiéu cé
bién thi biétn d6 1A mat chiéu. Khai niém bién cing ap
dung vai cac doi tuong o 56 chiéu Khdc. Mot vong tron
khong co bién (mac diu no la bién cta cai dia nam bén
trong). Mot dudng thzlmg kéo dai dén vO tan theo ca hai
huéng caong khang ¢o bién. Nhung mét doan thiang dai
mot thude tay o bién, dd la hai diém nam & hai dau. Lai
ran bén trong cua Trai Dat ¢6 mdt bién, d6 1a mot da tap
hai chiéu ¢6 dang mét cau. Néu nhu mdt da tap cd bién
thi bién do sé co it hon mdt chidu so vdi so chiéu cuia da
tap do.

Thuat nga tha hai 1a ko han (Anite). Chung ta noéi
rang mot da tap hat chiéu 13 hau han (hodc compac) néu
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chi can mot s6 lrgng hiru han ban dd dé bao phu né. Mat
phing Luclid (hay con goi la khéng gian hai chiéu Euclid hoac
don gian la khdng gian hai chiéu) ma ching ta hoc & truong
trung hoc kéo dai den vo tan theo hai huong doc lap vai
nhau la mot da tap hai chieu nhung khéng hiru han. Con
mat cadu va vong xuvén la nhimg da tap hai chiéu huu
han - trén nhing da tap nay ta khéng thé di mai mai vé
modt hudng ma khong ¢é kha nang quay trd vé diém gan
nai xuat phat.

Cho rang mot vat thé hiru han phai ¢ bién 1a mot
quan niém sai lam phd bién. Nhirng tranh Juan dau tién
vé viéc Trai DAt 1a hicu han hay khéng thudng da bi quan
niém hoa thanh cac tranh luan khac nhu 2 liéu Trai Dat
c6 kéo dai mai mai hay khong, hay 1a né ¢ mot 1é ma tai
d6 ta ¢ thé bi rét ra ngoai. Lac dau, con ngudi khong biét
rang hanh tinh chang ta co dang mét mit cau (hodc mot
hinh xuyén) va vi vay chua biét ré‘mg nd vira hiru han v{ra
khéng cé bién. Tat nhién, dé nghi rang Trai Dat 1a mot
mat cau doi hoi ta phai chap nhdn y tudng cé vé vo i 1a
c6 ngudi bén kia ban cau dang di bd v&i ban chan hudng
vé phia chiing ta. Mac di1 khong ai gap kho khan dé chap
nhan diéu nay vao thoi dai ngay nay, van con ¢6 nhiéu
ngudi mac cac 16i tuong tu khi néi vé v tru. Ho cho rang
néu vil tru 12 hiru han thi né phai ¢6 bién (bay gid ta da
biét rang néu mat bién nhu vay ton tai thi nd phai la mot
vat thé hai chiéu) ma chang ta khong thé vugt qua duoc.
Khoéng phai nhu vay.
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HINH HQC VA TOPQ HOC

Ching ta con chut it viéc phai Jam nira dé cho viéc doc
cuon sach ndy duge troi chav. Khi noi hai da tap giong
nhau, ching ta phai chi ra chinh xac dicu dé ¢6 nghia gi.
Cang giong moi van de khac, dieu nay phu thudc vao
quan diém cua moéi ngudi. Hai vat thé 6 thé gidng nhau,
hoac tuony duong nhau, trong maot khia canh nay nhung
1ai khiac nhau o khia canh khdac. Khi néi vé hinh dang, ta
thudng Khong quan tam tdi cac tinh chat nhu kich thuée
hoac khoang cach-nhing tinh chat thudc vé hinh hoc
(geometrv), ma chi quan tam dén cac tinh chat van duge
bao toan ngay ca khi vat the bi keéo dai hay bién dang vira
phai. Nhing tinh chat nay thudc ve l[inh vyc topo hoc
(topology). Cho phép chiing tai ndi rang hai bé mat giong
nhau vé mat topo hoc néu nhu tit ca cic diém trén mot
bé mat co thé tham gia vao mot phép tuang tng mot-mot
vl tat ca cde diém trén bé mat kia, sao cho cac diém nam
gan mot diém trén be mat nay cang tuong tng vdi cic
diém nam gan mét diém cda bé mat kia (cac phép tuong
trng nhu vay duge 2oi 1a ¢a tinh lién tiuc (continuous)).”
EHai da tap gi(ﬁng nhau ve mat topo hoc con duge goi l1a
dony phéi (homeomorphic), va phép tuong tng mot-mot

= Tix fign fuc thudng dé cap dén mot dieu kién toan hoc quan trong:
Su tuong tng mat-mot gilra hai bé mat goi 11 fién tue néu nhu mot
tip hgp diém tién vé mot diém trén mot bé mat nay ludn tuong
- - - -7 - X o - — - & i AJ [ N 4
ung vai tap hgp diem trén be mat kia cang tien vé mot diém va hai
diém nay tuong ung (Pac biét, cac diém gan nhau tuang ung voi
cac diém gan nhau, nhung cha y la ta khéng nhat thiét phar dinh
nghia "gan” 12 nhu thé nao.).
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thiet lap su ;;iﬁn;_s, nhau doé gitra hai da tap goi la pht dong
rhar (homeomorphism). Topo hoc nghien ctru cac tinh
chat ciia bé mat (va cac doi tugng khac) cho phép xdc
dinh hai bé mat (hoac cac doi tuong khac) df‘mg pho hay
khong. Cac tinh chat nhu vay goi la tinh chat topo hoc.

Cac tinh chat topo hoc ¢é thé rat khac cac tinh chat
hinh hoc nhur do dai va goc. Hai bé mat bat ki co thé bién
doi dé trdr nén giong nhau bang cach kéo dai hoac noi
rong ra (khong xé rach bdi vi lam vay ¢o thé pha va tinh
liéen tuc) la dong phoi. Hai mat cau ¢6 ban kinh khac nhau
la dong phoi. Tat ca bé mét trong hinh dudi day déu dong
phoi, va mdt nha topo hoc sé xem tat ca chiing giong nhu
mot hinh cau. Pac biét, mot nha topo hoc sé thac mac rang
Columbus da lo lang diéu gi vay?! Hinh qua 1& ma ong
mubn gan cho Trai Dat thyuc ra cing 1a mot mat cau, giong
nhu be mat mot qua tao. Pé tranh nham lan, doéi khi
chiing ta goi cac mat cau doi ximg nam & bén trdi trong
Hinh 7 1a mdt mat cau tron. Columbus, trong tudng tugng
cia Ong vé hinh qua 1é, da du doan Trai Pat khong phai la

& i - % # - - - = i
mat cau tron, nhung di sao nd cing la mot mat cau.

Hinh 7. Nhi.rn‘g bé mdt nay Jéu & ng phii vOl mat cau hal chidu.
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RS rang, tinh dong phoi 1A mét khai niém con chua
chudn veé sy gidong nhau. Cic hinh xuyvén "that nit" trong
Hinh 8 [a déng phoi vai mét hinh xuyén théng thuong,
mac du chang thé lam bién dang hinh xuyén nay thanh
hinh xuyén kia ma van tuan tha tinh lién tuc (it nhat 1a
néu ban khing khang khéng cho cac diém trén hinh
xuyén chay ngang qua ban thin né).* Thuc ra, néu ching

¥ Ban doc nao cha vy sé thay rang (it nhit) <6 3 diém khéng én. Dau
tién 1a chua chic chin hinh xuyén that nat dong phdi vai hinh
xayén binh thudng. Theo dinh nghia cua chang ta, diéu nay 6
nghia 13 ta ¢6 thé dat cac didm cua hinh xuyen nay 1én hinh xuyén
kia theo sy tuang dng moét-mot sao cho cac didm gan nhau tuong
g vl cac diém gan nhau. Dé xem didu nay cé kha di hay khong,
hdy tudng tugng, cal tiing hinh xuyén doc theo duong cong vong
quanh ¢d ctia nd. Trong timg bruong hop, ban sé ¢ duge mot hinh
tru gidi han hai dau bai hai vong tron gidng nhau trudce khi cat. Cic
diém (rén hai hinh tru ¢6 thé dugc sip xép dé ¢é duac su tuong ung
moOt-mot sao cho cac diém khong nam trén vong tron tuong img vdi
nhau, va cac diém trén vong tron tuong ang véi nhau. Nhu vay, tat
ca cic diém gin nhau tuong dng vai cac diém gan nhau dio chang
nam trén vong tron hay khéng, Thi hai, ban ¢é thé tu hoi lam sao ta
biét duge mdt hinh cau khong ddng phéi vai hinh xuyen. Cau trd 154
lan nia lai la khong ré rang. Gia st cd hai dong phoi (c6 nghia la ca
hai ¢6 sy tuong ung mot-moét). Chon moét dudng cong déng don
gidn (nghia 1a dudng cong bt dau va két thac cng mot diém va
khéng tu cat ngang qua chinh né) trén hinh xuyén sao cho né
khong chia hinh xuyén ra lam hai phan. Vi du nhu dudong cong
vong quanh ¢d hinh xuyén. Néu nhu ¢6 su tuomg (g mat-mot, ban
c6 thé cang im duge maot dudng cong déng don gian trén hinh cau
ma khong chia hinh ciu ra lam d6i. Nhung trén thuc t&, bt ci
dudng cong dong nao trén hinh cau cang chia né ra lam doi. Mac
du diéu nay kha ro rang, nhung ching minh duge no lai khé mot
zach dang ngac nhién. Bai toan nay duge goi la Pinh li dudng cong
Jordan. Cuédi cung, ta vin chua dinh nghia khdng gian ba chiéu. Tuy
nhién, ta sé ban vé né & Chuong 4, va ki han & Chuong 7.
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ta chap cac le tréen va dum cua ban do o Hinh 5 lai dé ¢o
duoc mot hinh tru va sau do that nat hinh tru truoc khi
cho cac le trai va phai chap vao nhau thi ta sé co duge mot
hinh xuyven that nut. Nhung cu dan song trong mét the
gigi luon bi mayv bao phu ma trong do khong mot hinh
dang nao ¢6 thé duge nhin thay U xa sé khong thé xac
dinh duoc the gidgi caa ho co bi that nut hay khong neu
chi dua vao mot atlas. Neu song trén mot the gidgi ¢o hinh
dang giong mot hinh xuvén that nat, ta co thé cat bé mat
cua no thanh cac tam ban do va lap rap chiang lai thanh

mot hinh xuycen thong thudomg.

Hinh & Hinh xuyff*n thitl nat.
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PHAN LOAI BE MAT

Vi cac thuat ngir da ¢6, ta co thé dat ra mat sd cau hoi
mang nhiéu y nghia vé nhirng gi 1a khé di. Gia st ching
ta song trén mat theé gidi ma tat ca cac khu vue cua no déu
da duoc vé ban dd mot cach can than, Hay nadi cach khac,
chung ta co mot cuon sach bao gffu‘n cac ban d6 ma khi
ghép chiing lai ta sé dugc toan bod thé gigi. Vi s6 luong
ban do c¢o han, nén ta biet ring thé gidgi khong kéo dai
dén vo tan. Neu ching ta ¢6 gang vé lai ban dd vai t 1é
gan giong, cat giam cac vung trung lap, va co ging lap
rap ching vdi nhau, ta ¢é thé thu duge nhing hinh dang
khac nhau nao? Hay néi ciach khac, ¢ tat ca bao nhiéu
kha nang cho cac da tap hai chiéu?

Pau tién chung t6i luu ¥ rang mat cau va hinh xuyén
khong phai la cac kha nang duy nhat. Hay xem xét hinh
xuyen hai 16 phac thao trong Hinh 9. Néu ching ta song
trong mot thé gici nhu vay, va néu chung ta bat dau mot
cudc hanh trinh tir bat ki diém nao trén dé va tiép tuc di
mai, ta s¢ khong bao gio thoat khoi né. Khéng co bat ki
mot e nao ca. Ta ¢o thé vé ban do bat cir khu vuc nao trén
do. Sau do, ta ¢6 thé tip hop cac ban db lai thanh mot cuon
sach va dyng thanh mét atlas cia the gidi nay. Liéu mot
nha dia li cd thé chi nho viéc nghién clru atlas nay ma xac

Hink 2. Hinh xuyén hai 16.
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dinh dugc loai da tap ta dang song trén do hay khong?
Moi nha tham hiém sé chang gap phai bat ki cai 16 nao bai
vi moi dicm trén bé mat déu lién thong vai nhau.

Pé¢ hinh dung mot atlas caa thé gigi nay trong ra sao,
ta ¢6 thé cat no ra thanh cac khu vue nho ma ban do cua
ching co thé dé dang duogc vé. Trong thuc té, ta cing co
thé tao mot ban do duy nhat cua thé gioi bang cach noi
cac ban do khu vuce lai. Hay tudng tugng thé giai do bj cit
doc theo bon dudng cong bat ddu tir cung mot diém nhur
trong Hinh 10. D¢ tién theo dai viéc cat 1op va ghép sé
dién ra nhu thé nao, ta hay danh dau véi cac ky ty A, B,
C, D nhu trong hinh va cat theo huéng mai tén. Bat dau
vai cac dudng cit A va C, ta co thé tudng tugng rang, néu
md bé mat cong ra va trai lén mét manh giay phang, ta sé
¢6 hinh dang cia mot con so 8. Cat doc theo hai dudng
cong con lai (bay gio la doan théng} s¢ cho ra mot hinh
ma ta cd thé bién ddi né thanh mot bat gidc hay tham chi

Hinh 10. Cit mdt hinh xuyén ha 18.
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la mot hinh cha nhat. Dieu nay sé dem lai mot ban da thé
gigi vai nhing phan 1& ma ching phai thich hop véi su
cat ghép vira noi dén & trén.

Licu chang ta c¢d thé liét ké hét tat ca cac da tap hai
chiéu kha di hay khong? Sau khi doan tham hiém ctia
Magcllan trd vé, nhung trude khi ¢6 mot ai d6 kham pha
ra cac vung cuc, liéu chang ta da ¢d thé cé san mot danh
sach cac hinh dang ¢o thé cta the gidi khong? Cau tra 1oi,
cung v chirng minh caa no, la mot trong nhimng thanh
turu vi dai cua the ki 19.

Cau tra 11 nay, hay danh sach cac hinh dang cé thé,
thue ra rat don gian. Chung ta co thé dang song trén mat
hinh xuyén hai 16. Tuong tu, chung ta ciing ¢ thé dat ra
cac kha nang ve mot hinh h'u}rérl ba 16 {(xem Hinh 11), bon
16, hay cac hinh xuyen vdi sd 16 bat ki nao. Tat ca ching
déu khic nhau va déu thoa man cac dieu kien ma moi da
tap hai chiéu co thé dinh huéng phai thoa man. Tat ca
ching dcéu la nhang hinh dang ¢6 thé ctia mot thé gidi, -
néu hinh dang cua thé gioi chung ta la mot trong so ching,
va ncu ta dung ¢-bat ¢ diem nao trén the giai do, thi ta

deu ¢o thé vé duoc ban do ctia khu vue xung quanh ta.

Hink I1. Hinh xuyén ba 16.

Mot phirong thie thi vi khac dé im hiéu ve nhiing da
tap khac nhau nay, do la dién giai ching dudi goc ¢ cua
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khai niém tong lién thong cua hai da tap. Gia sir ta ¢6 hai

da tap hai chi¢u va ta cat mot chiec dia ra khoir moi da tap.

Hinh 2. Cit mdt chibc dia ra khoi mot mit cu (trdi) va mdt hinh xuyér. (phai).

Bién ctia chiéc dia 1a mOt vong tron. Ta o thé tao nén
mat da tap hai chiéu méi khong bién bang cach dan hai
da tap c6 bién ma ta vira mai tao ra voi nhau, doc theo
bién cta timg da tap - chinh la hai vong tron. Pa tap nay
duoc goi la tong lien thong cia hai da tap ban dau. Hinh 13
minh hoa hinh xuyen hai 10 1a mét tong lién thong cua
hai hinh xuven thong thudng. Mot hinh xuyén ba 16 1a
mot tong lién thong ciia mot hinh xuyen hai 16 va mot
hinh xuyén thong thudng, va do d6 1a tong lién thong cua
ba hinh xuyen tlmng thuang. Mot hinh xuyen bon 10 la

mng lién thong cua bon hinh uwu1 thong thuong va ao
tiep tuc nhu vay.™

“ Tong lién thong coa mot da tap bat ki vai mat mat cau la mot da
tap giong da tap ban dau. Bdn vi klu ban cat mét hinh dia ra khai
mait cau, ban sé con lai mét hinh dia, do vav tao ra mot ta;'in;_; lien
thong cua mot da tap van mot mat cau cuny, }_!'.'I'L:'!I"IS nhu viéc cat maot
hinh dia ra khéi da tap roi dan né lai. Chang cé gi thay ddi ca.
Trong cac phép bién doi cac tong lién thong, mat cau gidng nhu
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Do vav, mat danh sach dav du cac da tap hay chidu hiw
han khiong 6 bien, ¢o thé dinh huong (do d6 co thé la bé
Mmat cua mdt var thé nao d0) duge xac dinh b tat cd cac
tonys lien thong ¢ the duge 1ao ra tir cac hinh xuyén va cdc
mac cdu - Ching ta ddo siu suy nghi vé két qua nay bao
nhicu, thi ching ta hiéu bitt thém vé toan hoc bé_v nhiéu va
ddng thai toan hoc lai cang (hém vé ki tha. Bé mat xuat luén
& khap moi noi trong toan hoo va rat da dang. Vladimir
Arnald, mét rong nhiang nha toan hoc vi dai nhat con song
nEay nay, so sanh tam quan trong cua viéc oim ra dinh i
phan loai cac bé mat vai viee khant phd ra chau M1

Bay gity chung ta da biét hét cac tiuang hop ¢é thé
cua da tap hiru han hai chiéu, hay gia si la la mol trong
nhitng nha dia i @& mat v mot atlas hoan chinh cta
mot thé giagi mdi nao da Nghia 13, ¢1a st ta ¢é mot tap
hop chi Hér va cd dﬁy du ban dd cda cac vung, nhung ta
lai khang biét hinh dang thé gioi dé. Liéu ta <6 thé chi va
dugce mot da tap hai chieu tuong ang vl no chang? Ta co
thé thu Jap rap tat cd cac ban Jdo lai, nhung vidée nay ching

dé chut nao: hay hinh dung trudmg hop thé gidgi ma ta

mut phep dong nhat (nghia gidng nhr 86 Kinyg (rong phép tinky
cong va sh Mot Lrang phép tinh ahan)

T Ta cting ¢o the phan Togi (At ca cae b mat khiong the dmh hudnag,
Da tap loai nay la tong hen thong, clia mot be mt ¢é thé dinh hudng
v MmOt bé gt ddng phdn v mat phang xa anh (vem dinh nghia &
sl cha trooe). Ta co thé tham khao bai toan va chung minh mddi cia
no phan phu cha brong cudm e shape of space caa } Weeks

T VT Aroald, TOn Teadunyg Mathematics™, Rusaan Matt Sureeys
53, no. ] (1995 229-36 Bai bao nav L3 mét thao ludn tuw' véd cua
At nhd todn hoe vi dai, ban vE cde thieu sét bong vide dav an
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dang <O gang lap rap cac ban do cua ndé la mot hinh
xuyen hai 16, hoac phirc tap hon nira!

Hinh 13. TOng lién théng,

Cau hoi nay lam phat sinh mét so linh vue dang yéu
trong loan hoc. Y tuong trung tam la xem xét cac duimg
khép kin (closed path) hodc cac vong lap (loop) trén bé mat.
Day la nhirng quy dao dugc bat dau va két thic tai cling
mot diém. Gia st ta dang séng trén mot bé mat, ta co thé
xem vong lap la mot chuyén di khia hoi: D6 1a quy dao
dugc vé ra khi ta bat dau moét cudc hanh trinh va quay trd
lai diém xuat phat. Hay tudng tuong né nhu mot dudng
cong tao ra boi soi day ma ta cam theo vdi muc dich thir
nghiém trong sudt hanh trinh. Cac nha toan hoc thudng
dua ra cac moi quan hé gilra cac vong lap, goi la dong dieu
(homologies), cho phép ta phan loai cac vong lap khac
nhau va van dung ching nhu nhing con s0. Pa tap khac
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nhau vé mat topo hoc duoc phan biét bdi biéu hién cua
cac vong lap cua chiang. Mdac du viec Ii giai van dé nay se
dua chang ta di qua xa, nhitng ching ta vin phai dé cap
dén mét trudng hop cuc ki quan trong vdi minh.

Dé giai thich cho né, luu y rang ngudi ta thudng noi
mot cach lam dung 1a hinh xuyén ¢ 16, do dé khac véi
hinh cau. Tuy nhién, néu ching ta dang séng trén mot
thé gidi rat 1gn (mdt 1an nira, hay gia sir rang né bi may
che pha khien tam nhin cia ta khéng thé vugt ra khoi),
va ta khong thé thdy duoc né 6 dang hinh xuyén néu
khong ¢é tau va tru. Trong thuc té, néu hinh xuyén nay
bi that nat nhu trong Hinh 8, chiing ta tham chi khé thé
giai thich cai 16 ma ta dé cap dén cé nghia la gi.

Mac di vay, co mot cach dé phan biét gitta viéc sbng
trén mat hinh xuyén voi viéc séng trén mot mat cau. Trén
mdt hinh xuyén (hay bat ki tong lién thdng nao ctia cac
hinh xuyén) {on tai cdc vong lap khac biét moét cach co
ban so véi bat ki vong 13p ndo trén mot mit cau. Pé hiéu
dicu nay, hdy tudng tugng ta dang séng trén mot da tap
va thuc hién mot chuyén di khir héi véi modt diem xuat
phat nao dé. Hay tuang tuong ta kéo theo mdt sgi day,
chang han mot sgi day cau cd rat méng, va khéng quén
cot chdt mat ddu day vao mét cdi neo & diém xuat phat.
Néu ta ding chan & mot diém nao dé trén dudng di va
kéo soi day vé phia minh, do dau kia bi ¢t chdt vao neo
nén sgi day sé cang ra. S¢i day sé vé nén mdt quy dao
truc tiép tir diem ta dimg dén diém xuét phat (viéc do do
dai cnia sgi day sé cho ta khodng cach chinh xac gitra diém
bat dau va diém dimg). Sau do, ta tiép tuc di tiép dé hoan
thanh chuyén khi hdi nay.
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Bay gidr ta da tra vé diem xuat phat sau khi da dé la
rén be mat mot vong day khong 1a, Kéo nd ve phia ta,
Liéu ta co thé kéo loan bo cudn day vé phta minh khong
(hay nhd diém suat phat 1a & dinh)? D 13 trén mot mat
phang hay trén mét mat cau, cau ra i 13 c6. Ngay ca
mot vong lap chay quanh wich dao cuaa Trai it ciing ¢4
thé bi co rat lai ve didm xudt phat cua né. Néu chung ta
kéo no vé phia minh, soi diy sé trugt ve phia Bic chanyg
han, trén bé mat cda hunh cau - hinh anh tao néa bdi soi
day - liuc nav khong phai la doan duong ma ta da di vong
quanh xich dao. Vang day s& nhd dan nho dan, cung lic
vOl vice nd truot 1én Bac Bang Duong, tai Canada va Bac
Cuc, sau dé tr ve theo phia Nam va teép tue cho dén kv
nod quay tra ve vai chang ta.

Néu nhu mat ciu do khong tron mot cach tuyet ddi,
Ma 6 hinh dang nhur qua 1é cda Columbus, chiang ta phadi
thd ra mat luong day Jdu dai dé quy deo ciia day ¢ thé
vugt qua phan lai cia qua lé. nhung sau do ta van ¢6 the
kéo cudn day cang Jai va lam cho qu¥ dao co rat lai thanh
mot diém. Khi kéo soi dav lat phia minh, ta 3& cé mot sé-n
cac vong cang Iuc cang nho dan theo thoi gian orén be

mat~" {Ta khdng dugc phép dé cai vong dé nhay lén khoi

7 VE mat ki thudt, ta co thé néi vang vong Lip trén mot da \ap Juoc
dinh nghia bing mat anh xa dica tuc § xac dinh trén khoang 1={x-
v x < 1) va co gio trtrén da tap sao cho f(0) =/(1). Ta not rang mo!
vong lap €6 thé co e lgi thinh mol diem néu nhu (dn tar mét anh
xa lién tuc F xdac dinh trén lanh cho nhat {0 € x, i€ 1) sao cho
FOo0y =f(x) (vong Lip ban dau) vos moi v, 10,4 =/ voi moi t va
F(L0) =FOUTY ={{¢) voi moi 1. Vi vay, cho mot t ¢d dinh. Fixt) la
ot vong Vip bat dau va két thuc tai cimg mot diem,
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be mat ciing nhu chui xuong dat). Tuy nhién, trén mot
hinh xuyén, cd mot so vong lap khong thé co rat lai thanh
mot diem. Dac biét, néu nhu ta di vong quanh mot cai
“16", ta khong thé co rat cai vong lap lai nho hon dudng
kinh cai 16 d6. Tuong tu vii mdt tong lién thong cha cac
hinh xuyen. Hinh 14 chi ra mat vong lap trén hinh xuyen
khong the co rat lai thanh mot diém, va mot so vong lap
khac cé thé co rat lai duge thanh mot diém.

Néu tat ca vong lap trén moét da tap co thé co rat lai
thanh mot diém, da tap do dugc goi la don lién (simply
connected). Nho dinh i phan loai cac da tap hai chieu, ta
¢ thé thay rang mat cau la da tap hai chiéu don lién duy
nhat. Mac di kho, nhung mot nha dia li bﬁng cach lam
viéc vai mot atlas co thé xac dinh xem da tap ma né miéu
ta co don lién hay khing va qua do biét dugce thé gidgi co
phai la mdt mat cau hay khong,

Hinh 14. Vong l3p d cyc trdi cua hinh xuyérl khing thé co rat lal thanh mdt
diém trén bé mt dé. trong khi d6 vong 13p con lai ¢6 thé co rit dugc thanh
mdt diém. T4t c4 vong l3p trén m3t ciu c6 thé co rit lal thanh mot diém.
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Chung ta van chua dinh nghia thé nao Ja mdt da tap
ba chiéu. Néu nhir cac da tap hai chiéu méd phang cac thé
gid, cac da tap ba chiéu 1a nhiang ddi tuong toan hoc mé
phdng cac va try. Cé mot da tap ba chiéu dac biét dep, daé
12 khéi cau ba chiéu, hitu han, khéng bién, va ¢ dac tinh
la tat cd cdc vong lap cia nd ¢ thé bi co rut lai thanh méot
diém. Gia thuyét Poincaré khang dinh rang day \a da tap
ba chiéu hru han don lién duy nhat. Biéu nay c6 nghia la
gi, va thé nao 13 mat khéi cau ba chiéu?



Hinh dang vi try

Ciing nhu trong trudng hop ctia Trai Pat, mot atlas cua
vil tru 1a mot tdp hop chia cac ban d6. Nhung mot tAim ban
dd ctia mot ving trong vii tru khong thé la mot manh
giay hinh chir nhat. Thay vao d6, né giéng nhu mét chiéc
hop cang béng thay tinh (hay nghi vé modt bé ca hodc mot
hdp giay trong subt) chira day tinh thé 16ng khéng mau,
trong d6 ¢é cidc d6m sang hién lén tuong \ing v&i vi tri
ctia cdc hanh tinh va ngdi sao. Trong chiéc hdp ban 4o
chia Hé Mat Trdi cia ching ta, néu nhin vao mot diém
c6 khoang cach tuong (tng vdi 431 nam anh sang thang tis
Trai DA4t, ban s& thiy mot dém sang tuong 1rng vdi
Polaris, sao Bic Cuc. Nhin theo chiéu nguoc vai Mat Trdi
ve cdc hudng khdc nhau trén mat phang chua quy dao
Trai Dat, ta s& thay cac hanh tinh khic. Vé phia Nam ctia
mdt phang xich dao nhin theo mdt hudng, vdi mot
khoang cdch tuong ang v&i hon 4 nam anh sang maét chat
)a cic hang xém gan nhat clia chang ta, Proxima Centauri
va ngai sao dai Alpha Centauri. Tay thudc vao kich thudc
cia hop-ban dd nay, nhin ra bén ngoai theo mdt hudng
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khac, cung & phia Nam cia xich dao, cé trung tam cua
thién ha, cung vai 16 den khong 16 cia né, & mot khoang
cich gan 25.000 nam anh sang. Xa hon nua & mot hudng
khac sé la Andromeda, thién ha xoan 6c gan chung ta
nhat, cach chung ta khoang 2,9 triéu nam anh sanh.

Mot atlas caa vo tru sé la mot tap hop cac hop giay
trong suot nhu vay ma moi khu vuc caa no deéu duagc
dung lai ban do trong it nhat mat hop. Néu nhu vua tru
khong kéo dai dén vo tan, nhu nd co veé, s6 lugng cac hop
can thiét dé dung thanh mot atlas hoan chinh la hiru han.
Mac du vay, ching ta van khong thé "nhin thay" toan bo
vii tru dugc. Néu nhu ta ¢é mot atlas hoan chinh cta va
tru, sao cho mdi phan cia né deu ducc dyng thanh ban
dd, ta ¢6 thé thir lap rap cac hop-ban do trong sudt cua
ching ta lai véi nhau. Tuong tu nhu viéc khéong du chd
trén mat phang dé dat tat ca cac tam ban d6 cia the giGi
ching ta thanh mat hinh cau, sé khong c6 du cho trong
mdt khong gian thong thudng dé dat vao trong da tat ca
cac hop giay-ban dé mot cach on thoa. Ta gap phai kho

Hink 15. Ban 88 khu vyc chia mdt thién ha xodn &¢ nhd & phfa dudi ding trude
BOC Irai.
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khan trong viec hinh dung ra hinh dang ctia va tru mot
cach tong thé,

Thém vao do, ta khong thé thodt ra ngoai vi try. Day
la mot khic biét quan trong giira Trai Dat va vir tru. Tén
llra c6 thé ra khoi be mat Trai Dat, giap ching ta nhin
thiy Trai DAt tir bén ngoai. Vi ching ta cé hinh dung
trong khong gian ba chic¢u va bé mat Trdi Pat 1a hai chiéu,
ta ¢O thé théy dugc hanh tinh cua chung ta uén cong lén
theo mot chieu tha ba va dé dang nhin th?iy hinh dang
hoan chinh caa no. Ngay ca khi ta ¢ khd nang thoat ra
ngoai v tru voi nod lue nhin xem nd ¢6 hinh dang nhu
thé nao, bai vi vii tru la ba chiéy, chung ta can phai c6
kha nang hinh dung trong mét khéng gian c6 it nhit bon
chiéu dé ¢4 thé mudng tuong duge va bru mdt cach t('§11g
thé.

Nhu ta sé thay, diéu dé khoéng cé nghia la v tru
khong ¢d hinh dang. Cang khong <6 nghia la va tru
khong thé udn cong. N6 ¢o thé ¢o rat nhiéu hinh dang
khdc nhau, va mot cdch gan nhu chic chan, cling gidng
véi trudmg hop ciia bé mat Trai Dét, vii tru cing udn cong
Mot cach khac nhau & cac vi tri khac nhau.

Maic du va tru ldn hon rat nhiéu so véi Trai Dat, cong
viéc nghién ciru va tru ¢d modt $6 loi thé rd rang ma
nhirng dd dé ciia Pythagoras khéong co khi ho nghién ciu
bé mit ctia hanh tinh chang ta. Khong gidng nhu véi Trai
P4t - noi ma tAm nhin cua ching ta bi cat dut bai modt
dudng chan trdi rat hep lam ta phai di chuyén dé vé ban
d6 ciia mot ving ¢o do rong vira phai, vdi vo tru nho viéc

stt dung kinh thién van ta cé thé nhin vac bén trong no
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vai mot khoang cach rat 16n. Chang ta ciing c6 két qua do
dac kha chinh xac cac khoang cach dén nhimg vat thé
khéc nhau ma ta nhin thay trén bau trai. Vi vay, ta c6 thé
dung lai ban dd cho moét khu vue kha rong ctia vu tru ma
khong can phai du hanh bén ngoai Trai Dat. Toan hoc
cng phét trién hon nhiéu so véi thoi dai cia Columbus,
va c6 nhiéu céng cu toan hoc manh mé cé thé dugc siy
dung dé tac dong dén cau hdi vé hinh dang clia vi tru.

VU TRU HUU HAN

Tuy ngudi Hi Lap tin rang Trai Dat c6 hinh mat cau,
nhiéu ngudi trong sd ho cam thiy vi try kéo dai dén vé
tdn. Vi du, luan ban cta Archytas, nha toidn hoc rat tai
nang cua truong phai Pythagoras va 1a ban caa Plato vé
dé tai nay.

Neéu t6i ra duoc bén ngoai, 1én trén bau tréi véi cac ngot
sa0 cd dinh, tbi ¢6 thé dang tay hoac vung cay gay cua tai
ra bén ngoai dugc khéng? Gia su duge thi tac la bén
ngoai d6 phai 1a mot vat thé hodc khong gian khac
(khéng ¢6 sy khac biét giira vat thé va khong gian nhu
ching ta sé thay sau diy). Sau 44 ta lai di ra ngoai khdng
gian méi d6 thém 1an niva theo cling mét cach, va ot tiép
tuc nhu viy, & mdi gisi han mdi ta lai hoi cung mét ciu
hoi. Néu ludn tdn tai mot dia diém mdi ma cay gay cua
tdi ¢S thé vung ra dugc, vay rd rang la nd ma rong khong
¢6 gidi han. Néu nhu déi tugng mo rong lién tuc d6 12
mot vat thé thi ménh dé da duoc ching minh. Con a6i

vai khong gian, vi khdng gian chaa vat thé hoac 13 chinh
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vat thé, nhat 1a khi vat (he vo han, thi cho du ban (hit
' - - - - - ~ . - - v K -
cua naé la gi di noa thi né cung muy rong giong nhue ahang,

vat the va khong gian chua hong ad, =

Archytas lap ludn rang vi try [A v6 bién - éng cho rang
ding bAt (1 noi nao trong va try, khi ta nhin 1én bau trin,
ngoat nhang vat thé ma né chaa dung, v tru nai nao
cung c6 ve gidong nhau. Ta sé khong nhin thay bat cir mot
vach 1é nao ca, - & bat cr dau, ta cing co thé dang tay hoac
vung mdt cay gay ra. Vi khdng co ranh gidi, ong két luan
mot cach sai 1am 13 vii tru vo tin. Dé xem tai sao suy luan
clia ong 1a khong chac chan, hay cha y rang chung ta ¢6
thé 1ap lai cing mat suy luan nhu vay trén bé mat cua Trai
Dat. Khi ta ditng & ngoai trasi, & bat ¢t noi nao trén hanh
tinh nay, ching ta co thé dang tay hodc vung gay theo
cluéu ngang va khong ¢6 bat ci¥ rao chdn nao ngan can
ching ta ndi dai co thé ctia minh theo cich nay. Khéong ¢é
bién, khaong <6 1&. Néu két luin clia Archytas dung, Tréi
Dat sé kéo dai mot cach v tan ra tat ca cic hudng. Nhung
khong. Trai Pat 1a mat mat ciu (Hoac tham chi né ¢ thé 1a
mdt hinh xuyén). Néi ring v try khang cé bién khong
dbng nghia vai viée n6éi rang nod kéo dai mot cach vo tan,
cang nhu vy, néi rang Trai Pat khong c¢d 1& Khong co
nghia ta dang néi rang né kéo dai mai mai.

Vir tru ¢ thé kéo dai mai mai, nhung diéu nay cé vé

rat khong chac chan. Khong gian va vat chat ¢é lién hé

* Lap ludn trich dan tiong sdch Physics cia Simplicius, ban dich
tieng Anh trong sach A fristory of Greek Mathematics cua T 1. Heath, 2
tap (Oxford: Nha xuat ban Clarendon, 1921).
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Nt thidt. va su khfmg dinh rang cé mdt lugng vat chat vo
han trong va try gay ra van dé nghicm trong vé mat i
thuyét. VO try cing ¢ thé ¢é mot loai bién nao do, nhung
lap luan theo cich may cing giong nhu viéc gia s rang
Trai Dat 1a mot hinh dia ¢é mot canh ria ma tai &6 ta ¢
thé bi roi ra ngoal. Mét s it cic nha khoa hoc mac di ¢6
kién thite todn ho van tin tudmg gia thuyét nay mot cach
nghiém ac.

Cang nhu v sd6 hinh dang ma Ivdi Dat c6 thé o6
(mat cau, hinh xuvén, 1omg lien thong cua hai hinh xuyén,
v.v.), vi try cing cé the o6 nhicu hinh dang Khac mhau,
Nhicu vo ké. Khong gidng nhir trudng hop cua cic be
mat, chang ta tham chi thuc su khong nam duoc mot su
phan loai ctia tat ca cac hinh dang kha di cua vi tru.

Khi ban ve kich lhude va hinh dang cta va trey,
ching ta & diung vao hoan canh cua Columbus nam 1492,
Thai caa Columbus kKhong ¢6 ban do hoan chinh cua Trdi
DAt, ciing nhu vay, ngayv nay ta cang khong ¢ ban do
hoan chinh cua vir tree. Néu chiang ta rdi khoi Trai Dat
trén mot tan va tru oo tdce do it cao, tidén theo mat hudny,
cH dinh (va hay can than dé khong va vao cac hanh tinh
hay ngoi sao khac), sau mot thari gian rat dai, hau hét cac
nha vi tru hoc va toan hoc déu tin rang, chung ta sé trg
lai gan vd&i noi ma chiang ta bat dau. Tat nhicn, can dudmg,
phai di 1a rat dai va téc d6 anh sdng duong nhu dat mat
gidi han 1dn hon toéc d6 ma ching ta cé thé di chuyeén vé
mat vat li, nhang phét biéu cho rang d&i ra ngoai Trai DAt
theo mo6t huong khéng doi sé lam ta quay trd lai diém

xuat phat cang khong qud vé nghia hodc nghich I hon so
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vai tuvén bd caa Erastosthences, hay ciia John Mandeville
1700 nam sau, cho rf‘mg viec di bfmg thuyf‘n budm ve phia
tdy tir Tay Ban Nha sé dem chiing la quay lai noi bat dau.
Va, cling nhu thai ctia Columbus, hién nay dang co nhiéu
udce khic nhau vé khoang cach ma chiing ta phai di trudce
khi quay tro ve.

DA TAP BACBA

Vi khong thé nhin thay khong gian niao ¢é s6 chicu
nhiéu hon ba va khdng thé di ra ngoai va try, chung ta
gap rac rdi khi hinh dung hinh dang ctia toan bd v tru.
O day, vin dé tham chi con phitc tap hon nhiéu so v
trudng hop clla cac bé mét, chung ta ¢an phai lap luan
chinh xac vé nhirng gi ma chung ta dang néi. Picu sé
duogc ghi nhé tir chuong trudc noi rﬁng, da tap hai chiéu
la mét doi tugng toan hoc chia sé cdc tinh chat chu dao
v bé mat ctia Trdi Pat. Cu thé 1a tat ca cac khu vuc déu
c6 1hé duge chifu 1én mdt manh gidy. Vi vay, néu ta
tzomg tugng minh 13 Mot vat thé rat nho nam tai mét
diém bat ki ctia da tap hai chiéu, khu vuc xung quanh ta
sé c6 vé nhu kéo dai dén vo tan, lam ta tudng nhu dang
sdbng trén mot mat phang. Mot mat cau va mét hinh
xuyén la nhiang vi du dac biét cua da tap hai chidu, va
ching ta ban vé cic hinh dang co thé ctia Trai Dat trong
gidi han cna cac da tap hai chiéu khac nhau. Cac da tap
hai chidu 13 nhirng dbi tuong toan hoc mé phéng cac thé
gidi kha di.
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Poi tuong toan hoc tuong ang ma phong, va tru cla
chang la 1a moét da tay ba chicn, hoac mét da tap bac ba. Da la
mot tdp hop ma trong do mai diém cdia nd thudce v¢ mot
kM vue ¢6 thé duoc chiéu Ién nhing diém nam trong
mot bé cd hodl mot hop giay trong sudt. Noi cach khag,
cac khu vue axung quanh mdt dicém bat ki trong gidng nhu
khong gian chir khong phai la mot mat phang, Cang nhu
trudc day, chiang ta noi rfnwg mat atlas la mot tap hop ¢o
Minh loan chinh cidc ban do, theo nghia, mai diem bat ki
trong mot khu vuc phdi duge bao phu bai mot trong 6]
cac ban do do. Mat da tap bac ba 1a mot doi tuong duac
bao phu bai tat ca cac ban do trong mot atlas.

Trong s6 cac da tap bac ba, phan nao dé hinh dung
hon ca la cac da tap bac ba hiu bién. Vi du nhu mét qua
bing dac: hav nghi dén Trai Dat, bay gio khong chi chira
mdi bé mat cua no, ma con tat cd moi thir bén trong no.
Néu mét ngudi & bén trong Trdi Bat, anh ta s¢ ¢d thé ve
ban do cua tat ca cac diém xung quanh anh ta béng cach
cho tuanyg (ng ching véi cac diém bén trang mot bé ca.
Bién chinh 13 bé mat, cu thé la mdt mat cau hai chiéu.
Tuong tu, mot hinh xuy‘én dac cing la mdt da tap bac ba
hitu bién. Hay nghi dén mdt chiéc banh ran heoac mot
chiéc nhan hinh xuvén: bién mot 1an nita lai Ia mét da tap
hai chiéu, nhung lan nay 1a mot hinh xuyén. Neu ai do &
trong hinh xuyén dac, khong phai trén bé mat, anh ta co
thé vé ban do cdc diem xung quanh anh ta bang cach cho
twong tng ching véi cac diém bén trong mat bé ca.

Néu ban ¢6 hai da tap bac ba hiu bién va bién cia
chiny (1a cac da tap hai chieéu) déng phai véi nhan (vi
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du, ndu md& bicn LA mdt mat cau), Lthi ta ¢d thé dinh
chimg vdi nhau doc theo hai bién bang cach danh gid
rang cac di¢m tuong ung vor nhau theo mot phép déng
phéi cu the gitta hai bién la gidong nhau (cac diém
khong nam trén ca hai bién guir nguyén tinh trang khac
nhau). BA1 tugng toan hoc mdi dugc tao thanh la mot
da tap bac ba huu bi¢n, bai vi cac diém trén bién ca
khéng con la diém trén bien nira. Tai mot diém trude
dé nam trén bién, ving bén nay thudc vé mat da tap,
viing bén kia thudc vé da tap con lai, va vivay ta ¢é theé
di tir ben nay qua bén kia. Noi cach khag, tai mét diém
trén bicn ci, klhw vge xung quanh ta bay giaor da duoc
lap day bdi cac digm cua mot trong hat da tap, va ta co
thé vé ban dé cho nd bang cach su dung mot chiée hop
giay dac.

Cang nhu truong hop cla cic bé mat, hai da tap bic
ba gidng nhaw of mdt topo hoc ndu nhu tit cac didm ciia mat
da tap co thé duyc dit trong mat phép tuong ung mot-
mot manyg, tinh lién tuc van tat ca cac diém ctia mot da tap
khic (Xin nhd& 1‘5’111g‘, fien hue o mdt thuat ngir chuvén
nganh md ta khai niém cac diém gan nhau nay tuong ang
v cac didm gﬁn nhau khac.™) Hai da tap bac ba gié)hg
nhau vé mat topo hoc con dugce goi la dong phoi, va phép
cho tuong ung mot-mat, thiét lap sy giébng nhau gita

chimg con duge goi la pheép dong phaoi.

= NG mot cach chuyén mon hon, madt tuonyg ung mat-mét gitra hai
da tap ba la /ién fuc néu 10c nao ta cong ttm ra duxe mot tip hop
Jiem tién vé mét diém trén mot Jda tap tuong ung vor mdt tap hap
didm tén vé mét diém trén Ja tap kia.
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Mot da tap ba chiéu duge goi 1a compac hoac hiru han
néu NG ¢ mot atlas ¢6 s6 lugng hiru han cac ban do. Mét
khong gian ba chiéu tuong ly nhu khong gian Euclid™
kéo dai dén vd tan la mot da tap ba chicu vé han. Da tap
bac ba hiru han don gian nhat 1a khoi cau ba chieu, hoac

khéi cau bac ba.

KHOI CAU BAC BA

Hay xem aét hai qua cau dac (Hinh 1e). Moi qua cau
¢ bién 1a mot mat can hai chicu va bao 56111 Lhu vuce bén
trong. Bav gio, tudmg tuong rang hai qua cau duac ddn
val nhau doc theo bien cua chang. Nghia la, ching, ta
tuyén bo rang hai diém luong img vdi nhau trén cac mat
cau bién thue ra hoan tean giang nhau. Ching ta khong
thé Mot cach ¢at I dan cdc mat ciu bién vai nhau trong
khong gian ba chity, nhung dicu nay khang nghiém
trong. Chung ta vin cd the tudng tugng mot cdch chinh
Xar cune song trong mat vi trg nhir vav »& ¢ vé gi. Khi
ching ta di hav nhin xuydn qua mat cau van truac do la
bicn ctta mot (ua cau, roi chiny ta ti¢p tuc di sang bén
phai dén qua cau kia. Chunyg ta se khony thi_v ot sur
ngat quang nao ca. Diéu nay cang gidng nhu khi chung
ta di ngang qua dudng xich dao trén Trar Pat hai chicu
cua ching ta, chung ta ¢6 thé nhin xuyen gua mot cach
dé dang ma khong <& mot duomg thuc su nao o day ca.

" Khong gian tuong tu nhu khong gian Eulcid duge goi la khong
gian ba chicu Euclid hav don gian la khong gian ba chiéu. Dinh
nghia chinh xde hon ~é duge dé cap trong Chuong 7.



Hinh dang vi tru 71

Hink 16. NI cic diém tuong (ng trén bién cla timg qua cdu dic cho ra mét
khéi ciiu bic ba.

Hay nha rang, & tai diém bat ki nao trong va tru, ta
cang ¢o thé dung ban d6 cho khu viygc xung quanh ta
bang cach sir dung phan bén trong cia cac chiec hop nhu
da noi & trén. Ta ¢6 thé tu duy vé cau tric nay chia va tru
theo mot cach khac, do la xem cac qua cau dac nhu la cac
ban dd - diéu ma ta da lam ban dau voi nhimg chiéc hop-
ban do, nhung gitv diy nhing chiéc hop giay trong sudt
dugc thay thé bang nhimg qua cau trong suot. Hay hinh
dung rang méi qua cau la ban do clia mét nira va tru.
Nghia la, cac thién ha cang nhu cic nebulae duge chieu
vao trong moi qua bong, nhung mai nira va tru hoan toan
khic nhau ngoai trir cac doi tugng nam trén bién caa qua
cau luong tng vai no.

Chu y rang mot phép dung tuong tu da dugc ap
dung déi vai hai dia tron (chiang bao gom hai vong tron,
trong khong gian hai chiéu, va vang bén trong vong tron
da) cho ta mot mat cau hai chicu. Nhing chiec dia nay,

theo cach d6, tao thanh hai nira ban cau trén mat cau hai
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chiéu (xem Hinh 17). Mat cau hai chiéu nay dugc tao ra
bang cach dan cac bién ctia hai chiéc dia nay vai nhau. O
day, ching ta c6 mét lgi the: ta ¢6 thé tach nhimg chiéc
dia nay ra khoi mat phang dé tudng tugng ching trong
khong gian ba chiéu noi ma ta khong gap kho khan gi
trong viec hinh dung sur han gan nay.

w o @

Hink 17, Gin két cic vong trdn bién cla hal dia (hai chiéu) cho ra mdt mat
cAu hai chiéu.

() trudmg hop nay cang vay, viéc xem cac hinh dia nay
la cac ban do cang ¢6 lgi ich cia nd. That vay, ngudi ta
thuong biéu dién Trai Dat ciia chiang ta bang cach ding
cac hinh dia ¢o bien la cac vong tron, cha khong dung hai
ban dd hinh chir nhat, Hinh 18 néu vi du cua mét cich
biéu dién nhu vay trong dé mot dia dai dién cho ban cau
c6 chita chau Mi, va mot dia khac biéu dién ban cau déi
dién bao gom chau Au, chau A, chau Phi, va chau Uc.

Chung ta gdp kho khan hon khi hinh dung mét cach
toan bo khoi cau bac ba bdi vi ching ta thieu mat mat
chi¢u nita-dé theo chieu dé thodt ra bén ngoai khoi cau
nay. Trong truing hop nay cia khoi cau bac ba, cac ban
cau khong con la nhirng dia hai chieu cd bién, ma la hai
qua cau dac, cé bién chung, va bién chung dé khong con
la mot vong tron nira, ma 1a mot mat cau hai chicu
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N

N

Hinh 16. NSi cac diém luong éng trén bién cla timg qud ciu dic cho ra mdt
khéi cdu bic ba.

Hay nhd rang, o tai diem bat ki nao trong va try, ta
cing co theé dung ban do ¢ho khu vuc xung quanh ta
bang cach sir dung phan bén trong cta cac chiec hop nhu
da noi o trén. Ta ¢6 thé tu duy vé cau tric nay cia va tru
theo mot cach khace, dé 1a xem cac qua cau dac nhu la cac
ban dd - diéu ma ta da 1am ban dau véi nhing chic¢e hop-
ban dd, nhung gior day nhimg chiéc hop giay trong suot
dugc thay thé bang nhimg qua cau trong suot. Hay hinh
dung rang moi qua cau la ban dd cua mot nia v tru.
Nghia 14, cac thién ha ciing nhu cac nebulae duoc chiéu
vao trong moi qua bang, nhung maoi nira va tru hoan toan
khdc nhau ngoai trir cic d6i tuong nam trén bién cha qua
cau tuong ung vai no.

Chu y rang mdt phép dung lwong tu da duge ap
dung doi vai hai dia tron (ching bao gf}m hai vong tron,
trong khang gian hai chiéu, va vung bén trong vong tron
do) cho ta mot mat cau hai chieu, Nhimng, chiéc dia nay,

theo cach do, tao thanh hai nia ban cau trén mat cau hai
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Hinh 18. Bin dd gbm hal bén cu.

Mot s6 hoc gia da lap luan mot cach thuyét phuc rang
vl tru tudng tugng trong Than khiic cia nha tho, nha van
vi dai ngudi Y Dante Alighieri (1261-1321) 1a mot khéi cau
bac ba (tat nhién la 6ng khong goi nd theo cach do).™
Trong khuc “Thién dudmg” (Paradiso), ong treo lén tir dja
nguc & tim cta Trdi Pat, t&i be mat cua Trai Dat, xuyén
qua cdc lop vo hinh cau dong tam nai chira cac hanh tinh
khic, vugt xa vo cau trén cung ¢o chira cic ngdi sao co
dinh dé tién dén tang thién dudng thir chin hay con goi la
Primum Mobile. Trén dinh caa Pimum Mobile, cang vai
tinh yéu cia minh - Beatrice, 6ng nhin xuong nia va tru
ma ong da vuot qua, va nhin lén nia va tru caa Thién

Pudng - gom cac 16p vo hinh cau dong tam ma trén d6 cac

1 Xem thém M. Peterson, “Dante and the 3-sphere,” American Journal
of Physics 47 (1979); R. Osserman, Poctry of the Universe (Garden City,
NY: Doubleday, 1995), Kiassische Stiicke der Mathematik (Zanch: Verlag
Orell Fuselli, 1925), |. |. Callahan, "The Curvature of Space in a Finite
Universe”, Scientific American 235 (August 1976).
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thién su, cic tong thien su va cac bac thien than cao hon
ntfa sinh song. Mat cau hai chicu trén ria caa lop v hinh
cau Primum Mobile 1a mat cau xich dao ma tir d6 6ng va
Beatrice quan sat toan bo vi tru. Trdi Dat (va dia nguc @
trung tam cua Trai Dat) nam & mot cuc. Cuc kia la lanh dia
cua cac Seraphim (cac thién than cé phém ham cao nhat,
hoac than gan nhat vai Buace Chua).

Hinh 19, Dante va Beatrice (gitka) nhin chim chd vio hal nim clia vil try. O bén 1rdi 3
mot 14t cit hién thi cc vd hinh clu ddng tim cla Ban-vii try nhin thiy dugc: Hinh
ciu ngodi ciing 13 Primum Mobile (tai 36 Dante va ndng tho clia minh dang dimg).
sau d6 13 vo ciu ala cic ngdi sao cb dinh, Liép theo la vo cu alia s30 Thd, sao Mc.
s30 Hoa, Mat Trin, sao Kim, sao Thiy, Mt Tring, va cudi cing Trdl D&t & trung
tim. Bén phdl [a Thién G, tdc v try clia thién thin bao phi bdi cic vd clu cla
thién st tdng thién s, vuong hu, thé lyc dic hanh. quyén thdng tri, vuong quyén,
tiéu cherabin, va hinh ciu ciia cic Seraphim tal trung tim

Trong Hinh 19, moi bén biéu dien cho mot qua cau
dac ma chung toi da cat ra mot hinh non dé chang ta o

thé nhin vao bén trong. Trai Pat thudc vé trung tam cua



Hinh dang va tru 75

qud cau bén trdi va lanh dia ciia cac Seraphim o trung tam
clia qua cau bén phai. Gustav Doré di vé mét bric tranh
dang yéu mo ta Dante va Beatrice (Hinh 20) dang nhin
[én phan v tru thuoc vé Thién duong, vai lanh dia cta
cdc Seraphim nam xa xa phia trung tam. That khéng may,
buc tranh da khaong biéu dién diéu nay mot cach chinh
xac - thay vi cdc vo cay déng tam, Doré da vé nhimg vony,
tron cac thién than. Sé dung hon néu thay vao d6, chung
ta tudng tugng Dante va Beatrice dang nhin xudng mot
¢ md hinh non hudng dén Thién dudng ruc sang, tue 1a
trung tam cta hinh cau dic ma ho dang nhin vao, néu
ching ta hi¢u nhing vong tron cic thién than 1a cac canh
Lron ma nhdt cat tao ra khi xuyén qua cac vé cau. Cac vo
can nav tao thanh cac lop vo bac bat dau tir phia nguoi
chiem nEuong kéo dat ra xa phia sau cta trung tam dang
YLIC Sany.

Khdi cau bac ba 1a hiru han. Ta ¢6 thé dung mét sb
hiau han cac ban dé hinh hop d@ bao phu tat ca cdc khu
vuc trong hai qua cau dac ma chang ta da ddn bién vai
nhau (Tat nhién, mot s6 ban do sé phai bao gam mot
phﬁn nao do thude 6 ca hai qua cau.). Han thé nia, ta ¢6
thé cd cac khdi cdu bac ba vai di cac kich e khdc nhau.
Ching ta ¢6 thé thy y thich dinh ra kich ¢& 16n hay nho

- v X ~ “ - z LA P
cho cic qua cau ma ching ta da gan bién vdi nhau.
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Hinn 20 Bilc hoa Dante va Beatrice dang ngﬁm nhin ban cau thién dudng.

Cudi cung - dieu nay doi hoi phai tinh te hon mot
chut d¢ nhan ra: tat ca cac vong lap cua mot khoi cau bac
ba co thé bi co rit thanh moét diém. Dé hiéu dieu nay, hay
tudng tugng ching ta dang song trong mot khoi cau bac
ba ma Hinh 16 bieu dién va thuc hiécn mot chuyen khua
hoi, dong thai kéo theo soi day cau trong suot hanh trinh.

Chang han, ta ¢o the bat dau tir mot diém bat Ki nam xa



Hinh dang vi tru 77

phia trong qua cau bén trai, di va ngoai cho dén khi ta dén
bicn, sau dd di vao qué cau bén phdi, tidp tuc di cho dén
khi ta gap bicn bén kia ciia qud cau nay - diém ma ta c6
tné tir d6 bude sang qua cau bén tdi dé trg vé diém khai
hanh bén qua cau bén Lrdi, va cudi ciing kéo soi day lai
phia minh Mac dd ta da b dinh mot dau day vao diém
khoi hanh, khéng @i co thé ngan ta tdm soi diy lai, dong
thési tao ra cdc vong lap mdi e mot nhoé dan, va c6 cing
di¢m dau va di¢m cudi - diém ma ta xuat phat, cudi cting,
cac vong lap nav hoan toan nam lrong qua cau beén trai va
chang ta c6 the ar tiép tuc kéa sgi day vé phia minh nhu
thé cho dén khi né co rut vao Jdiém khdai hanh. Vi vay,
khoi cdu bac ba, ciing don lién gidng nhu mat cau hai
chiéu: tat ca cac vdng lap cta nod b thé co rit thanh mét

diém.

CAC DA TAP BAC BA COMPAC KHAC

Can ¢6 rat nhiéu da tap bac ba compac khic ngoai khoi
cau bac ba. Vi du, hay xem xét mot lap vo cau dic duge
tao nén bai khu vize ndm gitra hai qua cau dong tam. Vi
tdm hon an uéng, hay nghi dén “thit” ciia qua be: phan ¢6
thé an duoc nam giira hat bo & bén trong va 1dp vo bo &
bén ngoar Day la mdt da tap bac ba hitu bién, vai bién
bao geum hai mat cau hai chi¢u. Ncu ching ta thi hinh
dung ra vitce dan mat cau bén trong vl mat cau bén
ngoai bang cach Két hap moi diém trén mat cau bén trong

. . 2 A A ) - - i ~ ~ o v,
voil diém gan no nhat nam teén mat cau bén ngoai (noi
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cich khdc, két hop moi diém trén mat cau - bién bén
ngoai vai diém nam trén duong thang noi noé vai tam,
trén mat cau bién trong), ta sé thu dugc mot da tap bac ba
khong ¢ bién.

Pé hinh dung cudc song trong mot v tru ¢d hinh
dang nay, hay tudng tugng ta 1a nhimg con ngudi rat
nho bé troi ndi bén trong cac vo cau cuc 1on va la chu thé
cua du dodn sau day: néu ta di tir trong ra ngoai, xuyén
qua mdt cau bac hai bén ngoai, thi chiing ta sé khong roi
khoi vo cau, ma ngay lap tic quay trd lai thong qua mat
cau bac hai bén trong. Tal nhién, chiing ta sé khong thé
nhin thay duoc gi bén ngoai vi tru dé bdi vi mat cau -
bién bén trong gior day cung la mat cau - bién bén ngoai
(xem Hinh 21). Ching ta cang khong thé nhin thay
nhirng "bién" mat cau nay: nhin ra phia ngoai mat cau
bén ngoai dong nghia vadi viéc nhin vao phia trong mat
cau bén trong. Thuc ra, cac "bién" mat cau nay la cac déi
tuong gia tudng trong cau truc: dudi géc nhin cua mot
nguoi sdng trong da tap thi chiung khong ton tai. O bat
ki diém nao, néu nhin ra xung quanh, ching ta sé cam
thay nhu minh dang trdi noi trong mot khu vue cua
khong gian ba chiéu Fuclid, va thuc ra mot ban do co thé
biéu dién khu vuc xung quanh ching ta. Mac du tap
hgp nay, rat Ion nhung bdi vi né khéng vé han, cho nén
chiing ta ¢6 thé xay dung duoc mot atlas gdm mot s
lugng lon va hiru han cac ban dé 6 dang hinh hop biéu
dién moi khu vue,
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Hink 21. Két ndi timg diém uén bién - mdt cdu bén trong v6i diém tuong (mg
ndm trén ciing mdt dudng thing ndi tdm v ndm trén bién - mat cAu bén ngodi
s€ cho ta mdt da tap-bic ba-khong bién

Su khac biét gitta viéc song trong da tap nay vai viée
song trong khoi cau bac ba chi xuat hién khi ta nhin nhan
s viee mot cach tong thé, Néu chang ta, doc theo madt
dudng thang xuyén tam, di ra ngoai, ta sé trd ve noi xuat
phat. Nhu vay, ta vira thue hién mot vong khép kin. Hay
tudmg tugng chang ta dé lai mot sgi day trong sudt quang
duong da di, thi chung ta sé khong co cach nao dé nhoi
nhét no vao mot diém ca. Vong day nay khong thé co lai
ngan hon khodng ciach gita hai mat cau hai chiéu bén
trong va bén ngoai ban dau - trude khi chiang duge dong
nhat hoa dé tao nén da tap nay. Vi vay, da tap nay chac
chan phai khac vai khoi cau bac ba.

O mot sd khia canh khace, da tap nay cung chia se
nhimg diém chung vai mot khoi cau bac ba. No khong
chira buc tudng chan nao ca, nhung la hiru han. Bi theo
bat ki hudng nao, ta cing trd lai gan noi xuat phat. Do la
mot via tru kha di. Ta ¢ thé bac bo rang da tap nay khong
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thuc su ton tai, béi vi chung ta khong thé két ndi mét
cadch vat Ii hat bién - mdt cau bén trong va bén ngoai.
Nhung ludn cir nay da bo qua mot diém quan trong: viéc
dung tri tudng tugng dé két ndi hai bién - mat can bén
trong va bén ngoai chi la cach gitp ching ta hinh dung
dugc da tap nay. Da tap nay 1a mdt doi tugng co ban, va
chang ai thic mac vé su téon tai caa ddi tugng todn hoc
nay. Ching ta khong bict Yiéu dé ¢é phai 1a hinh dang cua
vil try chung ta hav khong. Cang giong nhu khoi cau bac
ba, da tap nay la mét hinh dang kha di caa va try ma
chiing ta dang sinh séng trong do.

Mot vi du khdc trong s6 cac da tap bac ba 1a mot khoi
hinh hép cha nhat dac (hay bé ca). Bién cia no gom sau
mat, bao gom ba cap hinh chir nhat song song. Gia s
ching ta két noi hai mat déi dién bang cich xem hai diém
doi dien & moi mat la mot diém duy nhat. Nghia 13, néu
ching ta di ra tir phia bén phai, ching ta sé trd lai tir phia
bén trdi; ra ngoai qua ndc hop sé quay lai tur phia day
hop; va ra ngodi qua mat sau, sé ¥ vé qua mat trudc,
Mot lan nita, chting t6i phdi nhidn manh rang da tap mdi
tao ra khéng cé bién - néu ching ta bay vong quanh da
tap nay, chung ta sé khong bao gic cham phai mat birc
tudong chian nao ¢a va cang chang bao gi& thoat ra khoi
né. Diéu nay nghe ¢6 vé thai quia. Nhung khong. Trong
chirong trude, chang ta da thay rang, that dé dang dé
tuong turong ra mot thé gigi ma ban d6 cia né cé dac
diém )a: cic dia diém xuat hién trén 1& trai ddng nhat véi
cac di¢m nam trén & phai, va nhung diém nam trén I¢

trén cling dényg nhat véi nhimg diém o trén 1¢& dudi cling.



Hinh dang vu try 8

Mot thé gidi nhu vay ¢6 hinh dang ctia mét hinh xuyén
hai chiéu. Ddi tugng ba chiéu tuong duong duoc hinh
thanh bang cach két néi cac mat dbi dién cua mot khobi
hop chir nhat rdn duoc goi 1a khoi hinh xuyén ba chiéy,
hoac ngin gon hon la khdi xuyén bac ba.

Cach biéu dién hinh xuyén hai chiéu nhir Ia mot hinh
chir nhat vdi cac mat déi dién dinh vao nhau dem lai cho
ching ta mét phuong thitc dé hr duy vé hinb xuyén bac
ba. Hav xem nhu 13 khéi hinh hép chir nhat dac ban dau
dugc tao nén tir vO sO cac & gidy hinh chi nhat dang sét
nhau tir trudc ra sau. Néu ta dan mat trén cla khoi hinh
hop dac vdi mat dudi, mat phai véi mat trai, thi mot cach
fur dong, lé trén ctia mbi t& gidy dinh véi 1é dudi cua na, 1é
bén phai dinh véi 1é bén trai. Noi cach khic, chiing ta tao
nén mot vat rin mdi, bao gdm cac “thd” hinh xuyén hai
chiéu chum vao nhau. Ching ta c6 duoc mdt vé hinh xuyén:
mdt ving dac nam giira hai hinh xuyén hai chiéu, hinh nay
ndm trong hinh kia, gibng nhu ta thdi phong hinh xuyén
bén trong bang cich ting dan ban kinh vong tran. Bién bao
gom hai hinh xuyén hai chiéu (tuong tng véi t& giay & mat
trude va td giay o phia sau ctia chdng gidy). Hay xem Hinh
22. Dé ¢6 duoc mot khdi xuyén bac ba, ching ta két ndi hai
hinh xuyén hat chidu - bién cga chiéc vo hinh xuyén. Néu
chung fa song trong da tap nhu vay, ta c6 thé tuing tugng
ban than minh dang song trong mot vo hinh xuyén, ma &
dé hinh xuyénr bén ngoai cing chinh la hinh xuyén bén
trong, vi vay ching ta khdng thé nhin thay chang, va viéc
di xuyén qua hinh xuyeén nay sé dem ta trd lai bén trong
thong qua hinh xuyén kia.
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Hinh 22 Khdl xuyén bac ba duge 130 ra bing cich két ndi cdc diém tuong (mg
trén hinh Jiu_vén bén ngodi va bén trong cua mdl vo hinh xuyén.

Pa tap nay cang vay, nd ¢d cac quy dao khep kin
khong thé co rat thanh mot diém. Thue vay, néu ching ta
bat dau tir mot diém & gitra vo hinh xuyén va di thang ra
hinh xuyeén bén ngoai, va do do, quay trd lai vao trong
thong qua hinh *-:uyén bén trong, tro lai not ma chang ta
xuat phat. Hay xem Hinh 22. Ching ta khong thé co quy
dao nay lai thanh mat diém. Vi vay, da tap nay khong thé
dong phoi vai khoi cau bac ba noi ma bat ki vong lap nao
ciing co thé co rat thanh mat diém. N6 cang khéng dong
phodi vai da tap ma chung ta da xay dung bang cach ket

noi cac bién bén trong va bén ngoai cua mot vo cau.™

= Vé ra mOt dudmg di trong va tru ma trén dé ban ludn gitr khodng
cach i‘u"'m:._:, nhau so vdn hinh ‘-.'Llll‘l»,’f;"l"i beén trong va bén ngoai nhung i
trén mot vong tron vuong goc vai truc cua hay hinh .\uyl:-n -Jf'rng;
tam. Vong 13p nay sé cat ngang mot vong lap khong thé co rit
thanh mat diém. Hon the nua, vong lap nay tu do theo nghia nd ¢o
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Mot cach tién i, v tudng co ban cho viéc thue hien
mét ban da thé gidi cong dugc dp duny; voi va tru. Hay
tudng tugng ta da lap ban do6 ctia toan bo v tru sao cho
ta co hang tram chiéc hop thay tinh biéu dien cdc ngoi
sao va cac thien ha trong cac khu vyc khac nhau caa
khong gian. Chiing ta hoan toan co thé thay déi ti 16 cia
Juing d¢ sao cho chung ¢d cung ti 1é va b gang két hop
cang nhiéu cang tot cac hop nay voi nhau dé tao ra mét
khoi ban do lén cda vi tru. Nhung cang giéng vai
truong hgp cta thé gigi, chang ta gip han ché & viéc
khong thé két ndi cac bé mat nam ¢ 1é bén nav ctia mot
sd nhirng khdi hop nay, vdi cac bé mat nam ¢ le bén kia
ctia mot sé6 khoi hop. Nghia 1, tuong tu vii viée ching
ta khong thé két ndi nhimng diem nam trén cac 1é cla
ban d6 the gidgi néu chung ta van & trong mit phang hai
chiéu, chang ta khong thé nao két ndi nhitng bé mat
thudc veé bién bén ngoai ciia ban dd vi tru néu ching ta
van 0 bén trang khong gian caa chang ta. Dicu nay kho
¢ thé 1am ching ta mat tinh than Boi vi mat phang hai
chié¢u va khang gian ba chidu - kéo dai dén vo dén - cla
hinh hoc <o cap cing la cic ddi tugng toan hoc khong
kém phan triu tugny so véi da tap ma chang ta dang dé
cap tai.

the Jugc tao thanh chinh xac tir vong lap dau tién. Trén da tap ma
ta dung 1&n bang cach xdc dinh bién bén trong va bén ngoai cua vo
ciu, ta khdng 6 hai véwg lap tu do theo nghia ndy ma ca hai déu
khong thé ca rat thanh mor dien,
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Chung ta cla thay mét vai vi du vé da tap bac ba compac:
khoi hinh xuyén bac ba, khdi cdu bac ba, va da tap ma ta
cé dugc bang cich két ndi cac bién bén trong va bén ngoai
cua mot vo cau Con rat nhiéu loai da tap bac ba khac
nira, tham chi la vo han. S6 luong cac da tap hai chiéu
cang ta vo han, nhimg chang dcu da duoc phan loai. Con
cac da tap bac ba thi khong. Ciac da tap bac ba da dang
hon rat nhiéu va cong chura oo ai tién t&i gan duge viec
phan loai toan b chung. Tri thong minh cua con nguoi
dudng nhu 13 vé bien, va mot phan 1on da duoc ding dé
xay dung cac da tap bac ba khic nhau. Chimg ta ¢d theé
xay dung cac da tap bac ba bang cach két ndi cic mat doi
dién cuia cac vat ran thomg thuang theo nhang cach khdc
nhau. V& mot da tap bac ba cho trudc, ta ¢d thé cat mat
khéi hinh xuyén ra khoi ng, va dan chang tro lai vai nhau
theo modt cach khae dé tao ra mot da tap bac ba mdadi,
thudng 1a khac vai da tap bic ba ban dau. Vi hai da tap
bac ba cho trude, chung ta cd thé cit mat hinh cau dic
tréen mai da Lap, rdi két ndi hai da tap hiru bien maéi duge
tao ra nay lai bang cach dong nhit cic diém trén hai mat
cau hai chiéu bao quanh hai hinh cau dac ma ching ta
vira loai bd. Bat ki da tap bac ba nao trong s6 niav déu cé
thé 1a hinh dang kha di ctta vit tru. Chang ta bdi rdi bdi su
da dang cia ching. C6 cach nao dé chi ra ¢ nghia ctia tht
ca chung khéng?

Hon moét thé ki qua, nhiéu ¢4 nhan da cong hién ca
doi cho cong viéc thuc déy hon nita sy hiéu biét cna
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chung ta ve cac da tap bac ba. Nlurng, trg tréu thay, chi
riéng mot cau hdi don gian nhat trong finh vuc nay lai da
nam ngoai tam vdi cta mei ¢b gang tim ra Wi giai dap, dé
[a: Trong 50 tat ca nhimg da tap bac ba d4, liéu ¢6 da tap
nao khac vai khdi cdu bac ba nhung cing co chung mot
tinh chat 13, tat ca moi quv dao khép kin trtong no déu ¢b
thé co rut thanh mot diém? Néu kKhong co mot da tap nao
nhu vay, ta c6 thé tra 1o mot cach chic chan cho cau hoi
lieu v try cua chang ta ¢6 dang hinh cau bac ba hay
khong, bang cach ~ir dung mét atlas hoan chinh dé kiém
tra xem madi vong 13p khép kin ¢ thé co rut thanh mat
diém hay khong. Gia thuyét Poincaré khang dinh ring
Khong ¢ da tap nao nhu vay. N6éi theo mdt cach khac li
thuyét hon va cing chinh xac hon, gia thuyét Poincaré
khfmg dinh rang, néu ¢6 mot da tap bc ba compac ma &
dé, tat ca cic quy daa khép kin déu ¢é thé co rut thanh
mot diém, thi da tap do dfmg nhat vé mat topo hoc (nghia
la dong phoi) vai khdi cau bac ba.

Pay chinh la cdu hoi don gian nhat ma chang ta c6
thé dat ra cho hinh dang kha di cua va tru. Tuy nhién, da
cunyg, la mat cau hoi dau dan, va ddi véi mot sd nypudn, né
tham chi la mot ndi am anh va cang 1a nguyén nhan hay
hoai cad su nghiép cua ho. Bay cang la chd dé da thu hat
dam dong tai MIT va Stony Brook. B cing 1a gia thuyét
ma Perelman da gidi quyét. Va ciing 13 mét gia thuyct
dudc trao giat thudng mot tricu do la.



Hinh hoc Euclid

Néu v tru cua chdng ta hiru han va no khong ¢ vach
tuimg chan nao ca, pha chang dicu nay ¢d nghia la nd
phai bi bé hadc uon CoNng bfmg cach nao d6? Noi theo
neon ngu da duge st dung trong chuong teuwoe, phai
chang tat ¢y cac da tap bac ba compac khong bién déu bi
bé cong xung quanh chinb nd hay khong? Co cach nao
khac dé chang ta giar thich cho hién tugng: néu chimg ta
xuat phat tir mot dicm, di mai theo mot huvag ¢o dinh,
chung ta s¢ quayv trg ve chinh diém xuéat phat do? B mat
Trdi Dat 1 hai chiéu, theo nghia, ta ¢d the vé ban do moi
khu vue cia nd trén mot ta gay phanyg - déng y - nhung
(‘hing phai la ta van can thém mot chieu khac &€ cd thé
udn cong Ly glay do hav sao? Va mat diéu tuong Wy lidu
co ding v va tru ba chiéu cua chung ta khong? Néu
nhur vix tru bi udn cong - dit didu nay ¢6 nghia la gi di nira
- 16 s& cong vé huong ndo? Nhung néu va tru ciia chung
ta da bao gom tit ca moi vat 10i thi liéu ton tai hay khong
mot thua gi d6 khac, d¢ theo d6, no bi be cong? Tu duy Xa

hon vi didu nay, ching ta sé phai tu gy thich “uén
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cong” ¢ nghia la gi? Tat ca nhing cau hoi trén ¢ y nghia
gi khong, hay chi la mét tro choi chir vdi nhing thuat
ngu khong ro rang?

Tat ca nhang cau hoéi nay déu mang nhiéu y nghia,
va thuc ra chang quan trong vdi gia thuyét Poincaré va
chung minh cua né. Chung cung la minh hoa cho li do tai
sao cac nha toan hoc cuir ¢ ::hép tuan theo su chat che
tuyél doi. Bat c khi nao nguai ta trao doi voi nhau ve
van dé nay, ho déu goi nhd vé nhing kinh nghiém da
duoc chia sé va dic két sau rat nhieu nam. Ching ta déu
biét mdt cai li khong thé nao roi xuéng xuyén qua mat
ban, con dudng duy nhat dé vao mét can nha la qua canh
clta cia nd, va mot ngudi oo thé thuan tay phai hoac tay
trai. Chung ta biét thé nao la phai long moét ai d6, the nao
la cdm nhan ndi dau, va d¢ giao tiép chiang ta khong can
phai dinh nghia cho ré nhirng diéu trén. Cac déi tugng
toan hoc thi khac, ching ndm ngoai cac kinh nghiém
thong thudmg. Neu ta khong dinh nghia duge chiung mot
cach ro rang, ta khong thé sir dung chiing mot cach hiéu
qua va khong thé trao déi voi ngudi khac ve chiang.

Nghe si va cac nha nghién ctru khoa hoc nhan van
thudng quen vdi su mo ho va sy phic tap. Cac nha todn
hoc thi nguac lai, ho lam viéc véi ndi am anh cua viée dinh
nghia cac thuat ngu, vai viéc gian lugec nhimg ¢ nghia
khong lién quan. Su ¢6 chap gan nhu da han sau trong dau
ho veé viéc phai dinh nghia timg thuat ngir mét cach chat
ché, phai ching minh timg khang dinh - suy cho cling -
dua lai cho ho su tu do dé tudmg tuong va ndi ve nhimng
diéu khong tuong. Hau hét tat ca moi ngudi déu gap mot



Hinh hoc Euchd 89

vai trd ngar do todn hoc gay ra § trudng trung hoe, tat ca
déu cho r?mg toan hoc 1a mén hoc doi hoi sy & mil va yéu
cau tuan tha cic quy tic nghiém ngat nhat, nhung mat s
it nhan ra rE‘mg lam toan hoc la cong viéc tu do nhat va doi
hoi trf tudng tugng nhidu nhat trong tat ca hoat dong cba
con ngudl. Sy chinh xdc tuyét déi dugce tra cong bang su tu
do mo udc mot cach day ¥ nghia.

Nhung, su chinh xdc fuyét aéi cung ¢d gia cua no.
Thuat ngtr can duoc dinh nghia ré rang, cadc ménh dé mac
dir rat r6 rang ciing can phéi duge ching minh, Va nhimng
gl tudng nhu ro rang lai cuc ki khé chdang minh, d6i khi
com ¢o thé sai nra. Dudng nhu chi ¢6 mét vai ngoai 1é
nho, cac chi tiét cé thé 1a khé khan chu yéu, tién bd ¢ thé
cuc ¥ han ché. Todn hoc 12 linh virc duy nhét trong néd luc
ctia nhan loai noi ma con ngudi biét diéu gi d6 vdi su chac
chin tuyét ddi, nhung cdng viéc ctia né gian khd va dai
lau nhu thé phai vugt qua dam lay cic dinh nghia va cac
cong thie clia nd thudng chang chit nao thag mong trong
cam nhan cta hau hét tat cad moi ngudi. Khong ¢ gi minh
hoa cho su d6i lap ro rét gitra chinh xadc va mo mong kSt
hon la tac phdm Co s¢ (Elements) cta Euclid, khdo luin
ndi tiéng vé hinh hoc va né can thiét cho cidu chuyén ma
ta dang hudng tai.

KIET TAC COST

Tac pham Cu s¢ cia Euclid ¢6 ngudn gdc tir thoi vua
Ptolemy Soter (Ptolemy Dé nhat) tri vi khoang nam 300
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TCN & Alexandra. Ngay ta khi ra doi, no da gay mot su
chan dong. Co sahé thf)ng hoa nen toan hoc da duge phat
trien LU thai clia Thales va Pythagoras dén thai cia Plato
va Archimedes. Nd miéu ta lai mot thién nién ki ¢ila nén
todn hoc & Babylon va Aj Cip, trong khuon khé ro rét clia
triryng phai Hi Lap.

Dang budn thay, chiing ta hau nhu khong biet gi vé
Fuclid (khoang 325 - 265 TCN).* Chiing ta bi¢t ve dng can
it hon la vé Pythagoras, va Ké ca mdt chit it thong bin ma
ching ta biét dugc vé dng van dang nam trong vong
tranh cai ctia cic hoc gid. Euclid da viét it nhat mudi cudn
sach, chi mot nira trong sa do con sét lai. Mot 50 dau hidu
cung chi ra rang éng séng sau thai caa Aristotle va trudc
thisi cua Archimedes. Ong 13 mét trong nhirng nha toan
hoc dau tién lam viéc tai Dai thu vién Alexandria, va & dé
mot nhom c¢ac nha toan hoc tai nang ludn tu 1ap xung
quanh ang. Cé vo « truyén fhuvét vé ong. rat nhicu
trong so do cé ngudn goc cé thé khong 1o rang deén tie cac
cong trinh cua cac nha toan hoc khac. Ai do hung ké rang
maot lan Ptolemy hoi Euclid vé cach linh héi hinh hoc

nihanh chong nhat va nhan duge cau tra 101, "Khong ¢o

Xem L Bulmer-Thomas, "Luchd®, trong C. Co Gillespie, ed.,
Dictionary of Sctentific Biography (New York Seribner, 1971) 4é €6 mot
lH6m t3t hay vé cude ddi va tac pham cua EBuclid cung voi dan ligu.
Xem thém ba bio cha | | O'Connor va E. F. Robertean's (rén trang
web cua Pat hoe St Andrews (www -history.nics.standrows ac uk
Mathematicians/Euclid hitm))y. Trang web nay chida (i€n sir cia nhicu
nha toan hoe va mat s6 bai bao ve lich sir toan hoc. Trang web nay
ngay cang chit luemg va mang tinh hoc thuat hon, va ngay nay da
trar thanh mot tu Licu rat hau ich.
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con duong d¢ vuong nao dan dén hinh hoc." Mot nguoi
khac lai ké rang co mot hoc tra sau khi doc ménh dé dau
ticn trong cuon Co <o, da héi Euclid nghién ciru hinh hoc
6 the dem lai nhimg Ly fch gi. Nha toan hac lap tic quay
sang nguul nO 1¢ va tra 1 mot cdch xem thuany, “hai né
1€, hay dwa cho cau bé nay ba xu vi can 1a phai thu lai tlr
nhang gi ma cau ay da hoc.”

Co s gom mudi ba cudbn. Cac cudn tir 1 dén 6 néi vé
hinh hoc phang, tir 11 dén 13 vé hinh hoc cta cdc khbi
ran, va tir 7 dén 10 vé i thuyét s6. Tat ca déu duoc bat
dau tir cac nguyen li dau tien. Cudn 1 bat dau vdi 23 dinh
nghia, nam khdi niém chung, va ndm tién dé. Cac dinh
nghia néu tén cac déi tuong va khai niém co ban ma
Euclid dat ra. Cac khdi ni¢m chung (common notion) la
nhang quy tic da duge moi ngudi chdp nhan vé su suy
luan va vé cac moi quan hé ma éng da tudng minh hada.
Tidn o 1 nhang khing dinh vé cac d6i tuong dugce gia s
la ding ma khong can phai chiing minh. Ngay nay,
ching ta co thé xem cdc khai niém chung cang la tién dé.
Cac dinh nghia, cdc khdi niém chung, va cac tién dé la
nhinyg diém bat dau cho cac khang dinh xa hon duge goi
13 mésh 2, duae chimg minh bai cac quy tic logic nghiém
ngat. Mot ménh dé dac biét quan trong dugc goi la mot
dinh i, mat ménh dé duoe diung d¢é chirng minh mat dinh
li duare oi 1a b0 dfd, vA mOt ménh dé duge sinh ra mot cach
dé dang tir mot dinh Ii dugc got 1a mot hé qud. Mot chung
minh ctila mot ménh dé 1a lap luan <o trinh tu, va mang
tinh chinh xdc ma mdi khang dinh cda né phai 13 mot tién
dé hoic mét ménh dé da dugc chimg minh trude 4o,
hoidc Ia hé qua cua ching thong gqua cac quy tic mang
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tinh tiéu chuan cta legic. Mgt chitng minh bat dau bang
cac tién dé va cac ménh dé da biét, va két thuc bf':mg két
luan rang d6 chinh la diéu phai chang minh.

Chéng han, day la mdt sd dinh nghia trong cudn 53 1.7

s »)

10

23

Mbt diénm la mot don tagng khong thé chia nhod ra duge.

Mot derang la mot don wong ¢d chiéu dai ma thiéu di chiéu

rong.

Mét géc phing 1a do nghiéng gitta mot duang ddi var it
duong khdc, cat nhau nhung khong trung nhau, va nam

trong cling mét mit phing.

Va khi cac duong tao nén mot goc 1a thang hang, goc do

dugc gor la goc bet.

Khi mét dudng thang duny Irén mot dudang thang khac
tao thanh hai géc k& nhau va bang nhau, hai géc & dugc
gol 13 hai géc vudng, va hai dudmg thang do duoc goi 1a

onong 2oc O nhau.. .

Cac dudng thang sonyg suny 12 cic dudng thang nam trén
cung mot mat phang kén da dén vo tan ve ca hai hudng,

nhung khong gap nhau ¢ bat ki hudng nao.

Duai day la nam khai niém chung,.

1.

2.

Cac dd tuong cung bang mét dbi tuong khic thi dugce

£o1 la bany nhau.

£ - > A 4 - - [
Néu cac do tuong biang nhau cdng v@ cac doi tuang

" bing nhau khac thi cac tdng thu duoc sé la bang tnhau

H Phong thee tir ban dich vi dai ctia T. L. Heath The Thirteen Rooks of
Euclid's Elements (New York: Dover, 1956).
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Néu cac dbi tuong bang nhau bi bét di cac déi tugng

bing nhau khac thi cic phan con lai 1 bing nhau.

4. Céac ddi tugng tring lap vai mot doi tuong khac thi

chiang bang nhau.

5. Téng ludn Ién hon tirng phan ta caa nd.
Va, sau day la nam tién dé.

1. Qua hai diém bat ki, luén vé dugc mot duong thang.

I

Mot doan thang c6 thé duge tao thanh tir bat ki dudng
thing nao.

3. Luon vé dugc mdt vong tron vai tdm va ban kinh bat ki.
4. Tat ca cac gbc vuong déu bang nhau.

5. Néu mdt dudng thing cat hai duong thang khac tao ra
cac géc phia trong & ciing mdt nira mat phang nhd hon
hai g6¢ vudng, hai dudng thang dé néu kéo daira vo tan,
sé gap nhau & bén mat phang noi ma cac goéc phia trong

nho hon hai goc vuong.

Sau d4, Euclid tiép tuc suy luan tat ca cac chan li phd
bién cua hinh hoc phang bing cach st dung cac dinh
nghia, cac khai niém chung, tién dé va cdc ménh dé da
duge thanh lap trudce d6. Vi du, ménh @é 1 phat bidu rang
véi bat ki doan thang nao, ching ta déu cé thé tao ra mét
tam gidc déu vdi mot canh la doan thang dé. Ménh dé 4
néi rang néu hai canh cta mét tam gidc va géc gira
ching bang hai canh va géc xen gitta cia mot tam giac
khac thi hai tam gidc d6 bang nhau. Hau hét sach trung
hoc thudng goi 1a tinh chat canh-g6c-canh. Ménh dé 5
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cho ching ta biét hai goc day cua mot tam gide can thi
bang nhau (dinh nghia cdn dodi hoi hai canh bang nhau, ta
phai chirmg minh hai goc tao bai hai canh d6 v6é1 canh thya
ba bing nhau). Ménh dé 32 nos rfmg tdng 3 gdC cua mot
tam giac bat ki bang mot gée bet (180 dd), va ménh dé 37
aé xuit cong thire tinh dién tich tam giac. Ménh dé 47 la
dinh 1i Pythagoras: tong dién tich cta hai hinh vaang
dung trén hai canh ké cua mot tam giac vuong béng dién
tich binh vuéng dung trén canh huyén ctia tam giac nay,
va ménh d& 48 1a mdt ddo dé cua ménh dé 47 (ncu dién
tich cua hinh vuong tao bdi canh dai nhat cua mot tam
giac bang tong dién tich cda hai hinh vudng lao boi cac
canh ¢on lai, thi goc dbi dién vui canh dai nhat phai Ia
modt goc vudny) © Hai ngan ndm hinh hoc duogc dac két
chi trong mot vai trang giay!

Trudc thai ctia Euclid, cang da xuat hién cac van ban

nhdn manh sy quan trong cia phuong phap suy luan.

¥ Pinh b Pythagovas: Dién tich hinh vuong chira canh ¢ phat bfmg
t5ng dién tich hai hinh vudang cé chda canh a va b. Hav 1c3ng quat
hon, mdt tam giac 6 ba canh 2, b va ¢, thi nd la tam giac vuong véi
gdc vuong giira a va b khi va chikhi #® + 6 = ¢,
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Nhung Luchd da biél sur dung nd mét cach ding dan.
Cach Jua chon cac tién dé, cach sap xép cidc ménh dé, tim
bac quat tuyét ddi v thong minh cua tac pham Co sd da
lam lu md cac cudn sach khac. Plato, Aristotle, va cac nha
triet hoc Hi Lap khac déu heét sire quan tam dén toan hog,
va trong <udt hai thé ki ké tir thoi cua Thales va
Pvthagoras cho dén kiu Bai thu vién Alexandra ra dai da
dien ra nhiéu cudc tranh luan vé hinh hoc, trinh tu suy
luan, ciing nhu su trao d6i hoc thuat vé cic nguyeén tic
thich hop dau tién. Euclid hé thong lai mdt 36 lugng rat
Idn cac chitng minh va cac thao luan roi rac. Két qua
khim pha cta hon 200 nam hinh hoc va li thuyét s6 Hi
Lap, va 1500 naim trudc dé caa toan hoc Babylon, da dugc
ong tai hién manh mé tir cic nguyén tac dau tién co ban
nhat. Bat dau vdi mét so it ménh dé don gian, tién hanh
timg budc chidc chan, Euclid thu dugc tir két qua nay dén
két qua khdc véi su thiu ddo sau sic. Nhiung két qua
duge chat loc qua nhidn thdi dai mot cach kho khian 1ai
trés nén ¢d vé nhu 1a hién nhién.

Trong mdt nen vin hoa dé cao hinh hoe va dang lang
ting trudc cac két gua di biét, mot nén van héa da dé ra
cdc nguyén tic co ban vé suy ludn, sy xuat hién cia Co s
da gop phan vaa nhimg nam dau tien mang tinh sdng tao
ddét pha cia Alexandria. Cac thién tai toan hoc, ma sang
choi nhat ¢ thé ké dén Archimedes (287-212 TCN) va
Apollonius (262-190 TCN), da tién rat xa trong viéc tim ra
cac két qua va li thuyét toan hoc duge xdy dung trén nén
tang ctia cudn sich Cou sd. Hai tram nam tiép theo, todn

hoc va khoa hoc da phat trién xa hon nia. Theodosius
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(160-90 TCN) va Menelaus {(khoang 70-140 TCN) nghién
ciru hinh hoc trén mit cau. Hipparchus (190-120 TCN) va
Eratosthenes (276-194 TCN) da nang dia } toan hoc va
thién van hoc lén mot tAm cao mdi. Phan 1én cac tac
pham nay da bi thit lac, hodc da dén véi ching ta dudi
cac hinh thic giy khd khin cho viéc khang dinh duoc
chinh xdc néi dung cu thé ma cic tac gia da viét.

SUf CHAT CHE VA TAC PHAM CO'SO

Bat ki tAc pham nao c¢é sur tir y thire vé tinh chat ché nhu
cudn Co 54 cing goi 1én cau hoi vé muc do clia su nghiém
ngat trong ndi dung cda né. Trai vin su cung nhac clia
nhiéu thé hé gido vién cé thién chi, Euclid sir dung khéng
chi c4c tién dé va dinh nghia dé 1ap luan. Ong cOn ngSm
st dung nhidu tinh chat khac.

Vi duy, hay xem ménh dé 1, né néi réng vdi bat ki mot
doan thdng cho trudc nao, ta ciing c6 thé xdy dung mot
tam gidc déu ¢4 moét canh la doan thfmg da. Qua trinh
suy luan nhu sau: cho A va B la hai diém & hai ddu caa
doan thang, tir tién dé 3 ching ta cé thé vé mdt vang tron
co tam tai diém A va ban kinh AB. Diing tién dé 3 mot lan
nia, ta vé mot vong tron tai diém B vdi cang ban kinh.

Hai vong tron (xem Hinh 23) nay gap nhau tai hai
diém. Chon mét. Goi né 1a C. Theo tién @& 1, chung ta ¢
thé vé tiép hai doan thing AC va BC (xem Hinh 24). Tam
gidc c6 cac canh AB, BC, AC phai la tam giac déu vi d6 dai
AB, BC, va AC bang nhau (bdi vi chang 1a cac ban kinh
clia cAc vong tron bang nhau).



Hinh hoc Euclid 97

That tot. Nhung tién dé hay tinh chat nao néi rang

hai vong tron c6 tam tai A va B phai giao nhau?

Hinh 23. Hai vdng tron ¢é cung ban kinh.

Dicu nay khéng xuat phat tir cdc tién dé hoac dinh
nghia, va 13 mot khodng trong rd rang duoc nhin ra ngay
tr dau va dugc dé cidp dén trong rat nhiéu bai chu giai
cho tac pham Co 4. Néu luat choi 1a phai hoan toan o
rang vé tat ca cac gia dinh, va khong cé trudmg hop nao
ngoai 1¢, dicu g1 da lam cho Euclid méac nhién thira nhan
rang hai duong ké hoac hai hinh tron cat nhau phai c6
diém chung? Chiing ta can phai ¢6 thém mdt sé6 nguyén
tac nita déng vai tro trung gian néi raing néu mot dudng
thf:mg hodc mot vong tron co chaa cac diém nam & phia
bén kia mot duong thing hodc mot vong tron, thi ca hai
phai ¢6 it nhat mot diém chung. Con nhiéu 16 hong khac
nra. Nhi¢u ching minh khac ngoai chiang minh cta
ménh dé dau tién d¢é lai nhiéu 16 hong khong duge mong
doi. Hon thé na, cd mdt vai tién dé khong ro rang. Phai

chang tién dé 2 cd nghia 1a chung ta ¢é thé kéo dai mot
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doan thang ra mai mai? Ilav né mudn nadi rang ta ¢ the
cat ngan bat ctr doan thang nao? Va néu nd mang ¥ nghia
dau tién, ai ddam bao ddm rang dudng thang d6 la duy
nhat? Va ta nén xem xét cac dinh nghia v&i tam quan
trong nhu thé nao? Chii chang chang chi nham muc dich
cung ¢Ap huong dan vé mat tir chura duge dinh nghia vé
mat cg ban (ngayv nay, va ¢d Ié ca thot Euclid nira, nghia la
nham muc dich giadi thich), hay chung i nghia vu phai
hoan toan phan dinh cac déi tugng duge neu tén? Néu vé
sau 12 ddang thi cum tir "dudmg thang cé chiéu dai nhung
khong ¢6 chiéu rdng” ¢6 nghia Ia pi?

Hink 24. X3y dung mot hinh tam gidc déu.

Céc nha toan hoc va cac hoc gia biét rang c6 nhing 16
héng trong cudn sich ctia Euclid, va da ¢6 rit nhiéu cadce
thao Juan qua cac thai dai vé cac tién dé thay thé heac cac
tién dé bd sung kha di. Nhung diéu &6 khong anh hudng
dén sy tén kinh danh cho nguai thay vi dai cua bao thé
h¢, dén su say mé di vao long ngudi nhéy hé thang d6 sg,
kha nang tiep cadn va tinh hiru dung ctta cuon sach Co 54 -
né khong ngung dugc ca ngoi, tung ho nhu mt tac
phim tinh t& nhét trong hr tudng nhan loai. Tuy nhién,
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d6i vai mot hoc sinh than trong, cudn Co sd cd thé co vé it
hop If hon 1a kho nam bat. Su b chﬁp cha quan diém
khang dinh rang cuén Co sd nay tuvét nhién khong 6 sai
s6t, va la dinh cao cua tir duy chat ché da khién mét sé
hoc sinh rai xa todn hoc. Ngudi ta lo ngai vé mirc d6 sg
hai mang tinh todn hoc ma su mau thuan nay gay ra: mau
thudn gitta khiang dinh rang nhing gi Euclid viét ra la
dang mot cach hoan hao va truc gidc cia mét vai sinh
vién - mac du khé dién dat - cho rang c6 mot vai diéu
trong 6 do khong hoan toan ding. Néu ban chi 1a mot keé
nai loan binh thudng, thi ban sé d6 16i cho ban than mot
cdch dé dang va két ludn rang toan hoc khong nam trong
tam vdi cla minh.

Mt dicu nixa can luu v khi néi dén cac két qua toan
hac, do 1a mic di wai tat ca ching ta, ching la vinh curu
va nam ngoal cac nén vin minh nhan loai cu thé, nhung
trong thuc té, chdng duge truyén dat va hiéu trong cac
bot canh xa hoi ¢a van héa nhit dinh. Vi du, mdt vai
nguoi 1ap Juan rang ngudi Hi Lap da sang tao ra chimng
minh nham lam rd nghia cdc két qua todn hoc cia ngudi
Babylon va Ai Cap, ma khéng cé sy tham nhap vao boi
canh ma trong d6 cac két qua d6 duoc sit dung va kham
pha.* Dé stt dung cac két qua d6 - mac du didu nav co veé
mau thuan - ngudi Hi Lap da phai bang nd lyc coa riéng
ho, tai phan loai ching, tinh toan va tai tao cac ket qua dé
trong hé thong clia cac thuat ngir riéng cia ho. Viéc lam
nay duong nhién la c¢6 vé hgp li. Ngay ca trong cung mot

“ Xem, J. Gray, ldeas of Space: Euclidean, Non-Euclidean, and
Refativistic (Oxford, New York: Oxford University Press, 1979).
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nen van minh, mai thé ¢ cac nha todn hoc déu giai thich
lai va tai cAu truic cac nén toan hoc cuaa cac thé hé trudc
dé. Tim hiéu toan hoc tae 1a tai tao toan hoc.

Nhung su map ma con len 161 (31 nhung cép dd sau
hon the. Alesandria cda 2.300 nam trudce 13 mot nén van
hha rat xa la voi chung la. Mic du todn hoc va cong nghé
trong thé ki dau tien rat ticn bd, nhung mét phan 16n cua
nén tn thite nav da bi that truven, va chung ta hau nhu
kKhong et gi vé bdi canh ma trong d6 tac pham Co s¢
duyc tao ra. Trong mot cudn =ich gay ra nhieu tranh ludn
ma mot ban dich tuyél vai caa no tu tiéng Y sang tiéng
Anh vua mdh ra do, Lucio Russo lap luan rang khoa hoc -
theo nghia hicn dai caa tr nay - da phat trién ruc ra &
Alexandria nam 300-150 TCN dé roi sau do da that
truvén.” Theo Russo, phan danh cha hinh hoc caa cudn
Co s la mot )i thuyét caa su tinh toan. Theao lap luan caa
ong, ngudi Hi Lap tinh toan bing cach, dau ticn bien doi
déi tuong tinh toan thanh déi tugng hinh hoc, sau dé
dung cac dai tuong hinh hoc thich hop bang thudc ké va
compa, va cudi cung 13 do dac. Gidng nhu ban tinh cua
vai thé KN sau dé, thuae ké va la ban thai bay giar cang 1a
cac phuang tien tinh tean, ma cuan Co sd da cha ¢ho ta
cdch sir dung cung nhu muc dich st dung ching.

Lap luan ciia Russo co phim hai nguoe dai, va chac
chan sé gay nén mot lan séng chi trich gay git. Nhung sy

ton tai hién nhién caa cic 1 hong trong chimg minh cua

L. Russo, The Forwotten Recofirfion: How Science was born m 300 BC
amd Why It Haud to Be Rebmn, trans. Sitvio Levy (New York: Springey,
2003).
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ménh de 1 da cing ¢& @a lhuvét cua Russo cho rang
Fuchid da tao va mOt md hinh toan hoc cho nhimg gi ma
Mot nguai co thé vé ra bang thude ké va compa trén mot
manh gidy da, chu Khong phai nham vao mot su ré rang
tuvét doi. Tién dé dau ticn cho rang chiing ta 6 thé vé mol
duang thing gitta hai diém bat ki, va bién de thir hai ndi la
cd the kéo dai mot duomg thang dén vo tan. Tom dai, tdt ca
nhimg tién d¢ nay chi dién giai viéc ta dang ¢6 mol cai
thude ké, ma la ¢d thé bo qua nhing rac roi phdt sinh do
dd dai qua ngdn cta cdi thude d6. Tign de tha ba khang
dinh ta cé thé dung mot vong tron vat tam va kich thudc
bat ki - ngu v ndi rang ta dang ¢é trong tay mdt “compa i
tigng” ma la c6 the gia dinh 1dn nho tay thich. Ta ¢6 thé
tudng tuong Fuclid da mudn noi rang chung la ¢ thé
khdm pha tat ca khd nang ma ta ¢ thé 1am duge vai mot
cdi thude ké va compa ma kh(‘mu can quan tam dén Qi
han vat I cita chdang. Co thé ong khong bao gid thira nhan
rang cdc dudms thang va vang tron vé bang tinric ke va
compa cat nhau tai mot dicm néu ching giao nhau. Diéu
nay dudmg nhir 13 hoan tovan hién nhicn néu trong tam tri
ong da xuat huen cac ddi tuong vat Ii I tuéng.

Su hep I trong lap luan cua Russo co e da day cho
chung ta sy khiém nhuong. Chdang ta khong biet muc
dich ctia cudn siach hoac dbi tuonyg ddc £ia ma cudn sach
hudng, dén. Nhung quan niém ctia nhic¢u ngusi cho ring
d6 1a mdt cudn «ach gido khoa cho hoce sinh ¢6 thé khong
chinh xac. Chi «an doc so gua tic pham Co sd, ta cang
nhan ra vang nd viét cho ngudi lon chu khong phai cho

tré em. Gia thuyét cho rang dé 1 mot cudn saLh danh cho
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cac hoc sinh cta Thu vién Alexandria cang chi don gian la
mot gia thuyet khong hon.

SU TRUGNG TON CUA CUON co'sd

Bal cha‘ip nhimg thicu sot cta cuon Co so, bat ki ai doc ra
déu nay sinh niem ngudng mo chan thanh trude sy kheéo
léo trong cach truvén dat cac ching minh. Su phat trién
khong ngimg - di tir cac Khai niém don glan nhat den cac
ménh dé tinh L, sau sac, va dep dé - da munh chang cho
hicu qua ca kha nang suy ludn cua con nguadi. Nhin lai tix
vi tr1 thudn Ign cuia ngay hom nay, la dé dang thua nhdn sy
truomg ton cna cudn Co sy, cang nhu gia ¢b nhidng sy hgp
li hoa nham idi thich su ton tar cia cudn sich. Nhu ta
thirong néi, bat ar didu gi tdt cing sdng mai. Chiung ta tu
nhu rang nhimg cudn sich ¢d thyce su hay chinh la nhimg
cuon con lat dén ngav nay. Theo nhu ciu ndi cd mem nay
thr mot cudn sich cany gia tri bao nhiéu nd cang cd nhiéu
kha nang duac sao di chep lai bay nhiéu. Cing chinh vi
thé ma nd cing ¢ nhieu Kha nang da duoce dich sang tiéng
Ardp va luu truven thea cach nay, ngav ¢a khi ban thao
tieng Hi Lap da by mat. Mat niem hi vony tit dep nhu vay
lam yén long moi ngudi, tuy nhién qua nhieu quyén sach
vi dai da bi that truyén. Maic di Euclid 1a nha hinh hoc nai
ticng nhat clia thoi o6 dai, mét nda trong s céc tic pham
cua dng da bi that lac.™

¥ Cac cudn Data, On Division, Optics va Plnenomena van con nhuny
Surface Lodd, Porrsms, Conics, Book of Fallacies va Elentents of Musics thy
da that lac.
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Sur thira nhan mat cach vé tu réng bat c1t cudn siach
nao hay nhu cuon Co sy déu trudng ton, sé lam giam bt
tinh It Ki trong su tuu truyen cha tdc pham nay. Tac pham
Co so van duge luu truyén ngay ca khi ngudn nang ong
sang tao va chat lugng clia nén hoc thuat tai Alexandira
dan giam st (thuc té nav ton tai kha lau trudce khi Julius
Caesar dot cang Alexandria nam 47 TCN). Cudn sach da
ton tai qua gial doan cudi cling ciia Alexandria vdi vai tro
la trung tam hoc thuat, va sau d6 1A mét cudc hay diét dai
thur vién danh dau bing vu tham sat tan baa nha nd todn
hoc theo trudng phai Plato, Hypatia (370-415) thang 3
nam 415, Bi de doa bdi uy tin va quyén nang cua cdc bai
giang clia ¢o, mot dam dong Thién Chaa gido dién cuong
da 10t trudng va tude da co cho dén chét hong xéa bod uy
quyvmny, ve dep, va tri thiace cda ¢6. Ho da khang thanh
cong. An ban cuén Ce s¢ ma ¢d da soan cung ¢ha minh,
Theon (335 - khoang 403) da tr thanh An ban chuan muc
sau cai chét ctia co. D6 ta phan chry yéu caa nhimg gi ma
Caliph al-Mansur (712-775, tri vi 754-774) thu duoc ta
Hoang dé Bycantine, va sau <6 mdt dich gia 1on nguoi
Ardp, al-Hajjaj (khoang 786-833) da dich né nhimg hai
lan.™ Cac hoc gid Ardp, cing gidng nhu nguai Hi Lap, da
bi m¢ hodc bai cudn Co sd, do d6 né duwgce dich, sao chép,
bi¢n tap lai hang tram lAn tai cac trung tam hoc thuat 1én
cua Arap. Vo 5! nhimg chu thich, tom luge, gidi binh, va
cac ban dich mdi da ra doi.

" Ca hai ban dich da duge s1a lai, dong thadi ¢6 cic ban dich khac
vuat hién, nhung chi ¢6 ban dich thi hay - duoc bidn tdp va sua lai
phan I bay al-Nayuizn - [ van con ton tai dudi dang ban thao tai
Leiden, Ha Lan.
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Hang tram nam sau, cudn Co s6 va mot s6 cong trinh
ciia Aristotle 1a nhang cong trinh Hi Lap ¢6 dai dau tién
dugce dich lai tir tiéng Ardp sang tiéng Latin. Gherard xd
Cremona (1114-1187) duomyg nhu da thuc hién ban dich
dau tién nhu thé. Johannes Campanus, mét gido si cla
Giao hoang Urban IV (1261-1281) sau d6 da dich lai n6. Su
tran ngap cua nhimg ban dich cdc cudn sach co dién do
Gherard va nhimg ngudi khac khoj xudng trang hop vl
su xuat hi¢n gin nhu ty phdt cla cac truong dai hoc lau
doi nhdt cia ching ta tai Bologna, Paris, Oxford,
Cambridge, Salamanca, va cdc noi khic & chau Au. Thuc
chat Fuclid 12 trung tdm cua cdc trudng dai hoc cia chung

ta 40

Cudn Co s 1a tdc pham khoa hoc duge phat hanh
dau tién sau khi nganh in an ra di vao giira thé ki 157
Céc dn ban khac nhau cia né la nhing cudn sach ban
chay nhat trong thoi Phuc hung chiu Au. N6 duoc thira
nhan réng rai la cudn sach duge doc nhiéu thi hai trong
lich st 1oai ngudi ™ Tuy nhién, néu ban biét rang né da

duge dich sang tiéng Trung Qudc nam 1607 va da tham

" Xem thém tai C. H. Haskins, The Rise of Unersities (reprinted
Ithaca, NY: Cornell University Press, 1957).

¥ Cong nghé in an thuong duge cho 1a duge phat minh bdi
fohannes Gutenberg vao nam 1455, Cau chuyén thuc ¢ com phuc
tap hon nhiéu. Xem thém Adrian Johne, The Natwre of the Book: Print
and Knowledge in the Making (Chicago: Universily of Chicago Press,
1998).

= Xem trich doan trong van Der Waerden, trich dan bai bai bao cta
I.J. O'Connor va E. F. Robertson trén website (www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/Mathemativtans/Fuchd hitml).
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nhap vao cac tieu luc dia AN Po vao thé ki mudi, thi ¢o
thé¢ no chinh J1a cudn sach ducsce doe nhiéu nhit qua moi
thoi dar. That an turong khi cac déi thu canh tranh duy
nhat cvia nod la Kinh Thanh va Kinh Coran.

Su pho bién cua cudn Co s qua thod gian cho thay
rang cuon sach nay hin phai dap ang mot nhu cau thiét
yéu nao dé cla con ngudi. Nhieu ngusi da ca ngoi nhimg
két qua bo ich ma viéc im kiém tac pham nay dem lai cho
qua trinh phat trién kha nang li luan cda con ngudi. D6 la
cudn sich goéi dau giudng cia Abraham Lincoln trong
nhing ngav 6ng hop Qudc hoi* Thomas Jefferson
khuyén mot ngudi dan éng tré tudi va ¢d tinh than hoc
hdi rang viée nghién cdu cac két qua trong cudn Co 56 sé
rat hiru ich cho viée doc nhitng cudn sach sau nay.*
Thim chi nhiéu ngudi khac da 17 luan rang cudn sach cua
Euclid dac biét hiru ich cho cac thiéu ni. Ngay tir nam
1858, Mount tolyoke College, truong dai hoc danh cho
phu ni lau ddi nhat ctia nuége Mi, da yéu cau sinh vién
phai ¢6 va nghien ngadm sach Euclid do Simson hoac
Plavfair bién span.*

Y Abraham Lincoln (1809-1865): Tong thing thu 16 cia nudc M,
nguoi da dua nudc Mi thodt khoi cude ndi chién Bac-Nam (ND),

" Thomas Jefferson (1743-1826): Tong thong thir X cua nuie M, tdc
gia chinh cua ban Tuyén ngan Ddc lap (ND).

¥ Ca Simson va Playiair déu la nguon Scotland. Robert Simson
(1687-1768) trd thanh Giao su truomg Par hoe Glasgow nam 1710,
da soan lai cudn Co sg bao gdm Chuong 1-6, 11 va 12, duoc tai ban
70 Jan vé ban dau tién bang tiéng Latin va cac ban sau dé bang
tiéng Anh. John Playfair (1748-1819), Gido su todin va sau nav la
Gido s triét hoc (u nhién tai Pai hoc LEdinburgh, xuat ban pluén



106 GIA THUYET POINCARE

Mac du tac phj’m Co 30 duoc hru truy@n va tra nén
rat pho bién, nhung ching ta van chang <o mét v tudng
gi vé ban gbc ca. Day la tinh trang chung cho bat ki cuon
sach nao xuat ban thai do. Trude khi ngudi ta phat minh
cdng nghe n an, cac cuon sach duac chép tay tur nguagi
nay sang nguoi khac, do do sai sot cang tang [én theo
tirng ban. Dac bict 13 déi véi mét cudn sach duec sao chép
qua rong rai nhu cudn Co 3. Su phuc tap trong viéc lun
truyén tir thai da cho dén ngay nay ctia cudn Co sd vuot
xa bat ki cudn sach ¢4 nao khac.* Hang ngan hoc gia va
yido vien da nghién aiu, ch thich cuon sach mat cach
can than, df)ng thoi sao chép lal theo nhung cach ma ho
cho 1a dé hidu hon. Co vo sb phien ban, cha thich, va ban
dich khac nhau. Ban dich tiéng Arap cho ban viet bz\”mg
ti¢ng Hi Lap da bi that lac ciing giong nhu chinh ban viét
iay teng Hi Lap do.

Trong mat thoi gian dai, ban chuan tiéng Ardp
thudong dupc cho la lau doi hon cac ban tiéng Hi Lap con
ton tai. Tuy nhién, naim 1808, Frangois Peyrard lap luan
rang mat ban chép tay héng Hi Lap cta tac pham Co 50 tai
Thu vién Vatican ma Napoleon da gianh dugc va dem ve
Paris ¢Om ¢ hon ca ban tiéng Arap. Bang chimg quan

trong la mdt nhin xct ma Theon da dua ra khi cha giai tac

ban bang tieng Anh ban rat chay cia cuon G so trong do ang sa
dung cac ky hieu dai s6 dé don gian héa cac lt luan,
® Xem th¢m | Murdoch "Euchid: Transmission of the Elemoents,”
trong Dwtionary of Scientipie Biography, ed. C. Co Gillespie (New York:
- ~ . - - 2 - « - - a ’ -
Scribner, 1971). Bai tham luan nav bao gom mot bicu dé md ta cac
- . . £~ s . y .
phien ban khac nhau cua cuon Co s trong thai Trung co. Ban cing
co theé tham khio theém ghi cha trong ban dich tieng Arh cia Heath.
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pham Almagest ctia Ptolemy, theo d6, ong da dua thém
m6t s& dir liéu vao ménh dé cubi cung, trong cudn 6 cua
cudn Co s¢. Ban thdo cua Vatican khong ¢o phu luc nav.
Peyrard da tién hanh chinh sia ban tieng Hi Lap ma tac
gia cua no sau do da duogce phan dinh (duge bién soan badi
Simon Grynacus (Basel, 1533)).

Nam 1883-1884, hoc gia Pan Mach 1. L. Heiberyg phat
hanh mét ban khéi phuc rat uyén bac, khai nguon tir ban
gf)c tiéng Hi Lap dua Lrén ban chép tay cua Vatican va cac
ban thao khac. Khong ai thac méc rfang lieu cong, trinh cua
Heiberg c6 sat vai ban gdc hon ban cua Theon va Hvpatia
hay khong, va d6 1a ban ma hau hét cac hoc gia ngav nay
stt dung. N6 la ca sé& chio ban dich tiéng Anh chuan muc
ma Heath bién soan nam 1908. Ngoai trir sif uyen bac v
dai cua Iieiberg, ta khéng biét ban thao cua Vatican lau
doi hon chimg nao so vai ban Co so ena Theon va
Hypatia. Ban cda Theon va Hvpatia xuit hién 700 nam
sau bd sdch Co sg ctia Euclid. Ban caa Vatican co thé da
xudt hi¢n vai tram nam trudc phu ban caa cha con Theon,
va da d6 cang co the da hap thu bién cai cia hang thé ki.
Chung ta ai ciing hieu rang, ban khéi phuc ctia Heiberg
<o thé rat khac ban gdc cia Euclid.

Yéu td gdy cam hidng nhiéu nhat cua tac pham Co s¢
khang phar la su thiéng ligng ma 13 tinh bat ngd cia ndé.
Cau chir cia né khong phai ta van dé, - tham chi con ¢6
ve nguroc lai - khang phai la i do thuce su khién cudn sach
trudng ton. Didu quan trong chinh 1a sy ki la ma hinh hoc
dem lai, sir sdn Long dat cau hoi nghi van vé kién thac d3
duae truvén thu, va cdch ma nén tri thitc nhan loai dugc
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xay dung dua trén cang trinh cia nhieu ngudi. Hiu nhu
moi tr va moi dong clia tac phz‘im Co s¢ da nhan duoc su
quan tam rong rai tuv hang nghin nha binh luan. Ngudi ta
de \uat cdc cach dién dat thay thé hay dua ra cac ching
minh khdc nhau. Cac dinh If duoc biét dén d nhiéu noi
khac nhau trén thé gisi trong cac tén goi khac nhau.
Ménh dé 5 duoc biet dén & Anh nhu pons arsinorion-cau
con lza. Ménh d¢é 47, ngay nay goi la dinh Ii Pythagoras,
mot thoi duge goi la dinh I dim cudt hoac dinh i 6 dau
Chu thich df\y da nhat con lai tir thii co dai la caa Proclus
g Rome (410-485). Ong céd thé da cé 1an luot brong tay
khong it hon bon ban chu thich quan trong, nhung tat ca
déu da that lac ngoai triy mot so doan nhd - diéu nay cang
nhan marh syt mong manh ca cac edng trinh ca nhan.*
B6 sach Co s la mot chir dé thudng truc va chu dao trong
su muu cau hién bd ctia nhan loai, cho sw phu thude 1an
nhau cua con ngudi, va cho sy khonyg chac chin cua
thanh tyu ca nhan. Bé hudng dén gia thuyét Poincaré,
nhirng @ quan trong nhat trong bd sach Co s vt chung
ta la tién dé thir 3 va cich ma né dem lai cho chung 1a su
hiéu biét hién thai vé khong gan.

U Xem “Excursus [P Popular Names for Euclidean Propositions”,

trong an ban thu bat bin dich cua T. L. Heath.

“Binh W Pythagoras duogc goi ta “dinh li dam curéi” hoac “dinh b cd
ddau”, hay “dinh lf ghé ¢6 dau’ b hinh v& minh hoa dinh li nav lan
thanh mét hinh gidng nhie tam khan pha ghé cia cd dau bong
dam cuohr rat phé bién & chau Au NZAY \ua va ngdy nay van con
dugc mot s6 noi s dung (ND).

¥ B6 1a nhimg chi thich cua Geminus x Rhodes (10-60), §leron
(khodng 10-753) va Pappuos ikhoang 290-350) xa Alexandna, va
Parplivry Malchus (233-309).
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Viéc linh hoi duge y nghia cua khéong gian uon cong la then
chot trong ching minh gia thuyét Poincaré cuia Perclman.
PDé hidu duoce tinh cong thi lai doi hdi phai hiéu duoc mot
cach tuyét dbi r6 rang ¥ nghia ctia tinh thdng va tinh phang.
Pé dat duoc muc dich nay, khong nhiung ta cAn bod sach Ca
s¢ ctia Euclid ma con can dén nhirng kién gidi phic tap hon
veé tac pham nay duoc phat trién trong sudt hai thién nién ki
qua. No mét cach chinh xac hon, cac khai niém cé vé nhu
don gidn ctia tinh thang va tinh phing doi hoi ta phai lam
sang to nhang an y khé hiéu trong tién dé thd 5 thudc
chuong dau tién trong kiét tac ctia Fuclid.

TIEN DE THU S

Ngay tir nhang ciu chir dau tién, tién de thu 5 cia Euclid
da lam ta boi rdi:

Neu mdt duong thang cit hai dudng thang sao cho tdng

cac goc trong & cang mot phua nhd hon hai goe vudng, va
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néu hai duong thang d6 a2 vo han th chiang sé gap nhau

d phia cac goc trong co tong nho hon ha 6 vuong do.

Nam tién dé dau tién da duge chép lai trong Chuong 4.
B6n tHién dé dau tién, mdi tién dé chi can 1t hon mot dong
dé phat biéu. Nhung tién dé thir 5 thi khong nhu vav.
Euclid ¢6 1€ da suy nghi rat lau va ki luomg trudc khi thém
no vao trong danh muc cia minh, va chac la éng cing
kKhong thuc su hai long. Ong hoan s dung nd cang lau
canyg, tot (cho dén ménh dé 29), duong nhién la vgi mat i
do chinh dang. Tu khi ra d&i, nd da bi cong kich bai vi
qua phuc tap. Cdc tién dé khac mach lac, hién nhién va ¢é
thé phat biéu mot cach dé dang. Tién dé thir 5 thi ngugc
lai. Kho chiu. Ban can phai doc di doc lai vai lan thi maéi

« 4 - ’ A P S
co thé hiéu né mudn noi gi.

™~

A

B\ .

Hinh 25 B&I W 18ng cic géc A, B nhd hon 180 d3, hal duaing thing cit duang
thing ddng sé phai gdp nhau tai mdt diém & phia bén phii so véi dudng thing

)

dimg.
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Pé dién dat no lai bing ohang thuat ngi quen
thuae, can nhd rang mot vonyg quay hoan chinh, theo
quY tdc, gifwm 340 d6. Mot phén nr vong guay, hay mot
ghc vuong ta A dd, va hai gdc vudng tao ra modt nua
vong quay 180 d6. Tién de tha 5 néi rang néu ta cho
trucie mét dudomng thang ¢b dinh - ma ta ¢é thé gia dinh 1a
NG thang diing - sau do dua ra hai dudng thang khac cat
dudng thing dung kia sao cho tong cac géc trong (g6¢ A
va goc B trong Hinh 25) cang & bén phai nho han 180
dé, thi hai dudng théng nay sé phai cat nhau tai mot
diém & phia bén phai.

"Day khong phai la tién dé, ma la mot dinh If,
Proclus da phan nan nhu vay va éng tim cach chuang
minh né. That bai, ong thuat lai nhimg no luc di tim mat
101 gidi dadp cua nha dia li vi dai Ptolemy. Ptolemy da viét
mdt cudn sach thir ching minh tién dé tha 5 nhung
cudn sach gio da that lac. Nhu Proclus da chi ra, va cang
nhu Euchid chiac chan da biét, tién dé thir 5 tuong duong
vyl mot phat biéu ma ta thuong goi 13 “tién dé song
song"™"

Cho trude bt ki mat dudmg thing 1 va mét diém P nao
khéng nam trén no, deu tan tai duy nhit mét duimg

song song voilvadiquaPl.

S'N6i tién dé thir 5 tuong duang vdi tién dé Playfair cé nghia la noi
ta ¢4 thé ching minh tién dé Playfair néu nhu ta chdp nhan nam
nén dé cun Euclid, va nguoc lai néu nhu ta chap nhan bén tién dé
Euchd dau tién va tién dé Playfair, ta ¢ thé chimg minh tién dé
Euclid thir 5 nhua chang minh mot ménh dé.
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Tién dé nav thuang dudc goi la tién dé Playfair, vi ong
chon mat bién the cia no lam dai dién cho tién dé tha 5
trong phien ban Euclid cua ang.

Euclid da hudng ki tt mdt cudce tranh luan quan
trong cia nhimy ngum Hi Lap vé su ton tai ca nhitng
dudng song sony. Phan l&n ndi dung cua cudc tranh luan
nay da bi that lac, nhung ta con biét vé né do Aristotle da
timg than phién vé vong luan quan ctia cic tranh ludn
lién quan dén cac dudng song song. Ong da chi ra rang
nhiéu ludn cd chimg minh su tdn tai ctta cic dudng song
song su dung cac di kién thuc ra la tuong duong vl su
tdn tai cua cadc dudng song song, va do dé da mac nhién
thira nhan nhirng gi ho dang ¢6 gang ching minh. Theo
15 cta 6ng, "Néu A bat nguédn tir B va B bat nguon tir C
nhung C lai bat ngudn tir A, thi ta Kkhong thé noi ta da
chirng minh A boj vi C la dung.”

Tuy nhién, ta phai ngudng mod long can dam cua
Euclid khi néu ra tién dé tha 5. Phan I¢n moi ngudai <6 &
sé tim cach loai bd né. Nhung Euclid thi khang, ong quydt
tam tiép tuc véi ng, va dé lai cho chung ta mat kiet tac.

Ngudi Arap cing bi am anh bdi tidn dé tha 3, va ¢d
gang suy ludn nd tir cdc tien dé Ka, hodc thay the bang
mot dieu gi khac. Tat ca déu khong co két qua. DI nhién,
ho da dua ra nhing phuong phap todn hoc mai gidp don
gian hoéa tinh toan va da tach biét dai s6 ddc 1ap van hinh
haoc.

Tuy nhién, cac cau hdi vé tién dé thd 5 van con la bi

an. Liéu ta ¢6 thé suy ludn no ty mot trong cac tién deé kia
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khong? Hoac phai chang ¢6 the ¢ mot phat bifu nao
khac, hién nhién hon, c6 thé duge xem nhu la mot ticn
dé? Nén khoa hoc ma chiing ta duoyc biét dén hi¢n nay da
xuat hién vao thé ki 17, va su phat hién caa nd song hanh
vl mot su bung NG ca nhirng kham phad toan hoc. Trong
bau khéng khi néng bang dd, tién dé thi 5 da trd thanh
noi am anh cua nhiéu ngudi. John Wallis, bac tién bi ctia
Newton, khao sat cac tai liéu lien quan dén nd trong cudn
sach Tién dé tr nidm (De postulato quinto) ctia dng. Tir
nam 1607 dén 1880, hon mdt nghin cudn sich va luidn van
da dugce xuat ban danh riéng cho tién dé tha 5. Rat nhiéu
ngudi da né luc di tim 1o giai dap cho nd, nhiéu ching
minh khic nhau duge cong b, nhung chua cé ai dat
duoc sy ki ludng ven toan.

C6 nhiéu nd luc ching minh né vé cing tuyet didu.
Nam trong s6 nhirng chitng minh ngoan muc nhét, phai
ké dén chirng minh cua Gerolama Saccheri (1667-17233),
mdét linh muc dong Tén va la Gido su Pai hoc Pavia. Ong
da xem xét mot s6 tien dé tuong duong v fién dé thi 5,
va gia sif tat ca1a sai. Chang han, dng da can than ching
minh rang tién dé thi 5 tuong duong véi ménh de cho
rang tong cic gdc cia mot tam giac banyg tang hai goc
vuong (nghia la 180 dg), va éng dat ra hai truomg hap
khac trong d6 tong cac géc 16n hon hodc nhd hon hai goc
vuodng vdi hi vong tim ra sy mau thuan. C)ng tham chi
con tu thuvét phuc ban than ring minh da phat hién ra

mat mau thuan nhu vay.™

S GLSacehert, Enclid ab omni naevo vindicatus (n.p.: 1733).
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Véi phong trao Khai sdng va su phdt trién manh mé
cua khoa hoc, cac truong dai hoc méi duoc thanh lap.
Mot trong nhimg truong lon nhat thoi dé, Pai hoc
Gottingen, duge thanh lap nam 1737 bai vua George 11
cuia nudc Anh v2 cing la tuyén hau cua ving
Hanover. ™ Ra ddi trén tinh than caa trao luu Khai sdng,
do la mot trong nhang hoc vién dau tién dat khoa hoc &
vi tri binh déng vai than hac Mot trong nhing giao su tai
Géttingen, nha toan hoc Abraham Kastner {(1719-1800),
ngudi quan tam dén lich sir va ca =0 todn hoc, da viét 1oi
noi dau trong mat bd sach bon tap duoc nhieu ngudi doc
- Mathematische Anfangsgriinde - cia dng nhu sau:

“Kho khan phat sinh trong li thuyét cua nhing dudng
thang song song da am tdi ban tam trong nhiéu nam. Toi
da timg nghi, no da duge thao g& hoan toan nho tac
pham Elements matheseos ctia Hausen {1734]. Nhung vi
cuu giao st glao doan Phap o Leipag, ong Coste, da pha
tan sy tu main cla tdi trong mdt chuyéen di dao ma ong
denh cho toi khi néi ring tic pham ké trén cua Hausen ¢o
sat 5Ot trong Mot ldp Tudn. Tor sau do cang da som tu hm
ra sy sot 36, va bat dau thic giue chinh minh hoac 1a xéa
bd tros ngai A6 hoac [a tim cho ra dudce ngudi da vugt qua

ducsc no. Nhung tat ca cac ¢d gang déu that bai, cho da

= George Il cang thanh 1ap Pai hoc Princeton. Bi vao hoat dong,
nam 1746, juc d6 duge biét den dudi tén goi Dai hoc New Jersey
(New Jersey Collegel, 14 trudng duy nhat trong cac nudc thudc dia
cua Anh md cita cho ngu theo bat ki ton gido nao.

® Tuyén hau (Elector hoae Prince-Blector, tiéng Diec 13 Kurfirst): 1a
ngudi trong ban tuyén chon hoang dé chn e qudc La Ma than
thanh. Quyén luc chi ding sau vua hodc hoang dé \ND).
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toe A3 sdm 1ap ra mot tha viéen nho chia cac cong trinh ¢
nhan ban ve cdc nguyeén li dau tien cua hinh hoc dac biét
gan v&i chi dé nav. ™

Kistner s dung mét tien de tuong duong ciia Walis thay
cho tién dé tha 57 M@ sinh vién ctia Kastner, G. S.
Kligel, viét ludn an nam 1763 nghién ciu khoang 30
chirng minh cho tién dé tha 5 va chi ra rang tat ca déu co
sal soOf. C)ng két Juan: "Dé chac chin, ¢d 1é hai duong
thang khéng cat nhau luan tdch khoéi nhau. Ta biét diéu
nay 1a vo li, khong nha vao su suy luan mang tinh chat
ché hay cdc khdi niém rd ranyg vé dudong thang va dudang
cong, ma bang kinh nghiém vi dinh gid cia mat.”*

Luan an cua Klugel gay ra su chi ¥ dén cha de nay
cho mét nguon ban day tat nang ctia Kastner la Johann
Heinrich Lambert (1728-77). Lambert sinh ra trong mot
gia dinh lén, nhu cau thiét yéu cho cude séng bat budc
4ng phai theo nghé may cua cha. Nhung bén canh dé
ong van tiép tuc theo dudi nghiép hoc, va vin ¢é thoi

gian danh cho nghién cqu nhd viéc lam gia su cho mot

> Nguyén van trong i md dau coa tic phdm cta A. Kastner,
Alathematische Anpangsyronde {n.p.: 1758). Doan nay dugc tnich ra tu
tac pham W. B. Ewald, Froam Rant to Hilbert: A Sowrce Book in the
Foundations of Mathemahwes, vol. 1 (New Yak, Oxford. Oxtord
University Press, 1996)

* Tién dé Wallis ndi rang ton tai cdc dang hinh hoc gidng nhau ¢b
kich thuse bat ki Cac dang hinh hoc gidng nbhau 13 cac da gac ¢6
ciing s6 canh va cd tinh chat cdc géc gita cac canh tuong ing va ti
1& chidu dai cta cac canh tuong (ng la bang nhau

“ G, S, Klugel, Conatinum  praecipuorion  theoriam  parallelarum
demonstrandt 1ecensio (n.p.: 1763), 16.
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gia dinh quy toc ngudi Thuy ST Lambert Iap di nhu chinh
sir thong tué cua dng An mac khac ngudi, 6ng qua quyét
rang cach tét nhat dé ndi chuyén voi ngudi khac khong
phai bang cach dimg mat ddi mat ma phai diang vuong
goc vai nhau. Nha todn hoc huyén thoai ngudi Thuy Si
Leonhard Euler {1707-83) da nhiét tinh de «u ong vao mét
vi tri trong Vién Han lam Khoa hoc Pho tai Berlin. Nhung
quéc vugng Frederick I con ngan ngai, tuong truvén, sau
Khi gap Lambert vi vua nay da ké lai véi mot ngua ban
rang ong da gap mot ngudi ngu nhit trén toan nude Phé.
Nhung vi quic vuang sdm thay déi dinh kién, va nhan ra
cdch danh gia tri tu¢ cta Lambert. Nyai Lambert an mac
sdc s@ da lién tyc <6 nhirng cdng hien lon cho quang hoc,
vt tru hoc, triét hoc, va toan hoc.” BDéang chi § lrong sd
nav 1a cudn siach Theorie der Pavallellniien ban vé tién dé
song song ma ong viét nam 1766. Ong da khong cho xuat
bin cudn sich vi cam thay chua théa man vé cach gidi
gquyét van dé.Tuy nhién, né da dugce xuit ban sau Khi ong
mat vao nam 1788,

Cang nhu Saccheri, linh muc dong Tén xir Pavia,
Lambert kham pha nhing hé qua caa gia thuyét cho rang
cac két qua tuong duong vdi tién dé tha 5 1a sai. Dac biét,
Ong thu duoc cong thie tinh dién tich cia mot tam giac
dua vio tong cac goc clia né trong truimg hop gid tri nay
lén hon haic nho hon hai géc vudng, Ong luu ¢ rang

7 Dac biét, Lambert da chidng minh 12 56 P (4 le chia chu vi mat
vong tron ved dudng kinh chia né) khéng phai 12 mdt s§ hou 6
(mong nhu cin cia 2, khong thé duoc viét dudi dang i sb ciia ha
<5 nguyén) Day thue sy la mot thanh tuew 16n.
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trén mat cau, nén ta xem cac dudny thang 1a cac vong
tron {on, thi tong cdc goc trong cua tam giac sé 1én hon
180 d6, va ong da dua ra mot cach chinh xac cong thuc
dién tich tam yiac (Két qua nay, ciing vdi cong thire, thuc
ra da duyc ngudasi Hi Lap biét dén trude dé). Ong tur hoi
lidu tong cac goc ciia mot tam gidc cd thé nhd hon hai goc
vuong duoc khong trén mot bé mat ao thich hgp (va
tham chi 6ng con dé cap dén cac mat cau ¢d ban kinh lién

{ - - . ¥ - £ a
quan dén can bac hai ctia mot so am).

KET THUC THE KY 18

Dén nam 1800, nhang tu tudng cua trao luu Khai sang
tran ngap khap noi. Nhirng hat giong duge gieo trong bdi
Descartes, Galiles va Newton di bat dau cho tréi
chin Khéng khi tran ngap su tu tin vao tn thire mdi, niem
tin vao tu duy cta con ngudi va khoa hoc. Lan dau tién
ké tir thoi cha cac nha hién triét lonia va trvong phai
Alexandria, vo tru quan dugc nhan thue lai. Cac héi doan
khoa hoc duge hinh thanh trugc d6 - rat nhiéu trong so
d6 nhan duge su ho tro cia nhimg quan vuang doc tai -
duge cang b chac chan hon. Ngoai cdc hoi doan va céc
truonyg dai hoc lau nam, nhing td chuc giao duc bac cao
duwe thanh lap dé dap (rug nhu cau ngay cang phac tap
cua xa hai.

Nhing v tudng Khoa hoc cua thoi dai va sy phan
(hiéu ctia chung vao trigt hoc va ngheé thuat da dung 1én

mat thé gidi quan, trong dé vi tru van hanh theo mét loat
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cac quy luat toan hoc ma con nguoi ¢4 thé nhan
biét. "Sapere dude! Hav can dam sir dung i 1é cta ricng
ban!... D6 1a khau hiéu cua thn dai Khai sang” - nha trict
hoc c6 anh huong lom nguoi Due, Immanuel Kant (1723-
1804) da viet nhur vay ™ "Chang ta xac nhan nhang chan
li nay fu ban than no la hién nhién”, 13 tuvén bo ndm 1776
trong ban Tuyén ngon Poc lap cua nuoc Mi. Mat SO chan
Ii ty ban than né da 1a hién nhién, va tat ca cic chan li déu
c6 duge Hép can nha i luan va suy dien. Theo Kant, mat
trong s6 cac chan I do 1a nhwmg ménh dé hinh hoc cua
Euclid, va su that hién nhién la nhing ménh dé dé dp
dung cho ca v try Trén san khau khap chau Au, cac anh
hang nam va ni trong va nhac kich “Tieng sao than
dién” cha Mozart tim kiém tinh huynh dé, diéu nay lam
goi nhd manh me nhuang ngud thudc truang phai
Pythagoras - rao giang tinh veu ¢a li ludn mang tinh hoan
v,

Nguoc lai bdéi canh d9, su khong chac chan xung
quanh tién dé thu 3 gidng nhu mdt con cam lanh, dai
dang va tham chi hoi kho chiu. Khéng ai may may nghi
ngdy vé tinh ding dan clia tién dé nay, mac da mat vai
ngudi ddng tinh vé sur can thiét phai néu ra cac nguyeén Ii
don gidn hon, tuy chua ai phat hién ra chang. "Mot vu xi-
cang-dan”, nha toan hoc va cing 1a cudn hr dién bach
khoa toan thu séng luén dé bi kich déng, ngudi Phap,
Jean d'Alembert (1717-1783), da buc doc thdt 1én. Trong

khi tat ca moi ngudi hi vong I‘Sng sit khong chac chan nay

¥ 1 Kant, "Was Ist Aufkla ung?" (n.p.: 1784).
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s¢ duge giai quyét sém hay mudn, thi han hét nhan ra
rang vide dau tu thdi gian dé khao cuu mot cach nghiém
Lac van dé nay hira hen mot su bu dap khong chac chan.
Ngudi dong huong cua d'Alembert, Adrien-Marie
Legendre (1752-1833), modt trong nhimg nha toan hoc
thire sy tai nang da cd gang gui quyeét van dé cua tién dé
thir 5. Tac pham Co s¢ hih hoe (Elements de géométrie)
cna omg - bo sach da don gian hoa va hién dai hoa Co s¢
cma Euclid - ra do1 nam 1794, No trd thanh cudn sach
nghién cru cao cip hang dau cua hinh hoc co ban trong,
vong mot tram nam, va da duge tai ban nhic¢u lan. Tronyg
suot 30 nam sau d6, Legendre nd luc thiét Jap tién dé
song song, vdi cac cod géng Khac nhau trong cac in ban
khac nhau. Tuy that bai ntumg cho dén khi qua d&i éng
van mang theo niem tin manh mé vao chan li cua tién de.
Khi thé ki 18 sap két thig, tu tudng cda phong trao
Khai sdng, su thav doi kinh té nhanh chéng cung trinh d6
dan tri ngay mdt cao, tang thém thach thae cho cacy
tuong da dwoe tiep nhdn. Tuvén ngoén Bade lap (M)
khang dinh quyén Jgi cia mdi ¢ nhan, quyén ty do va
quyén hudng thu gido duc. Nhimg man khdi dau cta
nhing chuyén bién xa héi dirge bun dic bdai phong trao
Khai sang da taoc ra moét loat thay doi tu do va mang tinh
bung nd danh diu s ra doi ca thed dai mai cna ching
ta. Hon loan xa hoi khu:iy dong ca chau Au vdi cac tac
dong khac nhau va khong thé dy dodn duoe. Cac kha
nang md&i duge iy ra, nhirng dinh kién lac hau bi xda bo.
Ngudi chau Au Kinh hoang chimg kién cudc Cach mang,

Phap (tic nam [789 tra di) thang loi va cudn phang trat tu
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cU trong mot bé mau. Chang cé gi la thiéng liéng ca.
Quan ddi cam dau boi nhung ngudi than thudc vai nha
vua va hoang hau Phép da bi hanh hinh - Louis XVI va vy
la Marie Antoinette - da tAn cong nudc Phap, qua dé tao
diéu kién thuan loi cho Napoleon phan céng, vuon lén
dinh cao quvén luc, va cudi cung chinh phuc hau hét
chau Au (tu nam 1805 trd di).

GAUSS, LOBACHEVSKY, BOLYAI

Ba ¢a nhan, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1833),
Nikolai Ivanovich Lobachevikv (1792-1856), va [anos
Bolyai (1802-1860), cudi ciing da lam ro vai trd caa tién de
thir 5 va kho bau an gidu trong dé

Gauss 1a nha toan hoc ndi tiéng nhdt nda dau thé ki
19, va 1a mét trong nhirng nha todn hoc nadi tieng nhat
moi thés dai™ Cha ang 1d mdt ngudi lao dong, chi ¢d kién
thie béu hae, chua bao gidr thaat khai nhitng cong viéc
thap kém. Me dng la ngudi gidp viée, tham chi con it hoc
han. Gia dinh cha ang chuyén tr mdt ndng trai dén
thanh phd Brunswick (tiéng Duc 1a Braunschweig), ngay
nay thudc Puc. Mét vai nam trudc do khang co may may
co hdi ndo cho mét ngudi nhu Gauss duge nhin mat nén
gido duc dang ké&. Trong 16p tiéu hoc 50 hoc sinh, Gauss

¥ Xem tidu str va danh gia hoc thuat cac cong trinh ctia Gauss trong,
W. K. Buhler, Gauss: A Biographical Study (Berhin, New York.
Springer-Verlag, 1981). Quyén sach nay chita mot thu muc dan liéu
dugc ghi chit rat chi tiét.
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luén dung dau. Ong tu hac doc va viét ma khong nhd sy
can thiép nao clia bd me trude khi bit dau di hoc. May
man cho 6ng (va cho ca ching ta) 1a trg i caa thay gido
dng, Martin Bartels, mic du chi lgn hon Gauss tam tudi,
da hoc toan tai Gottingen. Bartels dac biét chu ¥ dén
Gauss, cling vdi thiy gido, da bd tri cho cau bé dén hoc
trong truang gymmnasium, mot loal truong trung hoc cd
chat lugng rat cao va doi hoi khit khe cha nudge Pue, dao
tao cac hoc sinh tai nang co du dinh theo dudi cONG viéc
nghién ciu bac cao. Ba nam sau, Gauss dugc gidi thuéu
v@di hoang tau cua vung, cong tudéc xi Brunswick-
Wolfenbiittel, ngudi sau doé da try cap thuong xuyén cho
Gauss. Hinh thire tro cAp cho thanh nién tré tudi day hia
hen, nhung kho khan vé tai chinh nay khong phai la
hiém thoi do, va la tién than cua cac loat hoc b(‘ing hoc
thuat ngay nay. Day la mot sy dau tu than trong, do nhu
cau ctla chinh phu ean mét luc luong lao dong c6 tri thuc
cao hon bao gidy hét. Hoc béng tao diéu kién cho Gauss
tiép tuc hoc tap, ban dau tai mot hoe vien mii nhon, dinh
huong cho khoa.hoc cao cap vira mdi thanh lap™ tai
Brunswick (1792-1795), va sau dé tai Dai- hoc Gottingen
(1795-1798), khoang 65 dim vé phia nam cuia Brunswick,
luc d6 thude vé mot bang khac 1a Hanover.

Tai Gottingen, Gauss da gap Farkas Bolyai (1775-
1856), sau nay la cha cua Janos Bolyai. Ho la mot déi ban
khong hop nhau cho lam. Gia dinh Farkas (con goi la
Wolfgang) da ting rat giau c6 nhung sa sut cung vdi lich

™ Hoc vién Collegium Carohinum
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517 1au dar dau tranh chdng lai nguoi Tha Nhi ki Cha cua
Farkas da timg quan b mét co s bat dong san nh,
nhung gia cdnh ngay cang sa sut. Farkas bd hoc & udi
mudt hal va ong duoc di hoe dai hoe nh cong vice lam
ngudi wiam ho cho cau bé tam tudi Simon Kemenyv, von
traj cdia nam tude Kemeny. Farkas va Simon trg thanh
ban than, va ngai nam tude da gui Farkas cang vai Simon
dén hoc tai Gothngen. Ca Gauss va Farkas deu ghi danh
lop hoc ciaa Abraham Kastner, nha toan hoc quan tam rat
nhitu dén tién dé tha 3 ma ta da nhac téi & phan brude
Kistner hae nay vao do tudi cudi that thap, da bo lai cdc
ndm day hoc nang domg nhat & ddng sau. Gauss bo qua
hau hét cac bai giang cua Kastner, thay ching qua co ban,
va moi ngudi don rang ong rat thich tréu choc Kistner.
Sau gio hoc, Farkas va Gauss thao lugn vé cac hén dé
Fuclid va su doc 1ap ¢6 thé cd cha dinh d8 song song,
cung nhir cdc mon toan khac. Farkas ba cudc con Gauss
van quan tam dién van d¢ nay trong sudt cude ddt. Trude
day, at han Gauss da nghe néi Ldi cac nghi van trong tién
d¢ thir 5 thang qua Martin Bartels - ngudi dd timg theo
hoc vai Kastner.

Gauss va Bolyai tot nghiép nam 1798 rdi tr¢r ve nha
trong, tinh trang bap bénh. Theo lénh cua cong tudc,
Gauss gui luan an Hén st tdi Pai hoc Helmstedt - truong
dai hoc dia phuong dugc cong tude do dau - va nhan hoc
vi nam 1799. Cudn sach dau tién cta éng, Disqiisitiones
Arithweticae, xudl ban nam 1801, ngay lap tirc duge cong
nhan Ia mot kiét tdc. Nhung phai dén nam sau thi ong

mdi thuc su ndi tiéng. Thang 6 nam 1801, mdt trong
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nhirng nha thién van hang dau cia Duc cong bo vi tn
quy dao cua tieu hanh tinh Ceres. Tiéu hanh tinh nay vira
mdi duoc phat hién ngav 1 thang 1 ré1 bien mat phia sau
Mat Trai vao ngdy 11 thang 2. Da s6 du bao 1a né sé xuat
hién tro lai trong nam 1801 hodc dau nam 1802, Nhung o
dau? Vao lac d6, khd khan co ban cua nganh thién van
quan sat tinh toan la tinh toan quy dao cta cac thién the
dira vao mot sO lugng nho cic quan sat thién van, ma moi
quan sat dcu chua day sai sot. Gauss sir dung mot ki thuat
ma ong da phat minh, nhung khong cong bo, dé tinh
toan mot quy dao du kien khac hoan toan so vai ket qua
cua cac nha thién van hoc khac. Khi Ceres xuat hién dang
vao vi tri va thai diem ma ong da du doan, su noi tiéng

cung den voi ong,.

Hinh 26. Bl thién van cia Gauss.

Gauss ngay lap tirc nhan duoc 161 md trd thanh giam

doc dai thiéen van ¢ Saint Petersburg, nhung Brunswick
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cling, da bat dau xay dung mot dai thién van cho ong. Cac
nha thign van ngudi Pac cd git Gauss ¢ lai, cudi cing
ong nhan duoc mot 101 mai dén tir Pai hoc Gottingen. Ho
cung hia se xay dung mot dai thién van cho éng « do, va
ba tri thém mot tr¢ 1i tal nang. Nam 1305, Gauss nhan vi
tri nay, cudi vg, va tir choi 1oi dé nghi tir Saint Petersburg
hay xtr Bavaria. Thdi khadc cha ong da t&i. Vi 0 tudi bay
muoi, nguoi bdo try clia ong, cong tudc x Brunswick-
Wolfenbiittel, [én nam quyén quan doéi Pho, bi ti thuong
trong frin danh Jena chéng lai Napoleon. Mac du
Hanover déi chu, trd thanh mdt phan cua vuong qudc
Westphalia phuy thudc Phdp, nhung ngudi Phap la nhimg
nha quan tri tai ba, va Da hoo Gottingen van tép tuc
phat trién manh.

Moi chuyén dién ra mot cach hoan toan khac vai
nguodi ban ci Farkas cua Gauss.®' Nguoi bao tro cua
Farkas, ngai nam tudc da phai chiu mot s6 ddo 1on vé mat
tai chinh nén chi gt dugc tién cho con trai 6ng 1a Simon
iry ve nha. Khong ticn, Farkas & lai Gottingen duoc mét
nam. song dyga vao tién vay muan va sy hao tdm ctia ban
be. Cudi ciing, mdt ngudi ban gui cho ényg du tién dé chi
tra cac khoan ng, sau d6 6ng lap tie di ba vé Hungary, O
Hungary, dng mién cudng lam mdt cong viéc véi dong
luong it i, tdn thai gian nhung 6n dinh la giang day todn
hoc, vat 1i, va héa hoe tal trugng Cao déng Calvin &
Marosvisirhely. Ong két hén nam 1801, con trai ong,

Janos, ra dot sau mdt ndm, vao thang 12 nam 1802. Vg

M Xem G B Halsted, "Biography, Belvai Farkas [Wolfgang Bolyat]”
Ameriean mathematical Monitfily 3 (1896): 1-5.
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ong duong nhu da lo lang cung cyc, stc khoe ngay mot
xau di. Farkas Jam thém nhiéu viéc dé tang thu nhap: ong
viét va xuat ban kich, chav ban cho quan rugu caa truong,
thiet ké ngoi va bep vang. Vuot len tit ca, dng van tiep
tuc lam toan trong thoi gran ranh o

Farkas don hét 1am strc vao con trai, ngudi rat thong
minh, va 13 ngud ma Farkas mong mudn sé trd thanh
nha toan hoc. Ong tir day Jdnos & nha cho dén chin tudi,
ciing luc do, nho cac sinh vién tu truang cao dang dén
kem cap con, va tiep tuc day thém todn ngay ca sau khi
Jlanos vao trudng gymnasium U tudi mudi ba, Janos ¢é
the chai violin nhu mot ngudi chuyén nghiép, thanh thao
cd hoc giai tich va tinh todn, co thé noi nhiéu ngoai ngir.
Tuy nhién, Farkas khong co tien dé cho Janos theo dudi
mo6t nén yiao duc dai hoc hang nhat. Ong viét thur cho
Gauss nam 1816, dé nghi dé Jinos den song clng voi
Gauss va hoc toan. Khong nhan dugc hoi am, Farkas va
Janos quvét dinh cach tét nhat ma ca hai cha con c6 thé
lam la dé Janos &i hac traang Bai hoc Ki thuat Hoang gia
o Vienna. fanos hoan thanh chuong trinh dao tao ki thuat
quan su bay nam chi trong vong bon ndm rdi sau d6 phuc
vu mudd mot nam trong quan doi Ao-Hung, noi ma dng
ndi danh 13 mat tay kiém kiém v cang hang nhit trong
toan bad quan déi hoang gia.*-

Cung mot ngon gid mai cda théi ki Khai sing da
nang van ménh chia Gauss 1én cao nhung lai day gia dinh

> Theo . J. O'Connor va E. F. Robertson trong tiéu st tryc tuyeén
cua Janos Bolyai (www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/history/
Biographics/Bolyai.html).
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Bolyai xuémg hé tuvét vong, van thai rat manh qua cac
ving cuc dong wia <hiau Au. Cha cua Nicolai Ivanovich
Lobachevsky, mat thu ky trong van phang khao sat dat
dai tai Nizhnv Novgorod & Nga, qua dot khi Lobachevsky
chi mai len bay, d¢ Jai nguoi v voi ba dra con nhd ma
khong mat xu dinh tai. Ba chayén nha dén Kazan, & ria
cua Siberia, hot con ba di hoc tai truong gyimnasium voi
hoc bong nha nuéce tai tra cha cde cau be nghéo nhung tai
nang. Lobachevsky vao truong Bai hoc bang Kazan vira
moi due thanh lap nam 1805 nhur la mat thanh qua cua
cudc cal cach ma Czar Alexander T tién hanh trén toan
nuoc Nga. Mot brong 6 cac gido sir dau tien duce bo
nhiém tai truong lar 1a Martin Bartels, nguror da lam tra i
trong lop ticu hoc cha Gauss. 1.a mdt mao vieén day tai
nang, Bartels da thuyét phuc Lobachevsky, lue dau du
dinh hoc y, chuyén gua hoc todn. Nhu mat dinh ménh
cho tuong lai, khéa hoc cua Bartels vé lich sir toan hoc lai
dung moét van ban néi dén tién dé thir 5.

Lobachevsky tot nghiép nam 1811, va thing tién qua
nhi¢u cap dé 1én chirc gido su toan nang 11 nam sau dé.
Su phuc vu trong mot hoi d(Sﬂg da dan dat ong tré thanh
trudng khoa toan hoc va vat i, sau d6 13 tong giam thu
vién, tiép theo la gidm ddc dai thién van, va cudi ciing trd
thanh hi¢u trudng cua truong. La mot nha quan Ii tat
ning, 6ng chéo lai truomg dai hoc ra khdi thoi diém khé
khan trong nhirng nam cudi doi cua Czar (1819-1826), lic
ma ché dd chuyén quyén quay trd lai, tu tudng khai sang
by ngd vue, mdt s& gido su gidi nhat, trong do6 ¢6 Bartels,
ra di. Trong giai doan khi ma su khoan dung dugc tang
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Ién, cong von sy len ngoi cna Nicholas B¢ nhat nam 1826,
Lobachevsky Jda tr¢y thanh nha lanh dao d6i mdi coa
trudng, khéi phuc lai cac tiéw chuan hoc thuat va tinh
than khoa bang.

Cho tdt nhbung nam 1820, mac da lam viéc tai nhing
noi cach xa cac trung tam toan hoc lon, Lobachevsky tai
Kazan, va Farkas Bolyai tai Marosvaséarhely, vin bo nhiéu
thei gian ranh dé nghién cu tién dé thir 5. Gauss cing
vay, duy tri mot su quan tam manh mé dbi vai hinh hoc.
Trong mot bire thu gid Bolyai, dng chi ra mot ching minh
ma Bolyai dé xuat cho tién d¢ tha 5 la khong dang. Nam
1816, dng viét Mot bai diém sach phé binh mot s chung
ninh bién giai cho rang tién de thit 5 ¢6 thé dugce suy
luan tir nhimg, tién d¢é khac.

Gauss cung rat ¢o tai trong thuc nghiém. Sau ndm
1815, tat ca cac nudce lon & Trung Au tai tra cho cac cubde
diéu tra tric dia, do dac chinh xac dé vé ban d6 cac khu
vuc rong 1on nham do lai d cong cta Trai Bat. Nam
1818, Gauss d3 trd thanh gidm déc mot du an 1gn nham
khao sat mOt cach chinh xac Hanover va Bremen dé két
hop vai cac khao sat cia nguoi Dan Mach. Cac vung dat
bang phang va dam lav rirmng ram ven bién gy ra rat
nhiéu khé khan. Ngusi ta khong the tim da céc diém cao
dé tir 46 thuc hién cic phép tinh tam giac hay cic do dac
klhac vai mot d6 chinh xdc bat k. Cong viéc hoan thanh
khao sit nay chiém phan 16n thai gian cda Gauss tir 1818
dén 1832, Trong sudt qua trinh do, dng da cé nhiéu déng
£6p 1dn cho nganh do dac dia chat.



28 GIA THUYET POINCARE

Cong viéc nay da théi thiic Gauss phai quan tdm dén
hinh hoc vi phan - bé moén sir dung giai tich dé nghién ctiu
hinh hoc. Ong da xuat ban mdt bai bao doat gidi thudng
vao nam 1823, thao ludn nhimg su tuong Ung mot-mot
gita cac bé mat bao toan goc. Nam nam sau, cudn sach nho
bé va tinh te Disquisitiones generales circa superficies curvas
dua ra cac v tuong hinh hoc cua dng, vuot xa mét cach
dang ké cac cong trinh cua Euler va nhimg nguoi khéc.
Cuébn sach khong dé cap den tién de thi 5 va tao ra cic xu
thé toan hoc dong vai brd ch dao va virng chac. Trong do,
Gauss dua ra phuong trinh do khoang, cach trén cac be mat
bat ko trong khong gian ba chid¢u. Ong dinh nghia mat khai
niém, nay duge goi 1a d6 cong Gauss, dé do do cong clia bé
mat, va chira rfmg dai luong nay <o thé duoc tinh toan ti
cac do dac thue hién trén bé mat - khong can phai nhin ra
khéi bé mat. Thém vao d9, ong cung kham pha ra moi
quan hé gitra dién tich cic tam giac trén mot bé mat va doé
cong trung binh bén trang tam giac.

BEN NGOAI TIEN BE THU &

Pén gira thap ki 1820, hodc co thé trudc dd, Gauss c6 vé
nhu da ty thuyét phuc minh rang ton tai nhing dang
hinh hoc ma trong dé tién dé tha 5 khong dang. Thang
11 nam 1824, 6ng &a viét cho ngudi ban Taurinus cua
minh:

“Gia dinh téng ba géc ctia mot tam giac nho hon 180° din

dén madt dang hinh hoc la, kha khiac véi hinh hoc cha chung
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ta [tac 1a hinh hoc Euchd] ninmg nhat quan mot cach tnét
dé, ma toi da phat teién dén niue tar hoan toan hai long - i
6 thé gia) quyel men van dé ong d6 npoai trix viée xac dinh
mat hang ~o 1 dieu nay 1a khé vé mat co ban. Cho da ba
£OC clld tat tam gide ¢éd the nhé cd nio thy v, clu can ¢d cac
canh dui Iom, thi dien Heh cia tam gide khong bao gidr ca the
vugt qua, hodce tham chi dat dén mot 1508 han ahat dinh, bat

ké d¢ lom caa cac canh nhu theé naa ™

GGauss chang bao iy cang bd bat et dicu gi nhur thé nay.
Mac di ndi Héng trén toan thé gidi cing nhu ¢ quan heé
rang rai trong gidi todn hoc, Ong van iy mot sy tur cd lap
nhat dinh. Bao thu, y thic duge van may ¢da minh, va
ludn cam thay vi tri ciia minh cd mot chiat mong manh,
ong dac biet cha v khong lam mech Iong nhirng ngudi co
nhiéu quvén huc hon minh. Mai quan hé clia dng vdi cha
minh 1a khong tot. Ngudi v dau tién ctia Gauss mat nam
1808, chi ba ndm sau dam cudi, trong khi sinh ngudi con
thi ba. Ong ket hon vai nguoi ban than nhat cta va minh
va cd thém ba ngudi con khac, nhung cudc hon nhan nay
khong bao gid dam Am nh lan dau tien. Mbi quan hé vai
nhimg ngudi con trai ciing that rac rdi. Ong cé v lanh
ling, ¢d don. Thaot chi nha tham hi¢m, nha chinh tn néi
ticng ctia Duc 1 Alexander von Humboldt, ngudi cé quan
heé nfmg hau véi nhiéu nha toan hoc, da vi Causs nhu
mat tang bang.

Gauss biét rang viéc xuat ban kit qua cua éng vé tién dé

. - N 2 - oA “ . £
thir 5 se tao nén chan dong, ma ong thi khéong muon sy

" Gauss, Werke (Gottingen: K. Gesellschaft der Wissenschaften su
Gattingen, 1863-1933), 8: 119.
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cong khai hoac gap bat cir kho chiu naos. Trong nhiéu nam
qua, mbi quan tAm dén tién dé thit 5 da di vao triét hoc
ciing nhu bao chi phd thong. Ong v thite dugce c6 biét bao
nhiéu séch vd danh riéng cho cha dé nay, va 6 biét bao
nhiéu bi 4n dang cho ngudi doc gidi ma. Ong cting danh
mét s hoai nghi lanh manh déi véi cac nha triét hoc:
"Khi mét nha triét hoc ndi cdi gi dd la ddng, thi né 1a tam
thuang. Khi dng ta ndi diéu gi d6 khong tam thudng, thi
nd la sai."*?

Cung thai gian do, khi Janos Bolyai néi véi cha minh
vao nam 1820 rang dng dang nghién ciru tién dé tha 5. Da
dugc cdnh bao tir trudc, nén cha éng tra 10, cd gang
khuyén can Janos:

“Cha khan cau con khaAng nén tim cdch nam bat li
thuyét song song, con sé mat hét thai gian cho né...
Pung thir... cho di 1a theo cach ma con da dua ra hay
bat ciz cach n3o khac... Cha da trdi qua nhimg sy am
dam va tam to1 cta bong dém nay va chén vii trong
né tung ha sing, ting niém vui cla cudc séng. Vi
Chua, cha yéu cdu con hdy tir bd né. Cha sg né cung
khong kém g ndi so su dam mé duc lac, bdi vi né sé
ldy di cua con tat ca thd gian, tan pha con vé sitc khae,
su thanh than trong tam r va hanh phic trong cugc

K5

sc‘)ng‘

* Trich dan tir Gauss bai J. J. O'Connor va E. F. Robertson, www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Quotations/Gauss. html.

* Trich tir V. Kagan, N. Lobachevsky and His Contribution to Science
(Moscow: Foreigm Languages Publishing House, 1957).
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Hinh 27 Carl Friedrich Gauss.

Nhung tr nga manh me trén phan anh kinh nghiém cay
dang cua nguoi cha Bolyai.

Ban dau, Janos thir thay tien dé Euclid bang mot phat
biéu khac ¢o thé duge suy luan tir cac tién de kia. Mot nam
sau, ong da bod cach ticp cin nay nhung cung bé qua loi
khuyén can ctia cha minh. Ong bat dau lam viéc nghiém
tic vé nhimeg hé (qua cua vi¢c g1a sur rang tién dé thir 5 1a
khong dung. Nhitng ghi chép ciia ong cho thay ong da bat
dau phat trién nhing gi ma bay gio ching ta goi l1a hinh
hoc hyperbol, Nam 1823, dng viét thu cho cha néi rang 6ng
dang trong qua trinh tao ra "mot the giéi maéi chua tmg ¢6

.." Ong dudng nhu da hoan thanh né nam 1824.
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Sau mot s& hoai nghi ban dau, ngudi cha Bolyai da bi
thuyét phuc bai gid tri cia cong viée ma con trai minh
Ltheo dudi. Ong thic giuc Janos trinh bay diéu dé nhu 1a
mot ban phu lue trong lac pham vi dai cda chinh éng -
Tentamen - mot nén tdng chat chié va cd hé thf)ng cua hinh
hoc, giai tich, sd hoc va dai sO xudt ban nam 1831.% Farkas
o1l mot ban sao cho Gauss - nguoi ma sau khi doc phu
luc da viét cho mét nguai ban tén Gerling, "tdr nghi nha
hinh hoc tré twoi Bolyai nay la mét thien ta1 hang dau.”

Gauss viet cho Bolvai cha:

“Day 1d mot var loi ve cdu con tral cua ban. Néu toi bat
dau bang cich ndi rang 6i khong the khen ngoi tac
pham nay, dau tién ban sé ral ngac rhién, nhung toi
khong thé 1am khac. Bai vi ca non né chang khdc g dé
cao ban 1han i Toan bd nol dung cua bai luan, con
duomyg ma con (rai cda ban di 41, va nhimg két qua ma
cau ta dat duge, trang khap vai khdam pha ctia reng ton,
Khodng 30 dén 35 nam vé truae. Toi thue su bi sde. Can
ve phan cong trinh cna tai, dén nay o1 van chua cong bé
160 hao, ¥ dinh caa 13 la khéong xuat ban khi tor con sdng.
Hau hét mor nguan Khong ¢6 v tudng g 1o rang vé cac
cau hoi md chung ta dang ban tai, va toi tim thay 1at it
ngudi dac et thich tha nhimg gi tor ndi vé chi dé nay
D¢ 6 mot Mol quan (Am nhu vy, ngudi ta dau tién phai
suy neh that cdn than vé ban char thue sy cua nhing

dieu can thiét nhung tat ¢d déu gdn nhu khong chac

* Ban dich tieng Anhcticu luan caa Bolyai va Lobachevsky cling voi
nhiéu dan liéu khac co thé duoe im Ehﬁy trong R. Bonola, “"Non-
Luclidean Geomelry: A Crifical und Historical Stady of Its Developnent”
ciich by H. S, Carslaw (New York: Dover, 19535)
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chan, Mat khae, 61 Jdd ¢ ¥ dinh sau nay < trmnh bay hél
ra play. it nhat la dé no kKhong cung chét von b0 Do do,
dav L4 mdt bat ngiy sung, sudng ddi var toi v thi khong
¢ pha bin Gm vé vant de nay nira, va toi dac biét vui
nmitmg khi biét rang nguai i brade 6i trang «an d¢ nay

lar la con trai cva ngue ban b 1r.77

Farkas hai long v&i thu hdi am, nhung Janos thi nhu bi
tan va. Sae khoe tinh than cua 6ng bat dau xau di. Ong,
tro nén kho chiu, khang én dinh, va duge bd tri nghi huu
vao ndm 1833, Nhu the diéu nay van chua du toi ¢,
Bolvai tham chi con khong phai la nguoi dau tién cong b
Kham phd nay. Lobachevsky cting Jda bat dau lam vide voi
tén dé thi 5 vao n hirng nam dau 1hap ki 1820, va nhan ra
rang mot nen hinh hoe ma ta bd qua tién dé thi 5 dironyg
nhu hoan hao han.

Y tudmyg cua Lobachevsky bat ngudn tir su ddi lap cia
ong trude chu nghia duy tam siéu vidt cta Kant - cho rang
nhing y tuong nhu khong gian, thot gian, sg ma rong da
duuc biét dén trudce ca kinh nghiém, va 1‘5113 tam thic ap
dat ménh Iénh 1én trén kinh nghié¢m ciia cam ygiac. Doi vai
Lobachcvsky, khong eian la mét khat niém dén sau khi
kinh nghiém hinh thanh, sudt phdt tir tam trf con ngusi
théng qua cac kinh nghiém bén ngoai. Ong cong bd két
qua cia minh vao nam 1826 va xuat ban i thuyét hinh
hoc Phi-Euchid nam 1829. Ban diu éng gui bai bao dén
Vien Han lam Khoa hoc Saint Petersburg, noi thu hat kha

Gauss, Werke (Gothngen. Ko Gesellschatt der Wissenschiaften zu
Gottingen, 1863-1933), #:221. Trao di pifta Gauss va Bolyai cha duoc
thu thdp lai trong W@p sich cua Gauss, Biivfivechsel zwtschenr Cal
Fiiedrich Ganss wand Wolfeans Bo'yai (Leipag: B. G. Teubner, 1899),
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nhiéu ddc gid. Tuy nhién, nha todn hoc hang dau ctia Nga
lac d6, Mikhail Vasilevich Ostrogradsky, rat noi tiéng &
Tay Au, da tir chdi bai bao. Vi vay, Lobachcevsky xuat ban
bang tiéng Nga, trong mot t¥ bao pho thong dinh ki cda
dia phuong, va tir nam 1835 dén nam 1839 xuét ban ticp,
van bang titng Nga trong cac ki veu hoc thuat ctia Kazan.
Khang ngac nhién, cong trinh nay phan 16n khong duge
chuay.

Vay dicu gl da xay ra? Goéi gon trong vai tu, khong
xay ra gi ca. - It nhat 1a vao lae dé.

Lobachevsky Hép tuc cong vice quan i, bén canh d6
danh thai gian cho toan hoc. Ki nang quan li cua 6ng da
duge khap noi danh gia cao. Ong da kéo Pai hoc bang
Kazan ra khoi mot s6 cude khung hoang: xdy dung lai
khoa sau nam 1826, ciru séng nhi¢u nan nhan cua tran
dich ta nam 1830, xay dung lai cac tda nha dai hoc sau sy
tan phd ciaa m6t dam chay nam 1842, Nhing noé lyc ctia
ong trong viéc pho bién khoa hoc va trong céng cude hién
dai hoa nén glao duc tiéu hoc va brung hoc cida vang manh
mé nhu ctia Hercules. Lobachevsky két hon véi mét phu
nit kém minh nhicu tudi, xuit than tir mot gia dinh giau ¢
vao nam 1832, va ho cd vdi nhau bay ngudai con. Khé khan
tai chinh, stc khoe kém, mat ngay cang lda, va cai chét clia
con trai ca da tan phd nhirng nam cudi ddi éng;

Dang budn thay, c¢ong trinh todn hoc cua
Lobachevsky khéng dugc cong nhan rong rai khi ong con
song. Tuy nhién, 6ng van tiép tuc xuat ban. Ong ciing
xuat ban mot phan cong trinh ctia minh bang tiéng Phap
trén mot tap chi toan hoc hang dau thdi dé vao nam 1837,
va mot cudn sach bang tiéng Dirc nam 1840 vé li thuyét
song song. Cudn siach nay gay an tugng manh cho Gauss,
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ngudi sau d6 sap xep dé bau Lobachevsky vao Vién Han
Iam Khoa hoc Gottingen, d6ng thoi hoc tieng Nga dé doc
phan con Jai ¢dng trinh cua Lobachevsky. Tuy nhién, theo
théi quen, Gauss khong cong khai tuyén bo tng ho cong
trinh nay. Lobachevsky chét trong mu loa, nghéo kho, va
trong noi dav dén tam can vao ngdy 24 thang 2 nam 1856.

Farkas Bolyai nghi day tir nam 1851, va méat vao ngay
20 thang 11 nam 1856 sau khi chiu dung mot loat cic con
dot quy, dé lai ngudi vo thy hai. Ngudi vo dau tién enia
omg da mat vao ndm 1821. Di chic cia 6ng tom tat mot
cach chua cay cudc doi sau khi trd vé tir nude Piic nhu sau:

“Cho dén khi tro ve tir nuac Puc, dé da {a nhiang binh
minh cta niém hr vong ve nhimg ngay tuvét dep, -
5 - Lo N 2 z ' - N -
nhung chi sau mot vay ngay day ap lua nong cang bang
oid, da trg thanh nhing ngay mua tren baw trat ludn u

am, cho dén dgt tuyét lanh gan day.”

Nani 1833, Janos Balvai nghi huu, vé & trén mét manh dat
ciia gia dinh, thira hudng tir ba ndi. Ong bat dau quan he
mot cdch hygp phap véi mot phu o ma cha caa éng da
tirng khong chip thuan, va la nguyén nhan dan dén méi
bat hoa gitra hai cha con. Ong tiép tuc theo dudi todn hoc,
nhung cach xa xu thé cha dao. Gauss da nhac Bolyai cha
vé cony trinh ctia Lobachevsky, ma ¢d 1é tir d6, dén nam
1846, Janos mai biét vé bai bao nam 1829. Janos lap lai

* Trich tir J. J. O'Connor va E. ¥ Robertson, tiéu sa truc tuyén cia
Farkas Bolyati

(www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/history/
Biographies/Bolya_Farkas.htil).
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chimg minh trong bai bdo nay theo ciach cua minh, ghi
chi can than va viét voi cac suy nghi dau don cua dng. Sy
neudng mé ctia ong ddi vai lap ludn cua Lobachevsky
duoc nhan manh bdi nhitng suy dodn den téi cho rang
[.obachevsky khong ton tai, tit cd i la do Gauss dung
Ién dé cudp cong cia ong. Janos két hon vao nam 1849,
sau kv Hungary tuyén bé doc lap, bo vo nam 1852, va
chuyén tir todn hoc sang cong viéc tim ra mot i thuyct
tong qudt vé kién thie. Ong qua ddi vi bénh viem phoi
ngay 27 thiang 1 nam 1860, tho 57 tudi. Ong khang cong
bo ol nua sau ban phuy luc trong cudn sach cua cha minh,
nhung d3 dé lai hon 20.000 trang ban thio chép tay vé
toan hoc. Nhimg ban thio nay hién nay nam ¢ thu vi¢n
Bolyai-Teleki & thanh phd Tirgu-Murcs.

Ngay ca vao nam 1850, rat it ngudi cong nhan nhimg
dang hinh hoc kha di ma trong do tién dé tha 5 khong
ding. Néu Gauss ndi ra, moi chuyén da ¢é thé khdc,
nhung nhimg nam cudi doi, 6ng tham chi con budc ra
khoi thé gioi khoa hge. Ong mat ¢ Géttingen vao nam
1855 ma khong cong bd bat ci diéu gi vé tién dé thi 5.

Theo thoi gian, két qua cua Gauss, Bolyai, va
Lobachevsky dan tr¢ thainh mdt phan ctia xu huéng toan
hoc chu dao. Viéc cong bb cac buc thu cua Gauss sau khi
dng qua doi va nhimg ¢hi chép khoa hoc da lam ro rang
Gauss 1a ngudi dau tién phat hién ra hinh hoc Phi-Fuclid,
va thue day su chap nhan céng trinh ctia Bolyai va
Lobachevsky. Nhu mdt sy trd tréu cudi cung, uy quyén
cua Gauss da dan dén méat sb suy doan vo can cir va hién
nay da hoan toan bi bac bo cho ring ca Bolyai lan
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Lobachevsky da it nhiéu chiu dung anh hudng ctia Gauss
qua cac con dudng khac nhau: Bolvai thi thong qua cha
minh con Lobachevsky thi thong qua Bartels. Tom Lehrer,
mot nha toan hoc kiém nhac si, da viét mot bai ca trao
phing cuc ki chua cay va rat vui nhon trong thai ki chdng
chié¢n tranh Vict Nam, bong gi6 vé ndi nhuc nha (mac do
hoi thal qua) ma ong da hat bang tieng Anh nhai theo
giong Nga nang trich:

Al fao nén e mdt thién tac nlae him nay,
Nha toan hoc ma tdt ca moi ngiroi divu nhac Lol
Niam Qrdo su nao da bien L trd thand nine ody?

Ngurdi thay vi dos it dnea bap Qi vrony phau én av khodc,

Neuor vieng dang diege vinht danh

Nawot diang trdch,

Va Nicolai [eanveich Lobachevsky la tén i ong
XNint chao

Nicolnr Jeanovich Lobach-

To1 khonyg bao 10 quin niyay dau Hén 161 gap nguo i dai
Lobactiersky

Trong motl He dng ndi v 468 b mat cua thanh cong trong
Fosin hoc:

Dao van!

Pao vin

Khéni e 36 cong trioh ctia ngudn Khdc bon khéi mét cta ban,
Hiy rhd dai sno Clriia lai tao 1a doi mdt,

Hity vi vdy ma khdng chap ndl,

Nhurng, doo van, dao van, dao oin

LY chac 2 hiw ludn got didn do fa "uluén cirtd”
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Ké tir khi tor wdp wgueni dan ong niy

L de ~ong ci 101 khéng bao Qiér mine it niva

Vit Nicolar fvanovich Lobachevsky la téi cria ong.
Nin chao

Nicolar Invawvich Lobach-

DI SAN EUCLID

Nhing no luc ching minh bat thanh tién dé thit 5 dan
dén mat sir hiéu biét thiu déo vé nhiéu két qua tuong
duong khdc. Trong 56 dé ¢6 nhisng phat biéu sau day:

G6i Euclide: Nhitng ménh dé tuvong duang véai tién dé thue 5

1. Cho mot dudng thang / va mét diémt P kliong nam
trén no, chi < chinh xac modt duang thang di qua P

trong mat phang xdc dinh béi ! va P ma khong cat /.

2. Tong cic goc trong mot tam gidc 13 180 dd (nghia 1a

hail gdc vuong)

3. Tilé cua chu vi dudmg tron véi dudng kinh 13 bang
- . - ~ N Z 2 N ~ -
nhau cho tat ca cdc vong tron, bat ké vong tron lon

hay nho nhu thé nan,

4. Cho mdt tam gide bit ki, ton tai vo so tam giac nho
hom hay Idn hon van cac goc ¢d cunyg 3 1an va cac

canh Vi & voi nhau,

>  Dinh i Pythaguras,
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Néu chung ta chap nhdn bdn tién de dau tién va mot
trong nhirmg két qua nay, tien dé thi 5 va cac két qua
khic cung s& dang. Néu ching ta chap nhan nam tién dé
Euclid, thi tat cd cac két qua trony khung trén cing sé
dung. Cong trinh cha Gauss, Bolyai, Lobachevsky cho
thiy sy ton tai cuia nhiéu dang hinh hoc ma trong dé tién
dé thi 5 - va do d6 tat ca cac két qua trong khung - khong
dung. Dieu nay ching minh cho viéc Euclid xép chung
tien dé Lh 3 nhur cic tién dé khac 1a viée 1am dang dan.
Na khéng thé dugc chitng minh tir bon tien dé dau tién.
Dé hiéu dugc hinh hoc phang quen thude dugce biét dén
tic thoi Babylon, chiing ta phai gid dinh (co nghia 1a, chap
nhan ma khong can bang ching) rang tién dé thi 5 - hoac
mét dicu g1 do ¢6 dO phic tap tuong duong - 1a sur that.

Nhung ban chat thit sy ctia cac tién dé Euclid, dac
bi¢t la tien dé tha nam, cd thé sé khong ai hicu dugc
trong nhieu thap K na. Puong nhién, ta khong thé suy
tién dé thir 5 ra tir cac tién dé khac. Va, duong nhién, ton
tai cdc dang hinh hoc khac ma trong d6 tién dé thi 5
khong dung. Nhung nhing dang hinh hoc nay khong chi
la nhimg su td md mang tinh logic, nhimg su bat thusng
sinh ra tir nhang that bai 1é té ctia bdn tién dé dau trong
viéc mo ta thuc té mot cach théa dang. Nhirng dang hinh
hoc nay cing mang tinh thuc tién, cing c¢é nhidu gia tri
giong nhu hinh hoc phang ma ta quen thudc. Toan bd
didu nay sé trd nén ro rang néu ta nhin sy vat "dang”
cach - cach “dang” nay rong va phéng khoing hon rat
nhieu, va hoan toan khdc véi cach nhin nhian hinh hoc

cua moi nguoi trurde nam 1850. Su thay ddi can ban trong
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cich nhin - da lam sdng to tit ca moi dieu vd mo dau
nhan thic hién dai ctta chung ta - duge dit nen méng v ao
nam 1854 trony bai giang tap sy cda sinh vién nhat nhat
nhung ki¢t xuat cta Gauss - Bernhard Riemann. Bai giang
nay la mat rong nhing khoanh khac vi dai nhat ¢ia fich
~0 khoa hec, va cye ki quan trong d3i véi hicu bét clia
ching ta ve cong trinh caa Poincare cing nhu vé tat ¢a

hinh hoc lnén dai va topo hoc.



Bai giang tap su

ctia Bernhard Riemann

Nhimg ngudi tu tip dong du trong giang dudng ctia MIT
thang 4 nam 2003 d¢é nghe Grigory Perelman dién thuyét
biét rang ho dang ngéi chang kicn mot cudce cach mang
caa tri thuae. Nhung nhing ngudi ¢d madt trong giang
duong cua truomg Dai hoc Gottingen, ngay 10 thang 6
nam 1854 dé nghe bai gidng ctia Bernhard Riemann, Vé
oy nen wing ning da hinh hoc (On the Foundations that
underlie Geometry), thi khong han nhu vay. b6 la dip ma
Riemann trinh bay ban thuyét trinh luan an Habilitation -
mat budi thuyeét trinh chinh thic va 13 mot bai kiém tra
cudl cimy trong mdt qua trinh dai, truyén thong cd
tha Truny ¢, ma phai vugt qua né dang ey vién maéi duge
phép giang day tai mét trudng dai hoe. Chuyén suv nghi
cvia ninh thanh tir ngu that khéng dé dang cho Riemann,
va ong da rat khé cong cho bai gidng trong sau thang
trudc dé. Ong cing da lao tam d¢ lam bai giang dé hiéu
cho tat ca moi ngudi cd mat, nhung ¢ toa that su cua ong

chi 18 mot ngudi: Carl Friedrich Gauss, thay hudng dan
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ciia dng. Rat it ngudi c6 mat khi d6 nam bat dugc ¥ nghia
hay su dot pha cua bai giang. Nhung Gauss la modt trong
sb rat it do.

Bai phat bieu thau tdm lai toan bo qua trinh 3.600
nam cta hinh hoc, bang tiéng Ditc ma hau nhu khong
can dén cac ki hiéu todn hoc. N6 khong duge cong bd cho
dén sau cai chét cia Riemann, gan mét thap ki sau, va
phai mat mot hoac hai thap ki dé trd thanh mét trong
nhirng tu tudng chu dao cua nén toan hoc theé gidi. N6
tao nén moéng cho nganh hinh hoc vi phan cia chang ta
hién nay. Néu khong c6 no, sé khong c6 thuyét tuong doi
rong, phan 1dn cic cdng trinh cua Poincaré cung nhu tat
ca cdc cang trinh ciia Perelman sé khong thé dugc nghi
dén. Xdc déng mot cich rat hiém thdy, ngay sau bai
giang, Gauss tam su vdi mot ddng nghiép ring bai thuyét
trinh da vugt qua moi mong dgi. Ong biét rang ong da
chitng kién mét thanh tyu chua tung ¢6 cua tr tué. Gauss
qua ddi mot ndm sau dé nhung éng da c6 dugce niém
hanh phuc: thodng thay trudc tuong lai.

Ngay nay, mdt phan nhd Hoc vién Toan hoc Clay va
vai cubn sach gan day, cong chang da biét dén Riemann
nhién hon* Mac du bai giang tap sy cia éng ndm trong

* Cac cubn sach d6 néi vé gia thuvet Riemann, mét bai toan ndi
tiéng ma chang ta sé néi ti sau nay, va cing Ja mot trong nhing
bai todn ma Hoc vién Toan hoc Clayv dinh gia mét tnéu do- |
Derbyshire, Prime Obsession: Bernhard Riemmnr and the Greatest
Unsolved Problem in Mathematics (Washington: loseph Henry Press,
2001); K. Sabbagh, The Riemann Hypothesis: the Grenfest Unsolved
Problent in Mathematics (New York: Farrar, Strauss, and Girobux,
2002); M. du Sautoy, The Music of the Primes. Searching to Solve the
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s nhung vi du Ion nhat coa lich str vé viéc mot su kién
khoa hoc bi danh giad thap lic duong thdi, nhung cong
trinh ctia Riemann cing da dugc cdc nha toan hoc ton
kinh. Diéu dac biét la thuong 1a tong hop toan bd cic
cong trinh cia Riemann chi géi gon trong chua day sau
tram trang - chua bang dé dai cdia mot cudn tiéu thuyét
thudc loai hayv & thé ki 19. Cubn tiéu thuyét Chién tranh va
hoa bimh chia Tolstoy dai gap d6i. Mic du tai nang nd
muon va qua doi trudc ngay sinh nhat 1an thi¥ bén muai,
nhung Riemann d3 cich mang héa hidu nhu tit ca moi
th ma dng tham gia vao.

CUOC HAI CUA RIEMANN

Sinh nam 1826, Riemann 12 moét trong sdu ngudi con cua
mot muc su Tin lanh khong tién chda. Bénh lao hoanh
hanh trong gia dinh, va Riemann khoéng bao gio thuc su
khoe manh. Me mit khi 6ng 1én bay, cha ong chinh 1a
ngudi nudi dudng cac con. Mot ngudi anh qua ddi trudc

Greatest Mystery in Mathematics (New Yark: Harper Collins, 2003).
Cudn sich cta Derbyshire da lam cuc tbt cdng viéc trinh bay toan
hoc cho déc gid khéng chuyén. Gia thuyét Riemann tham chi gan
day con dugce nhac tai trong mét cudn tiéu thuyét trinh tham (Pern
O'Shaughnessy, A Case of Lies [New York: Random House, 2005}).
Mdt cudn sach hay tuyét voi va chita dung nhiéu nodi dung hoc
thuat, mo ta cude doi va cong trinh c¢ia Riemann (tuy nhién, no dos
hoi mot kién thide toan hoc nhit dinh) 1a D. Laugwiiz, Bernhard
Riemann 1826-1866: Turning Points in the Conception of Mathematics
(Boston: Birkauser, 1999) (Pay la ban dich tiéng Anh tix tieng Purc
cua A. Shenitzer).
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ong, va ba trong sO cadc em gai cta dng cang mat sdn,
Riermann rat c6 hi¢u, md dao, va nhat nhat. Bai vi tinh rut
re, ong khong bao gic that su thoai mai bén ngoai gia
dinh riéng ctia minh, va thay cong viéc giang dav la mot
thir thach. Lam thé nao ma con trai cua mdt muc su
nghto, duagc chuan bi chu dao dé nghién citu than hoc,
mot chiéu lai ty minh dung trén buc giang dién thuvét
cho mét nhém npudi trong dé c6 Gauss, nha toan hoc noi
tiéng nhat thé gidi, ve mot cht dé chan ddng ma ty than
Gauss con khoéng dam ndi vé nd? Chic chan Riemann khi
dién thuyét ciing da biét, tronyg <O cac ¢t toa con cd mot vi
giao su triét hoc cuc ki than tuyng Kant va co thé dung
phzit lén phan bidn bat ki hoai nghi nao ve tinh wu viét
cuia Euclid. Ta chi ¢6 thé doan ve diéu gi da khién dng can
dam nhu vy, va ching ta sé cung thudng thic mot su
suy doan nho nho & phan cudi cia chuong ké ticp.

Qua trinh dao tao va nén tang cua Riemann 13 két
qua cua cac nd luc vé xa hoi va kinh té ma ngay nay van
con gép phan dinh hinh nén nén toan hoc va khoa hoc
ctia ching ta, ma vi¢c hiéu ro qua trinh dé 13 rat quan
trong. Ong hoc & nha dudi su diu dat cva cha minh cho
dén nam mudi bdn tudi & lang Quickborn tai x Hanover
nudc D, sau dé 6ng 1én tro hoc ¢ thi trdn gan d6, trong
Mot triuomg gymnasium. C)ng 1én Pai hoc Gottingen dé
nghién ciru than hoc vao nam 1846.

Nudc BPuc thai d6 giong nhu mat ndi ap suat dang
sdp stta no tung. Sau thit bai clia Napolecon, Héi nghi
Vienna 1814-1815 da khoi phuc mot cach thanh coang can
cAn quvén lue quen thude vén co & chau Au trudc thoi ki
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héon don do Cach mang Phap giy ra. Mat lien bang Pic
Idng 1éo vdi ba muoi ldm bang tu trn va bdn thanh phd
ddc lap, tu da duge thanh lap vdi muc tiéu chung la cung
ch vi thé clia cic hoang gia, duy tri cac dac quyén cho
ting lop quy tdc va gido hoi, va dap tit nhimg v tudng
kha chiu cua phong trao Khai séng. Su cai cach tu do theo
truonyg phdi cua Napoleon bi cudn ngugc trds lai, kiém
duvét duoc dp dat va bao chi tu do bi Cam.

Nhung con sau dd can sau vao trong qua tao chong
ddi. Luat 1é ha khac khong duy tri duge su on dinh, va
cang thang uon xay ra trong vong ba muoi nam. Phan
Ion dan sb van séng & ndng thon, nhung rat it nguai so
hiu dat dai ma ho dang trong trot. Lugny ngudi mai lic
mot 1én chuyén dén cdc thi xa, thanh pho. Cac cudc noy
day 1é té vé cac van de tién luong, dicu kién song, su
thiéu tu do xa hoi da bi dap tat mot cach nhanh chong va
thuong 1a da man, din dén tinh brang bao dong cang lac
cang gia ting. Ngay ca thanh phé ngéi ngti Géttingen cuia
Hanover ciing khong thé tranh khodi anh huong. Npoai
trit nhimg nam thuédc triéu dai Napoleon dudi su cai tri
clia vuong quoc tam thdi Westphalia, phan con lai thai
gian, Hanover thudc vé cac vi vua nudc Anh. Véi sy 1én
ngdi cia nir hoang Anh Victoria nam 1837, tit ca moi diéu
da thay déi. Phap ludt Hanover khong cong nhén tinh
hop phdp ctia cadc nha cdm quyen na, vi vay chac vi cong
tude xu Hanover dugc Victoria trao lai cha ong chua tré
tudi nhung cuc ki bao thd 1a cong tude xit Cumberland.
Ong nhanh chéng huy bo hién phap tuang dai ty do caa
Hanover. Bay vi gido su ndi tieng cda Gattingen - nhirng
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ngudi da kv mot 1y thu phan doi - bi dudi viec ngay sau
da, va dicu nay d3 tao ra mot lan song bat binh 1gn. No
nhanh chong lan rong ra ngoai gion han caa Hanover, bai
vi & gial doan ndv cia thé ki 19, dudng sat da lién két
nhieu ving cua Dice, va qua trinh nay da gitp cang co
mot nhan thuc mdi caa nhirmmg ngudi Hirc - do 1a viec ho
cung chia s¢ mot ngdn ng va nen ting di san chung,
Trén I\hép nude Puc, cac to chire sinh vien déu néu cao
ngon cd "Ehre, Freiheit, Vaterland” (Danh du, Ty do, To
québo).

Quyeén tu do cong dan di doi vai cam tinh chd nghia
quoc gia d3 tao lan gid méi va day quyén nang. Su thiéu
thén luong thue dd gav ra nan déi nam 1847 va dan dén
tinh trang bal on sau dd. Thang 3 nam 1848, vua Phap bi
lit 45, nén Dé nhi cong hoa clia nudc nay 1én ngdi da kich
thich cich mang tai nudc Hirc. Nhiang cude biéu tinh
khiong 16 nd ra & cac bang khac nhau dan dén su ra doi
cua mot hién phap bac dam quyén ty do cong dan va sy
hinh thanh cta mot co quan chinnh phu dan cha do dan
bau. Ngay ca hai bang quyén luc nhit, Ao va Phd, cang
da bi Anh hudng sau sac.

D6 1a nén tang xa hoi clua nhimg nadm thang mang,
tinh dinh hinh nhat caa nhan cach tri tué Riemann. Mot
théi gian ngan sau khi dén Gattingen vao nam 1846, ong
theo hoc mot vai mén toan, va viét thir xin phép cha
chuyén tir than hoc sang todn hoc. Véi su cho phép cla
cha, Ricmann da trai qua nhirng ndm hoc 1847-1849 tai
Berlin - chinh 14 noi khoc liét nhat cda cude cach mang.

Dieu d6 cung dua ang dén véi trung tam cua su hoat
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dong toan hoc séng dong nhat trén the givi. O d4, cac
gian su toan hoc néi tiéng nhu [akob Steiner, Carl Jacobi,
Lejeune Dirichlet, va Gotthold Eisenstein, thu hit sinh
vién tir khdp nai cia chau Au. Giai tich duoc ap dung vao
cac hé thong tinh todn mai, vdi cac két qua tuyet vai. Cac
ham s& mé&i véi nhimg dac tinh dang kinh ngac duéng
nhu dugc kham pha mai ngay. Cac kham pha toan hoc,
két hop voi bat on xa hdi va chinh tri ciua nhimg ndm d6,
da tao ra mOt maoi truong phong phy, thu vi va hoan toan
hon dan. O d6, Riemann da Imh hoi duge chuyén nganh
giai tich phirc va rat nhiéu nganh toan hoc mdi. Ong tiép
thu dwroe rat nhica by Dirichlet, mot ngudi thy hudng nén
gidao duc Phap va ¢d cach tu duy trivu tugng rat gidng vai
Riemann.

Cach mang bi dinh bé sau nhi¢u thang phéat tricn.
Pén mua thu nam 1848, gidi quy toc Pho da gianh lai
quyén kiém soat Berlin, quan ddi lai can quét dudimg pho.
Cudc cach mang bi that bai. Sy dan ap trd lai va hang
tram ngan ngudi di cu qua Mi, gia nhap dong ngudi di
tranh nan déi tir Ireland. Su that bai cia nhang ngudi
cdch mang, hav con goi 1a nhirng ngudi Bon muai tam, va
su 101 hen véi siy théng nhat mang tinh dan chi sé gay ra
hiu qua tan khoc sau nay trong thé ki 20.

SU XUAT HIEN CUA TRUONG DAI HOC NGHIEN CUU & BUC

Tuy nhién, chinh hoan canh dan dén cudc cach mang da
dong vai trd quan trong trong su hinh thanh cia mot
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trong nhimyg vinh quang coa thé ki 19: hé théng cac
truong dai hoc nghién ctru cua Pdc. Pay 13 md hinh gido
duc cé hiéu qua nhdt trong viéc sang tao va truyén tai
kién thue da tirng xuat hién trong lich st loai ngudi. Bang,
viec nudi duong nhan tai va tao mdi trudng cho nhiéu ca
nhan ¢6 tai nang nhu Riemann phat trién, cac truong dai
hoc nghién ciru nay da dua nuéde Duc nédi 1én trdg thanh
luee lugng dang, dau thé £101 vé khoa hoc va toan hoc cudi
thé ki 19 va dau thé ki 20.

Ngav nay, ching ta mac nhién céng nhan vai tro caa
cac truang dai hoc trong cdng cudc tao lap tri thuc.
Nhung 130 nam trude, vai trd nay chang ré rang chat
nao. Tronyg the ki 18, khoa hoc va toan hoc duge giang
dayv chd véu O cac hoc vién quér: gla hoac dia phuong da
gidh quy toc tal 46 bace trg. Trén hau hét cac vung dit
chau Au, su bao trg nhu vay rat han che. Vi du, tai Anh,
ung ho tat chinh tir hoang gia cho Ho Khoa hoc Hoang
gia hau nhu khéng dang ké, va tean hoc phan lon danh
riéng cho nhiing nguoi dam mé nghiép du ¢é nang khiéu
- nhiéu ngudi trong sd dé ¢é vi tri trong truomg dai hoc
ma tai dé nghién cru khéng phai Ja mot phan cua yén
cau cong viée. HH trg tir hoang gia cho Vién Han 1am Pho
thi nhi¢u hon, va vién han lam nay 1a trung tim ca khoa
hoc va toan hoc trong thé ki 18 & Dic, mac du cac trudng
dai hoc - dac biét 1a nhung trudng mdéi nhu Gottingen -
mdt 12 nhitng trung tAm nim git vi {ri tién phong trong
mot vai mon khoa hoc. Cac hoc vién nghién citu caa Phap
tap trung chi yéu & Paris™ va dugc hd trg mét cach tuong

™ Cach mang va Napoleon da tap trung hoa hon nia gido duc va
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doi vé mat tai chinh Cach mang Phap da co tac dung tét
déi vai nen khoa hoc Phap. Than hoc bi day ra ngoai
Khoa hac 1én ngdi thdng tr. Va tadn hoc 1a nir hoanyg cua
cac mOn khoa hoe Pau thé ki 19, Paris 1a trung tam trf tué
ctia the gigi. Cac truong dai hoe Phap luon dimg cao hon
cac truomg dar hoc caa nuoc khace trong cong viéc giang
day, va tham chi con cav hon nira & caic mon Ii luan va
nhan van.

Bat ki a ¢6 1i tri déu khong thé dy doan rang trong
nhong nam dau 1800, Berlin hoac bat cir noi nao klhae ¢
e, se som canh tranh voi Pans trong val tro 12 trung
tam khoa hoe va toan hoc. Due di sau Anh, Phap, va Tdy
Ban Nha trong hau hét mei linh vue. Pitc cham tré trong,
viec thdng nhat dat nudc. cham tré cong nghiép haa,
cham tré dd thi hda. Chién théng trudic Pho ciia Napoleon
tai Jena nam 1806 duding nhu bao hidu rang the ki mai ¢o
khd nang thuoc vé Phap. Hoi nghi Vienna cang cd su chia
cat, dam bao ring cac tiéu bang Duc s¢& khonyg sap nhap,
va rang nhimg diéu kien xa hoi va kinh té cby sé biép tuc
ap dat.

Tuy nhién, nghich Ii thay, su chia cat, sur canh tranh
gitra cac hén bang va su tuong Jd6i lac hau coa nén kinh té
nudc Pac da tao ra dong luc cho cac truong dai hoe vueon
lén 160 manh. Vua chia dia phuaong tu hao ve cac truanmg
dai hoc ctia ho, va ho trg cho chiang mét cich nhieu nhat
trong kha nang cd thé. Cac gido su toan nang khong
nhiéu, va thuong duoc tidn clr béi cdc gido su toan nang

quan li & Faris. Nhung ngay cd néu muon thi nguoi Chap cang
khaong thé phan tan tha i duoc.
g | 4 .
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khic. Cac truong dar hoc gianh giat nhimg gido su gioi va
quan trong nhat, do vay ¢da¢ ¢a nhan dugce b6 nhiém dua
trén oo s thianh tuu cua ho, Thaong 1€ thud gido su gion tu
truong khac tao co haot cho hgp déng cua ho dugc dam
phan lai va dem lai th¢ manh cho ting gido su trong khi
thuong thdo cac dieu kién lam viéc. Nho vay, Gauss da
yéu cau Gottingen lap mat dai thién van danh riéng cho
dng. Hon nta, dieu kién xa hoi da cho phép su nghiép
hoc tap trd thanh mét phuong tién thang ticn cho thanh
nién Ddc. Do nhu cau va su canh tranh cao cua su nghiép
hoc thuat, cac gido su dang tien hanh cac nghién citu
mang tinh chat mai nhon ¢ nhiéu co hoi hon trong viéc
thu hut sinh vién gioi. Piéu nav cang dem Jlai danh tié‘ng
cho truong dai hoc, va rdi danh tiéng do lai thu hat nhicu
gido su gidi. Va cir tiép tuc nhu vay.

Theo kinh nghiém ctia nuéce Hire & the K 19, su di doi
clia tudi tré va kinh nghiém, nghién ciu va gidng dav, da
lam cho cac truong dai hoc trd thanh cac trung tam
nghién ciru khoa hoc mét cach rat tir nhién va déy tha vi.
Nha tedan hoc va trict hoe Alfred North Whitelhead da cd
nhan xét rat xac dang khi viét, Y nghia xac thue caa mot
trudng dai hoc nam & chd no phar dam bao sy lién kot
gifra kicn thue va niém say mé ctia cudce song, bang cach
dem thanh nién va ngudi cao tuobi lai gan nhau trong mot
thé gigi tuang tugng ciia viéc hoc... Bi kich ctia the ¢idi la
ngugi glau tri tuong tugng thi lai it kinh nghiém, va
nhang ngudi co kinh nghiém thi lai c6 tri tudng tuong
yéu at. Ké ngu mudi hanh dong theo tri tudng tuong ma
khong cé kién thic; ngudi théong thai gia tao thi hanh
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dong theo kién Lhac nhung Khonyg co tri tudng tuong,
Nhi¢m vu cua trueang dai hoc la hoa quyén bri tudng
turong va kinh nghiém vai nhau” Khong phai ngau
nhign khi ma déng gép mang tinh quyet dinh trong cac
nganh khoa hoc va toan hoc thuang duge thuc hién bai
nhing nguoi tré tudi. Nhimg linh vue nhu vay thuong
phdt trién dua trén nhung thach thac hon la vao su thu
nap tri khou. Trong khi ¥ Dire, ngudi ta ¢é the duge bd
nhiem lam gido sir & do tudi tuang ddi tré thi cac vi tri tht
nhat tai Phip nam & Vién Han lam Khoa hoc Qudc E!
hay College de France”. Cach mang Phap da kich thich
su phdt trién cda khoa hac béng cach Lo nhiém nhieu vi
tri trong nhimg td chic nay, qua dé tao diéu kién cho céc
cd nhan tré Tuy nhién, cic sy bo nhiém thuong Ja tron
ddi, va, khi the ki 19 di qua, nhang vi tri & cac hoc vién
nhu viy thudng dén fay cic nha khoa hoc ray toan hoc
sau nhirng nim ma kha nang tudng tuong cua ho 13 Ot
nhat da troi qua - nhing nan do, ho cuc nhoc lo viec cai
thién vi try vicc lam va danh it thoi gian cho nghién coo.
Tat nhién, sy canh tranh giua ¢ac th chac giao duc
dao tao (va gitra cac hoang gia had trg ho) khong phai 1a

nguven nhan chinh lam dav len cdc truong dai hoc

¥
L

A N Whitelwad, "Universitics and Therr Function®, trong Thw

Amis of Education and Other Essaus (New York: Macnullan, 1967), 93
= MSt hoe viea nghién cru Khoa hoe dic bict cua Paris, Phap. Huc
vien ¢é nhicu khoa khae nhau licn quan dén khoa hoc tu nhicn,
khoa hoc xd Wor va nhan van, Hang nam, hoc vien t6 chae nhidu
khoa hoc khide nhav mien phi danh cho moy ngudd Negay nay, cac
Mida hoc nay cing duoc ghi hinh va dua len trang many ¢ia hoe
wien. www.college-de-france.fr,
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nghién ciru. Thang lgi cia Phap duw quyén Napoleon
nam 1806 ciing gidn tiép gop phan. No gay ra rat nhiéu su
tu van luong tam & khép cAc tiéu bang cua Pic, va tao
diéu kién cho mot 56 cd nhan nam ngoeai he thong truong
dai hoc déng gop vai trd trong viée nang cao chat Jugng.
Hai trong 56 d6 la anh em von Humboldt. Wilhelm (1767-
1835) 1a B truong Bo Gido duc Pho he nam 1809, giam st
su phat trién mot he théng nham cung cﬁp mét nen glao
duc tot dep cho mai tang lop xa hai. Pai hoc Berlin md
cira nam 1810 vdi muc dich ro rang la @ thanh trudong
dai hoc 16t nhat trén thé gidi. Alexander (1769-1859), mét
hoc @id, danh phin thira ké giau ¢d ctia minh cho moét
Chuyéll d1 kéo dai nhiéu nam nham kham pha cac viing
Amazon. Pugc dao tao nhu mdot nha dia chat, ong lam
vice trong nhiéu nam dé bién soan cudn sach dd sd mo ta
chuyén kham pha caa 6ng. Ong trao ddi thu tx thueng
xuveén vai nhiéu nha khoa hoc hang dau thai dé. Khi ¢
Mi, dng da t&1 tham Thomas Jefferson, lac d6 dang trong,
nhi¢m ki téng t116ng tha hay cua minh.

Ca hai anh em von Humboldt déu yéu thich dm sbng
tri thite tar Paris, va quyét tdm tao ra mot ban khong khi
tuong tu tai Berlin, Alexander dac biét danh g1a cao toan
hoc, dng co cong ho trg v mat tinh than va tai chinh cha
mot 6 nha toan hoc tre tudi & Berlin. Pai hoc Berlin da
rat nd hue dé thu hat Gauss ra khoi Gottingen trong thap
ki 1820, nhung Gottingen da danh bat 1&i mai d6 va cd
gitr dng & lai. Tuv ahién, mot khoa toan day sinh khi da
duge thanh lap trong nhing nam 1830 tai Dai hoc Berlin.

Alexander d3a tén nhiéu cOng sic dé van dong dua
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Lejeune Dirichlet vé DPai hoc Berlin. Syt bé nhiém nav gay
tranh cai nhung sang sudt, Dirichlet thuc su dem lai stic
hat tri tué cho Berlin va ¢6 anh hudng mot cach dac biét
dén Riemann.

Mot ca nhan khac ndm ngoai hé thong cac truong dai
hoc va ciing da co dong gép mang tinh chat quyét dinh
cho nén todn hoc Buc 1a mét cong chic dan s Phé tén
August Crelle. La mét ki sir dan dung, 6ng rat thich toan
hoc va da thanh lap mot tap chi toan hoc hang dau trén
thé gidi tai thoi diém d6: Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik.” Mac di mang tén do6, tap chi nay
hau nhu chi danh ¢hd cho toan hoc co ban, va van tn tai
dén ngay nav. Hién nay ciing nhur lac d6, né duac biét
vai tén got Tap chi ciia Crelle (Crelle’s journal). Crelle gan
nhu khong bao gidy sai lam trong viéc phét hién ra cac tai
nang toan hoc, éng da cho xuat ban rat nhiéu cong trinh
ngay nay trd nén ndi tiéng cla cac nha toan hoc tré tué
nhung chua duge biét dén thai d6. Cung gidong nhu
Alexander von Humbaldt, 6ng quen biét, khuyvén khich,
va gitip d& nhiéu ngudi trong s6 ho.

Pen gilta thé i 19, cac truéng dai hoe Duac khong
c6 dbi thit néu xét vé chiéu sau va chit lugng cta toan
hoc va khoa hoc. Ciing gidng nhu cac trudng dai hoc
thoi Trung co trude day, cac trung tAm nghién ciru nay
ra ddi mot cdch tu phat trong mot moi truong dac biét
thuan lgi. Pay la nhing td chitc hinh mdu cho cac

™ Tua dé cua né duoc dich thanh Tap chi todn hoe co bin va itng dung
(Journal for Pure and Appliecd Mathematics).
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truong dai hoc 1on cba ngay nav, va dong vai tro then
chat trong stf bung nd cda toan hoc va khoa hoce - da
Hép nhién léu cho thoi dai chiang ta. Nhwmg trudmg dai
hoc nay dem lai sy ty do cho simh vién. so huau doi nga
CAc gido sur biét cach wom mam tai nang, dac biet dao
tao tan tAm ngay ca doi vdi mot ngudi ¢ \u hudng
somg n61 tam nhu Riemann. Khi trd vé tu Herlin nam
1849, 6ng nghién cdu vat Ii va triét hoc, va hoan thanh
chuang trinh tién st nam 1851 dud sy hudng dan cia
Gauss Luan dn cua 6ng phi thudng xet @ moi khia
canh Ricmann s dung mot nguvén i ma sng xem la
minh hoc duse tu Ditichlet d¢ tav va nhimg budc tién
rat lom trong mot linh vie mdi got la gidi tich phie. Linh
vuce nay 1a két qua caa viéc ap dung cac phuong phap
aiai Heh dai vor s& phire - cac sb thu duge bang cach
cony thém vao sO thue can bac hai ciia mot s6 am.’
Gauss ca ngai tinh dd6c dao cda Tuan an Riemann trong
ban bao cao ctta puinh va tim da mai cach de Riemann &

lai Gottingen sau khi bao vé luan an.

TR higu &4 stodung neay nav cd mat lich s mény rat dat ma
ching ta khong ban t61 o dav. Ban ¢ (hé xem s fhe ta mar 5O am,
bang khong hay mot «h duong ¢ thé viét bang mot <6 thap phan
(€A E Ly v0 58): A6 T mn 6 nguyvén cdng vim mor sd tir 0 din 1 véi
Kha nang md rong dén vo b 56 sau dan phay S6 1088901,
T=3041592. -1 4142, (= -V21, 1000, 0 va -317.2 12 56 thuce. 56 phuc
duyrc tao ra bany cach thén vao so thue can bac hai chia mot <6 aon,
Cac ~3 phace c6 thé duoe vidt dudi dang a+ib trong 46 =-1 va a. b
la cac s6 thue
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BANG HABILITATION

Tai Dae, cang nhu cac nudc khac, qua trinh hoc tap
cing giong v nhimyg gl ma Bai hoc Paris thia hudng
tir thod Trung co. Mat sinh vién dau tién sé lam tién s,
bing nay cho phép anh ta (c6 rat it phy ni - do tuc 1é xa
hoi va dinh kién cong khai khién ho rat kho khan theo
dudi nén gido duc dai hoc) trg giang trong cac khoa hoc.
Nghién cau sinh sau khi tot nghiép se tiép tuc nghién
ctru ludn an cao hon ludn 4n tién si, cong bo két qua qua
mot bai vidt (Habilitationschift, hodc luan an Habilitation),
va Irinh bay mot bai thuyét trinh nham chire trudc cong
chang (bai thuyeét trinh Habilitation). C4 hai tic pham -
bai vict va bai thuvét trinh duge danh gia boi mat hai
ddng cac gido su. Sau khi nghién ciqu sinh qua dugc ki
sat hach Habihtation, anh ta ¢6 thé duge bé nhiém vao
cac truang dai hoc nhu la mat gido su dac bist, yan
gidng vai chire vi trg i gido su & truong dai hoc Mi ngay
nay. Luong rat thap. Cac vi gido su dac biét mdi duge bod
nhiém nay cé quvén dugc dua ra cac gido 4n clia minh &
trzng dai hoc, va ¢6 thé nhan duge mét phan tir 56 tién
hoc phi ma cac sinh vién tra dé theo hoc cac khoa hoc
cia ho. Néu khoa hoc thu hat mat s& lugng dd nhién
cac sinh vién, s tién 46 cung du dé séng. Tat nhién, su
dam bao va mot thu nhap cao hon chi dén khi ho duoc
bd nhiém vao mét trong vat 7t cdc vi tri gido su thudong
nhiém (professar ardinarius). Khi do, tién luomg cho mjt
vi tri nhu vay sé duoce bao dam va thanh todn bdi chinh
quyén bang.
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Pé chuin bj cho bai thuyét trinh nham chic cda
minh, Riemann dua ra ba chi dé ma éng duy dinh sé dung
dé phat biéu sau nay vai khoa. Ong da thuc hién mot
cOng trinh mang tinh dét phd lien quan dén cha dé dau
tién, chi dé tha hai thudc vé pham vi ma 6ng la mot
chuyén gia, va cha dé thir ba 1a Ubey Hypothesen die der
Geometrie zu Grunde liceen (Vé nhitng nén tang nang da
hinh hoc). Riemann da tirng khéng nghién ciu bat cd
diéu gi lién quan dén hinh hoc, mac du dng han da phai
tu duy ve chu dé nay trong mét khoang thai gian nao do.
Quyén lua chon chi dé lai roi vao ngudi hudng dan, tac
14 Gauss, va lrong thuce té, ngudi hudng dan thudng chon
chi dé ma ung cr vién cam thdy thoai mai nhat. Tuy
nhién, Ganss da chon chi dé tha ba, chu d¢ ma Riemann
da danh thai gian nghién ciru it nhat. Ngudi ban va déng
nghiép ctia Riemann la Dedekind viét rang Gauss da pha
vy maot truyé’n théng va lua chon cho dé thu ba "béi vi
dng thich tht mudn biét chang trai tré kia sé xtr li moét cha
dé qua kho nhu viy bang cach nao."”

Chi tiét vé mdi quan hé gira Gauss va Riemann bj
mai moét theo thoi gian, vi vay khéng ¢é cach nao dé biet
lf do cua Gauss déng sau su lua chon chu dé. Bdi vi ho
coOng tdc ciing mot chd, khang ¢6 bac thu viét tay nao
gia ho luu lai viec trao d6i cac y tudng. Cho tr('.c)ng nay
dugc lap day bang du moi suy luan, trong dd cd mot suy

7 R. Dedekand, "Bernhard Riemann's Lebenslaui” trong 11. Weber,
bien tap, Berniwnd Riemami's gesammelte mathematische Werke nnd
wissenschlaftiticter Nachlass, 2nd ed. (Leipzig: Teubner, 1892), 553.
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luan cho rang Gauss khdng hoan toan danh gia cao kha
nang cua Riemann. Diéu nay cé vé nhu khong dung, vi
c6 bang chung viet tav cho thiy Gauss rat ngudng md
luan 4n cta Riemann va da co gitr 6ng & lai Gattingen. Vé
phan minh, Riemann biét rat rd cong viéc cuia Gauss.
Tham chi néu Gauss va Riemann da khong trao dai vé
hinh hac, thi Riemann cng chic chin c6 thé doan ra mo
quan tam cua ngudi thiy hudng din vé cic nén tang co
s& cta hinh hoc thong qua cac cong trinh ctia Gauss vé bé
mat trong khong gian ba chiéu va bai diém sach ctia éng.
Hon thé nia, Riemann rat than can véi Wilhelm Weber,
nha vat I tai ndng va 13 con ré cua Gauss. La mot trong
bay gido su cha Gottingen bi sa thai bdi vi cong tudc phan
dong, Weber duoc phuc chic trong cudc cdch mang nam
1848. Gauss rat tin tudng Weber va luén théng tin cho
Weber vé ¢ong viéc cia minh vé tién dé song song va
hinh hoc Phi-Euclid.

Nhin chung, that khé c6 thé chdp nhan gia thuyét
rang Riemann lai khong nhan ra viéc dua ra mot bai
thuvet tnnh vé nén tang ciia hinh hoc la khong thé cudng
lai d6i véi Gauss. Nhung didu nay khéng ngin can dng
cAm thiy héi tiéc vi da liet k& hinh hoc la mdt trong ba
chtt d¢ tiém nang. "Con ngay cang tin rang Gauss da
nghién ciru chu dé nay trong nhidu nadm qua, va da ban
vé nd vai mot sa ngudi ban (Weber la mot trong nhing
ngudi do)", Riemann viét cho cha. Vé phan Gauss, dng
khoéng dén ndi qua du tri khi choa cha dé nay néu ong
khong nghi rang Riemann sé ¢é mot cai gi d6 tha vi dé
trinh bay vé né.
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D gi di na, chang ta cang phar cam on Gauss da
bat budc bai thuyél trinh phai dién ra. Bai thuyét trinh
cua Riemann - vi vay ré rang 1a huong den rieng Gauss -
bat dau bang két qud ctia ngudi thav vi dai va Hr do bicn
déi hoan toan nhing két qua dé.

RIEMANN DA NOI GI

Pau tién Riemann phan biét khai niém khong gian vai
hinh hgc: hinh hoc duge xem nhu 1la mot cau truc phu
nam trong khéng gian. Ong dinh nghia mot khonyg gian
la mot tap hop cac diém, va mot da tap la mot loai khéng
glan dac bic¢t bao gSm cidc Khu vuce ma céc diém cva
ching cé thé dugce dat tén bang mot tap hop cac sb.

Da tap don gian nhat, thudng ky hicu la R, 1a truc sb,
- nghia la, chung ta tudong tuong ve cac 8 thuc mot cach
hinh hoc bang cdch nghi v& chung nhir cic 56 tuong ung
vai cac didm trén mét truc dudmg thang. Dé lam didu nay,
hay vé mot dudng thang ma ching ta fudng hiromg rang
chuing kéo dai mai mai ra ca hai phia. Ta chon mét diém,
gan diém d6 vdi sd khong, chon mot dom vi chiéu dai (vi
du, mét cm, mot inch, mot sai, mot nam anh sang...), va
chon mat hudng tir s& khong (tong cong chi ¢ hai
hudng) ma ta quy dinh 1a hudng duong. Dbi vai mdi s6
thue duong, chung ta gan né vao diém nam trén phan
duang cua truc $6 va cach xa s0 khong mdt khoang cach
bany dang so lugng don vi chieu dai tuong ang vdi do

. 5 £ . on x - ~ . - - < .
1dn cia no. Pbi véi mbi 56 dm, chung ta gan né vao diém
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nam trén phan am cta truc $6, beén tay trar cach xa sd
ichong Mot khoang cach hiang dang 6 luong don vi chiéu
dat tuong ung vai dé 1an cda no.”

Da tap don gidan nhat ké tiép la mat phang R?, ma
chung ta ¢ thé nghi no tuong ang vai nhing cap s
thuc. Dé 1w dicu nay, hay tuong tuang cac trang cua
cudn sach nay kéo Jdai vo tan lén trén va xuong dudi, qua
phai va qua trai. Chon hai truc s khac biét cat nhau tai
diém tuong (ng vat s khong cia mdi truc. Cach quen

"V do, ve mdt phan coa duong tnang nhu vay, clion mot dem &
giira Tam so klhong, lay centtimet Jam don v chueu dal va huong bén
phai la hodng duang, 1a sé co:

l_)\ hueng duong
4 »
BN

don vi chido da

Hinh c. Diém 0. don vi d5 di: v2 huéng duang.

F

Dé xac dinh < 1, ta chon diém cdch diém 0 dang 1 centinlet vé phia
phal. Dé xac dinh 54 2.25, ta chon diém cach diém 0 ding 2.25
centimet vé phia phai D¢ xidc dinh cde sd am, ta chon diédm cich
diém 0\ ¢ bén tridi: -1 dng voi drém cach deém 0 dung 1 centimet ve
bén trdi, -2.25 cach deém 0225 don vi vé bén trai, va ¢t tiép tuc nhu
Ly
-2.25 -1 0 1 2.25
T T I | 1 >

Hinh d Tryc sb.

Can s& 100000 thy »a0? S6 d6 khéng nam trén trang gidy nay
nhuang van nam trén true s6, cich ching ta 100.000 centimet vé bén
phai.
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thudc 13 vé truc dau tién ndm ngang vdi hudng duong
nam ¢ bén phai, truc thi hai diing thang vdi chiéu duong
hudng lén trén. Day chi 12 quy udc, ta ¢d thé chon cac
cadch khdc nhau dé dinh huéng cho cac truc s6. Tuy
nhién, diéu quan trong la mét khi da chon xong nhirng
truc s6 nay, ching ta lién két timng cip s6 vdi mat diém
trén mat phang, bang cich xem con s6 dau tién trong cap
56 d6 a khodng cach song song véi truc thir nhat, hudng
duoc quy dinh bdi dau Am duong va s6 thit hai trong cap
36 d6 la khodng cach song song vi truc thi hai.”

7 V1 vay, cap s (2, 3) tuong uang vén diem trén mat phéng ¢S hai
don vi 46 dai trén truc thi nhat vé huong duong va 3 don vi trén
truc tha hai. Cap (-1, 2.2) tuong ung vén diém cd 1 don vi 3o dai
trén truc thi nhat vé phia Irai va 2.2 don vy song song voi truc tha
hai vé hudng duong,.

T °
. - {2| 3)
(-1, 2.2)
T
} —t >

Hinh e. Mt phing duéi dang cic clip sb-

Nhan day, nén chu y rang thir tu cac s6 trong cap sé tat quan trong;
Ta co y chon (2,3) va (3,2) 1a cdc diém khde nhau. Va chang dang
that 1a khac nhau. Néu ban chon cic truc theo cdc hudng khac
nhau, ban vin ¢é thé lién két mdt cap sd voi mot diém trén trang
gidy. V&i bat ki cach nao di nira, ciing 6 sy tuong Ung giifa cac cap
sO va cac diém trén mdt trang giay kéo dai dén vo tdn vé moi
hudng ti trang gidy.
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Khéng gian ba chicn RY1a tap hop trong da cic diém
[a cac DO ba <6 thue (cimy 2iong nhr R2, tha fur 1 rat quan
trong). Trudic ticn, chong ta hay Ianh dung khong gian
nay mot cach hinh hoe bang cach chon ra ba truc 56 cling
giao nhau tai moc 86 khong ciia mdi truc va khong c6 truc
nao nam tren mat phang tao boi hai truc kia. Ta khong
thé vé khéng gian nay trén mot Ly giay (vi néu nhu vy
thi ca ba truc s& nam trén cing mot mat phang cua td
gidy), nhung chung la co ihé vé hai truc trén mat phang
cua tar gidy, va tuong tugng truc tha ba dam ra khoi to
giay tie ginoa diém cta hai truc kia va vuong géc vai ca
lai’™ Vi du, chang ta tudng tugng vé bd ba s (2, 3, -1)
nhu 13 no trong ang vai diém co hai don vi d6 dai vé

: ’ £ = " . ,
hurang duang caa truc so dau tién, ba don vi theo huong,

" Theo cach truven thong, ngun ta tudmg, tugny ba truc nay dugc
bop L o dau mot it voi anh sang dam & dang sau va ve bong cua
chung xuons maiat phing nhu rong Hinh £

Hinh £ Bidu di&n bd ba sb thuc.
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duong, cua truc $& thir hai, va mot don vi thea hudng am
cuia truc s th ba.”™ Bo ba sb (2.5, -1, 3) tuong (g véi mot
diém hhac c6 2.5 don vi do dai vé hudng duang cua truc
5O thu nhat, 1 don vi d§ dai theo hudng am cua truc 5O
thit hay, va 3 don vi &g dai theo hudng duong cua truc SO
thir ba. Ta tudng tugng khong gian ba chiéu kéo dai dén
v tan vé moi hudng, mdi bo ba +& duac gan vdi chinh
xac mot diém.

Riemann khong dimg lai vdi cac con 0, cac cap 9, va
cac bo ba s6. Néu n 1a mot s&6 nguyén duong bat ki, ta ¢
thé lién tuong dén mot tap hop cac bb-n-sé-thire-co-thii-tir
nhu Ja mdt khéng gian - goi la khong gian-thuc-n-chiéu
va ki hidu la R". Méi “diém” cia nd 1a mdt bé-n-so-thie va
né cé n-chicy bdi vi né can n sd dé xdc dinh bat ki mot
diém nao. Chung ta khong thé ¢6 hon ba hudng ddc lap
trong khong-gian-ba-chiéu, bdi vi, vi du nhu néu chung
ta bo tri mot truc thit tu trong khéng gian ba chieu, thi cac
diém trén truc tha 1 cd thé dugc mo ta bang bo ba s6

Vi quy udc nhu trén, ta cé thé vé bd ba 56 (2,3, 1) nhu Hinh g,

truc sd thit ba

truc s& thu hai

(2,3,-1)

truc s8 thy nhat

Hink g Hinh vE bd ba sb thyc.
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bicu dién vi tri ctia né ddi véi ba truc dan tién. Mac du
chung ta khong thé thuc su vé duge modt bic tranh cha
khong-gian-i-chiéu néu n 16n hon 3, nhung diéu nay
chang c6 gi ki la hoac khong tudng. Vi dy, néu n 1a 5, thi
khong-gian-nam-chicu chi 1a tap hop cta cic bd nam sd
thuc. Chdang ta déu da biét thé nao 1a cac s thue, va mot
bo-nam chi la mot tap hop ¢ tha ty cia nam sO ma thoi.
Vay thi dau 1a van dé néu ching ta khong thé vé né? Mot
da-tap-n-chiéu la mdt tap hop ma trong dé tap hgp cac
diém & 1an can mot diém bat ki gidng nhu (nghia 13, dong
phdi véi) mot khu vuc cua khong gian-i-chicu. Cung
gidng vai trudng hop ma n bang 2 hav 3, doi vai 7 bat kj,
da tap n chiéu don idn nhat 1a khong-gian-thyc-n-chiéu
va c6 vo so cac da tz_)p-n—chiéu khac né. Riemann tham chi
cOn chﬁp nhéan cac da tap ¢6 s6 chidu la vo han.

Euclid da xay dung dang hinh hoc mang tén ong duya
trén mot s6 thuat ngiy ma 6ng ty dura ra dé md ta chang,
nhung nhitng ma t3 dé thue chat khong dinh nghia
duoc: diém, dudng thang, mat phang Bung viy, ta cd
thé lién tudong mat diém nhu mot con s, cac diém tréa
mdt dudng thing nhu la tuong tng mot-mat vdi cic so
thue, hay cdc diém caa mét mit phiang la tuong ang mot-
mot véi cac cap s6. Nhung dé hicu duac ki thuyét cua
Euclid ta con phai cu thé hon nira. Riemann lap luan ré‘mg
khoang cach 1a mdt khai niém con co ban han cac khai
niém ban ddu ma Euclid d3 dua ra va phai dugc xic dinh
rd mot cach doc lap. Riemann 1a mot nguoi thay vi dai vé
giai tich, va phuong phip ma 6ng dé xuat dé xac dinh
khoang cach trong da tap la rat tha vi va dem lai nhiéu loi
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ich cung nhu cic v brdmg khac cua dng.™ Ong quan sat
thay rang mot khi ta da im ra cich dé do tbe do doc theo
bat ki quy dav nao lrong mot da lap, phép tinh vi tich
phan sé tu dong cho ta cach do dd dai cua duong cong,
trong da tap do, dai sO (va huong grac) ty déng cho ta cach

do goc™ Chang a st dung ta métric dé chi deén phuong

M Giai ol (analysis) 1A mot nhanh cda toan hoc vor cac dor luong
cua timh toan 13 ham <o, g han, dao ham, va nhung gl «e sav
khi sur vat rdr nén cuc Ky nho hoace cuc ki idn. Ban ¢ the nght ham
s0 gidng nhr mot co mav lien két cac phan i cua mot 1ap hop vy
cac phan e cua tap hop khac. UV ticle pldn (Caleudosy nghién cdu
lam s thav doi nhir thé nao va cung c‘f%p cic Long cu xde dmh the
3¢ thay A0i clia MOL ham <O tal mot s phan ta cua tap hop (of phin
(differentiation)) va newere i, vac dinh mat ham s6 dua v ao tde do
thav Jai cho trude cua 1o tar may phan tur trong tap hop (¢t phin
furtesnation)y Mac du v otaony cor ban the don pian, chi tiét co thi
rat phe tap. Ta plua ddt than trang K sde dinh toe Ao thay d0i
(Querc zan la doo T idenvatven cua mot ham 6. Day lai la mot déi
tiomg, todn hoe khde, thuome Boade ham €6 trong mot khong gian
Fhac, nén plac cure ke can thon, dac bict la trong, cac khang gian
phivc, Toan ba khoa hoe dde oiéa cua citich phan nghién edu cac
lodi Tearny <0 ddae brét Tren ket so thee vot »6 thue (nghia la, cac ham
s R, hoac var khoang bang R den RY. Dao ham (tdc do thay
A0y Cua Mot 11am o bat ki tar mot ~o thue 1a mot con séb.

DO v dae g con nho ot it v oy phan, ban ¢é thé xem mot
ham so trang R den mwct da tapy b mot duong trong da tap tuong
fug cae s thare 1 thaor gian, va wia i ctia ham sb & timg thai diém
Ja viote tae thoa dicnt do Netda tap coon chidu, dao ham cia mot
ham tad hat K thoe iim nan o o dd-n-phdin 17 (n-fuples). Cac nha
loan hoe phan bict o fui-n-pdeee i dor diem cho dao ham v bé-n-
phio tir A Syon cho cac v e trong, da tap. BO dau tien duge goi la
cecho (hoy Dt s An KC d BO sau duoe goi la didn, Ta ¢ thé tudng
tuome tAp hey Yt ca cac veckr tar mot dicin trén da tap nhu mot tap
hop (a1 ca van 1oe cua cic dudng aing digoa diém d6. Tap hop cac

vl tar Mot diem tren da-tapen-dnéu L turong mg mot-mae van R°,
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phap do toc do dac theo cac dudang cang, hode do khodng
cach gira har diem Vai Riemann, ca har dicu nay déu
nhu nhau.

Huon g, dhung ta dinh nghia e Hulig 1 quy dao
co khoany cach ngan nhal gnra hay dieme. Duong nay
duoe £oi Ja durdng trac dia teeodeic Do van nhimye ngudi
C.Gng trong mot Khong gian nao do, nhong duong, irar cha
ciia khong gian nav tromy o ve thang,. Va mot khi ¢ khd
niém nhu vay v duong thang, ching ta ¢o thé dinh
nghia tam giac nhr la nhimg hinh anh gi¢i han bdi ba
doan trac dia \V'a mdt khi ching ta ¢o cac tam giac, a ¢
thé dinh nghia d6 cong (curvature). Trong mot da tap hai
chicu, dd cong o mot diém chi1a sé do do chénh 1éch cua
tong cdc goc trong mot tam gidc c6 dinh tai dicm d6 so
v 180 UG Chinmd xde hon, do la d6 chienh 1ech so vat 180
da Kt md bé mat cda tam gid¢ Co lai 16 cong duong o
nghia 1a tam gidc ¢d tong cac gde 16n hon 180 do, dd cong
am nghia la tam gidac O tong cac goc nho hon 180 d6, va
d¢ cong bang khong la khi tam giac co tong cic goc chinh
vac bang 180 do.

i eay co the xem mdi dicm teén da-tap-ri-chidu ma ¢ mot khong
AN A0 L ecto Van (O len kOt vai no 12 mot ban sao ciia R™ Day duoe
SoU L A gene bepane (tangent space) van da tap tar mot dicm cho
brne, va cht la Lap hop clia tat ca van the co theé ¢, hay dao ham cia
Juome cong bat ki nae di qua dicm do. DE xde dinh mot métric, ban
Phar \dc dinh duoc chica dai cta mdi vecta van (6 (ma chimg ta
xerm one nhir 1 doy tai dmg dicm. Riemann da chon mat lap cac
meme o W thin v, bang cach tu g Lan nah trong, tot kp cde
hamn <0 tren khong gian Hep xtie vos Jda tap tan teang dicon davua de
x1t T nhunyg cung du bao quat de nam biat duac it toat cac ludn
trong tha v v& mat toan hoc
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Trong mot da tap co 56 chiéu 1ogn hon hai, ta ¢é nhiéu
mat phang hai chiéu khdc nhau di qua moét diém. Va
ching ta ¢ cdc dd cong khdc nhau cia cac tam giac tric
dia khac nhau tiép xtic véi cac mat phang tiép tuyén khéc
nhau tai diém do. Do cong khéng phai la mét s4, ma la tat
ca tap hop nay, mdi mot 5O tuong ung véi mot cap huong,
tai mot diem (Moi cap huong sac dinh mot mat phéng
trong khong gian dugce tao boi tat ca cac huonyg, va mat
phang nay laj tiép tuc xac dinh moét bé mat hai chieu duge
tao ra bd cac dudng tric dia tiép xuc véi cac hudng cua
mat phang dé.). Cong cu todn hoc dimyg dé lan do ra cac
do cong khac nhau theo cac huong khac nhau goi la ten-
x d6 cong Riemann (Riemann curvature tensor).

Trong cudn sach nha cua ang ve hinh hoc vi phan
Irén cac be mat, Gauss da dinh nghia d¢ cong ctia mot bé
mat trong khong gian ba chi¢u bang cach si dung nhing
thude tinh cta cac duang vudng goc vai bé mat dd. Pinh
nghia ctia éng se tro nén vo nyhia trong cdc truong hop
khac, bdi vi dé xac dinh mot dudng vuong géc vai mot beé
mat tai mdt diém, tat ca can phai nim trong Khong gian
ba chiew. Sau dé dng danh nhidu trang tinh toan dé cho
thay rang thirc su do cong co the duce xiac dinh bai mot
ngudi nao d6 séng trén bé mit ma khong can phai cé kha
nang nhay ra khoi bé mat dé dé vé ciac dudng vuong goc.
Trong mot nd luc manh liét va tdo bao, thay vao d¢,
Riemann da dinh nghia dé cong bang tinh chat ma Gauss
cd gang ching minh. Ong dinh nghia rdng moét khong
gian 1a phing, néu va chi néu moi tam gic trong khong
gian d6 ¢6 téng cac géc bang 180 do. Day la trudng hop
ma trong dé khi dd cong trong moi mat phing tao bai cac



Bal glang tap suie cua Bernhard Riemann 167

huong deu bang khong. Mot khang gian, do d6, 1a phang
néu va chi néu no ¢é cic tinh chit trong goi Euclide.
Nghia 13, khi va <hi khi dinh i Pvthagoras ¢d gia tri; hay
noi cach khac, khi va chi khi dinh dé thu 5 1a dung
Ricmann da thau tém toan bd ba thien nién ki hinh hoc
vao trong chi mot dinh nghia!

peé lay mét vi du cu thé, chang ta vira mun dinh nghia
khong gian hai chiéu R? 1a tip hgp cac cap (v, i) cla cac so
thuc. NO tres thanh khéng gian Euclid hai chidw nén ching ta
dint nghia khoang cach théng qua dinh Ii Pythagoras.
Trong truong hgp nay, déi khi ching ta tham chi con sa
dung mot ki hi¢u riéng E? dé lam r6 rang chiang ta khéng
chi cdO mot khong gian hai chié¢u, ma cu thé hon ia khong
gian hai chiéu ¢6 khoang cach dic biét. Tuang ty, ta dinh
nphia khdng gian Euclid ba chidu E* 1a khong gian ba chiéu
¢ Khoang cach dugc xdac dinh bai dinh i Pythagoras.™
Sau d6 ta o thé chi ra rang mot dudng cong trong khong
gian Euclid hai hay ba chiéu 1a mat dudng trac dia néu va
chi néu né 1a moét duong thang theo nghia thany thudng.
Hon nira, bdi vi tong cac goc cua bat ki tam giac nao trong
khoéng gian Euclid haj hoac ba chicu déu 1a 180 d¢, cac
khong gian Euclid hai hoac ba chicu dé la phang. Va
ching cé li do gi ching ta chi dung lai véi hai va ba chicu.
Ta dinh nghia kiéng-gian-Euctid-i-chién E* 1a khong-gian-
n-chidu (nghia 13, tap hop cac bo-1-56-thuc) véi khodng

2 C6 nghia 1a, dé dinh nghia khong gian hai chiéu Euclid, phai
dinh nghia khoang ciach giga hai diém (x,,y,) va (x»,v-) ctta R? A can
bac hai clia (x- x.)*+(y,- y2)°". D& dinhr nghia E?, ta phai ¢é khodng
cach gita hat diém (x.v.2)) v (\.v..2,) clla R? 13 cin bac hai cia (x,-
MY (Y- V(2 )
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cach duge dinh nghia bai dinh )i Pythagoras tong quat.™
Mot 1an na, didu nav 1ai chiva rdng tat cd cac tam gide oo
tony, cdc woc 1a 180 do, va do do, vai moi 1, mat khong-
gran-Luclid-n-chiéu 1d mot khong gian phang,.

Sur thay (61 L lrong quan diém nay sang quan diém
khae da vidt lai toan ba nén tri thae ctaa hinh hoe va mdi
litn e gitra hinh hoc Euchd voi hinh hoc Phi-Euchd. Mot
khi chung ta xac dinh duoe mot khoang cach, chung ta ¢6
cac duomng thang. Chung la cac duong trac dia: nhing
duimg tao ra khoang cdch ngan nhat gita cac di¢m gan
nhau. Hinh hoc Fuchd hoan toan khong phat 1a do Chua
tao ra. Neu chane ta dinh nghia khoang cach théng qua
dinh Ii Pythagoras thav néi cach khac la sao cho dinh K
Pythagoras dung), thy la co duoc “gac BEuclid™ cac duong
SONE SONg 1a du}f 1‘1]1:1[-, tam gmt L ‘L(")n:.!. Cac g(_:)C la 180 d(i!,
lOn tai cdc tunh tam gidc ddong dang vai kich thude bat
Ki,.... Mot be mdt, hoac da tap, véi cac tinh chat nam
trong ¢oi Fudhd, déu 1a phang. Suy réng hon nita, mot
khu vue ma trong do cac tam giac ¢o tong cac goc kKhong
bang 180 A6, dac bict 1a cic tam gidc bat ki ctia hinh hoc
Phi-Fuclid, thi khdng phing. Chiing bi cong. Didu g1 co thé
fr nhicn han? Nhung cong trinh cua Riemann da di xa
homn viee dinh dang lai hinh hoc moét cach tiem tang. N
con m ra cac kha nang mai cho khoa hou va loan hoc
hiin dai, va ve co ban thay d6i con dudmg ma theo dé
himh hoc va lopo hoc sé phat trién.

# Theo dinh nghia. Khongspan-Luclid-s-clucu E* fa R vai khoang
cach gita hai di¢n (x,, --,%,) va (V,,....y.) duge dinh nghia la can bac
hai (duong) caa (x- v +....+0- v.)~ Dav la dinh i Pythagoras
tong qual cho i hieu
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Diep khtc am anh

Tat ca vduong ¢i da thay don, da thas do loan toin

Mt od dep khong thd creong tar s duaore sind ra

trong bai tho "Phuc Sinh, 1916" ciia W. B. Yeats da nam
bat dugc su thay doi triét de trong quan diem cna
Riemann. Hiéu duge quan diém cua Riemann la rat quan
trong d¢ dm hiéu qua trinh phat Irén cna 10an hoc va
khoa hoc trong thé ki 20.

Tir bai giang cia Riemann, chung ta biét rang bat ki
bé mat nao trong khang gian Euclide ba chiéu thong
thudmg cang ¢ mat métric, do dé ¢6 dudng thang, va vi
vay lai cd mot dang hinh hoc. N6 ké thira métric (cd nghia
la, cach do khoany cach) cua khong gian ma né nam
trong. Theao cic thudt ngiv ciia Riemann, mot dudng nam
tréen mol be mat chic chan 12 mot dudng nam trong
Khang gian Luclid ¢6 chita bé mat d6, va do vay ta biét
duoce tac da tai mot diém bt ki (bai vi ching ta biét duoc

the dd & bat Ki diém nao trén mot quy dao trong khong
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glan Euclid). Mot cach khac tuong tu dé aac dinh khoang,
cach gitra hai diém - ma khong can dé y den toc do - 1a chi
can dung mot cai thuace day (tudng tugng no nhu mot soi
day mém nhung khang bi dan, giéng nhu chi nha khoa)
trong khong gian bao quanh, va dit né trén bé mat, &
gitta hai diem &¢ do khoang cach.

MAT CAU VA BUONG TRAC DIA

Pé minh hoa rd hon ¢ tudng cua Riemann, hay xem xét
mOt mat cau tron hoan hao trong khéng gian ba chiéu: do
Ia tap hop tat ca cac diém cd khoang cach bang nhau tinh
dén modt diém b dinh. BPudng trac dia, hay dudng thang
trén mat cau duogc goi 1a nhiang oong trom 16 - la nhing
dudng cong ducc tao ra bang cich cit mat cdu bang mot
mat phang di qua tdm ctia hinh cau. Dé thay rang mot
vong trdn lon vé nén khodng cach ngan nhat gida hai
diém bat ki, hay liy mot qua béng chuyen bai bién hinh
cau hodc mat qua cau va danh dau hai diem trén do. Bay
giar 1y mot soi dav va kéo cang nd ra giva hai diém. Soi
day sé nam doc trén mét vong tron lon™ Tat ca kinh
tuyén trén Trai DAt cua chidng ta la vong tron lon, nhung
chi c6 mét dudmg vi tuyén duy nhat - ddng thai 1a mot

* Tat nhién, diéu nay con xa mdi la mot ching minh (va ban can ¢o
Mot gqua bang rat 1dn d& ¢ thé nhin thay nd rd rang). Ta ¢d thé \av
dung chimg minh chat ché rang dudng tric dia 1a vong tron lon tir
lap luan doi xdng. Ngoat ra, nguoi ta cé thé sir dung vi tich phan.
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vong tron 16n - 1a dudong xich dao.® Moi dudng vi tuyén
khac co thé duoc biéu dién bing cac dudng giao nhau cla
mot mat phang trong khong gian va Trai Dat, nhung cac
mat phang nay khéong di qua tam Trai DAt ngoai trix mat
phang xich dao. Nhu vay, ngoai trir xich dao, cac dudng
vi luyén Khac khong phai la vong tron 16n, vi thé khong
thﬁng. Luu v 1'511;.;, nhu moi lan, khi néi vé Trai Pat, ta dé
cap dén bé mat cia Trdi Dat, vi vay chang ta chi dang néi
dén cac qui dao nam trén be mat. Néu chung ta khéng
han ché rang cac quy dao phai nam trén bé mat, khoang
cach ngan nhat gita hai diém sé 1a dudng thang trong
khong gian ba chi¢u di xuyén qua cac 16p 16i dé két ndi
hai di¢m bat ki.

Qua bat ki diem nao trén bé mat, va theo bat ki
hudng nao, ludon co mot vong tron 1én. Mot cach dé nhan
thite dicu nay la xem mét diém cho truée 1a mét cuc, va
xem xét tap hop tat ca cac dudgng kinh tuyén tr 46 dén
cue déi dién (Hinh 28). Vi du, gia siu chang ta dang &
Paris va mudn um dudng ngin nhat di dén Boston. Dung
nghi rang Parts la mot diém ném ¢ gifra Bac Ban cau. Hay
nghi nd nhu Mot cuc cta Trdai Dat. Mot trong nhimg
dudng kinh tuyen di qua cyc-Paris sé di qua Boston. Day
chinh [a hudgng ma chang ta mudn ™

" Bdi vi Trai Dat gan nhi la mot hinh cdu, cac dudng tric dia rét gin
voi vong tron. Tuy nhién, Trai Dat khong phai [a mét hinh cau hoan
hao: né det ra mét chiat & moéi cye, ndi non va thung ling ciing thay
dai d6 cong tai mot s6 diém khac nhau. Vi vay, dudng tric dia khong
han la rat gidng vai vong tron 16n, nhung rat gan bai vi kich thudc
ndi non, thung tang, va ving cuc det 1a nho so véi Trai Dat.

* Hoic, hay xem hudng ma ban muén di tir mét diém nomg nhu Ja
mét dudmg thang nho tiép xic vai mat cau tai diém do. Luon o
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Hinh 28: Tp hap cic vong tron |6n qua mdt diém.

Cac 1o trinh theo vong tron lan it khi 1a thang trén
ban d6, va cac 16 trinh la thang trén ban do lai it khi la
duong trac dia. Vi du, Bac Kinh va Philadelphia & trén
cing mot vi tuyen. Neu di tir noi nay dén noi kia bang
cach di doc theo vi tuyf‘n, ta sé phai di qua 10.130 dam.
Trong khi d6, 16 trinh theo vong tron Ién tir diém nay dén
diém kia sé chi la 6.878 dam, va di ngang qua gan Bac
Cuc. Lo trinh nay ngan hon rat nhieu va 1a quy dao ma ta
cam thay 1a thang néu nhu ta dang lai may bay. Trén hau
hét ban do the gidi, cac dudng theo vong tron lon trong
giong nhu hudng trér 1én phia Bac sau do lai huéng xuong
dudi. Cac duimg vi tuyeén thi nguge lai, nhin nhu cac
duong thﬁmg. D6 1a do khi vé ban do the gigi trén mot to

dang mot mat phang trong R' di qua bat ki duémg thang nao va
qua mot diém khong nam trén duong lhéng db. Do do, se co dang
mOt mat phang di qua trung tam cia hinh cdu, va chiaa dudmg tiép
tuyen dar dién cho hudng di. Mat phang nay sé cit mat cau thanh
mot vong tron lon doc theo huimg mong muon (D6 1a mot vong
tron 1dm bai vi mat phang tao no di qua trung tam chaa hinh cau.).
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giav phang, khong thé tranh duge viéc khoang cach sé bi
bop méo.

Vice khong hicu duce ranyg vong tron 1dn mai 1a
dudng di ngan nhat trén Trai DAt dd gdy ra mdt so lap
luan ki qudi. Nhiéu ton @ao uu tién mot hudng dac biét
nao do dé cau nguyén. Vi du, truven thong trong Kinh
Thanh ¢d caa ngudi Do Thii da quy dinh rang phai
huony, vé Jerusalem khi cau nguvén. Tuy nhién, moi
nuuoi thudng nghi rdng dicu nay ¢d nghia rang néu ta
dany ¢ phia tav cua Jerusalem thi phai quay mat v phia
domg. Truyén thdng cia dao Baha'i thi noi rang ngudi ta
nén dai mat vdi Acre dé ciu nguyeén. Va theo I¢ nghi cua
nzudi Ca dac 6 thi phai hudng vé phia dong. Tuy nhién,
cac le nght nay khong hoan toan théng nhat, va khdang
rang budec.

Lé nghi Hoi gido chinh xdc va quv tac hon rat nhiéu.
Kinh Coran hudng dan cdc tin do cau nguyén nhu sau
"Cac ngudi phai quay mat vé hudng Nha the Hdi gido
Linh thiéng: cho dit & bat cir noi dau, cac nguoi cing phai
quay mat vé hudéng da" (Coran 2:144)% Huong cau
nguyén dé hudng v&é Nha thd Hoi gidgo Linh thiéng &
Mecca, dugc goi la qibla, va tat ca cac nha the Hoi Fiao déu
phai duoc thiet ké deé quay mat vé lfu(}ng d6. Nguai Hbi
gmao khoog chi cau nguyén theo hudng gibla, ma ho con
khong duere di tieu vé hudng dé nira. Ké tr dau thoi
Trunyg <0, hudng gibla da duge chon la cic dudng vong

“ Nhaytho 1ai gidgo Linh thiéng 13 Al-Masjid Al-Agsa & thanh plho
Mecca thude Vong qufvc Arap Xeut.
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tron lom di qua Mecca, va rat nhiéu nha khoa hoc vi dai
ngudi Hoi gido trén the giGgi da cat cong tim ra phuong
phap dé xac dinh hudng nay.

Tuy nhién, bat dong van rat dé xay ra va nhiéu cudc
tranh luan vé huéng qibla da nd ra tai Mi. Trong thai gian
xay dung nha tho Hoi giao & Washington DC vao nam
1953, cac kién tric su tham khao y kién ctia bd xdy dung
Ai Cép tai Cairo ve hudng gibla va cho mat nha th quay
theo hudng 56 do, 33 phit va 15 giay vé phia Pong Bac,
hoi chéch vé phia Bac ctia hudng Pong. Sao lai nhu vay
dugc, nhimng vi khach viéng tham nha thd, bao gdm ca
dai stir Ai Cap, tu hdi? Mecca hoi chéch ve phia nam cua
Washington kia ma. Vai dém mat ngui dén voi moi ngudi,
trong khi do cac so liéu dugc kiém tra lai. Qua thuc,
duimg di ngan nhat gitra Washington va Mecca hai chech
vé phia Bac.

Mot sé nguoi Hbi gido & Mi khong chap nhan dieu
nay, nhiéu chi thij ra l1énh cho nha tha phai quay mat vé
phia Pong Nam thay vi Dong Bac. Viéc trao doi tham chi
da trd nén kha gay gat. Mot trong nhitng nguyén nhan
clia sy nham 1an nay, d6 la viéc duong-cong-goc-khong-
déi (goi la duong rum™) - nghia 1a, dudmg ludn tao ra mot
goc khong doi so vai dudng kinh tuyen luén duge nghi
mot cach ngdy tho l1a thang. That vay, duong rum nay
ludén 1a thang trén mot tam ban dé Trai Dat vé theo phép
chiéu ctiia Mercator. Bai vi Trai Dat luén c¢é mot diém dac

* Pudmg rum: khoang cich chia trén vong mat la ban, bing 1/32 ctia
360 do (1 vong tron), hoac bang 11 d6 15 phut.
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biét 1a diém cure, ma la ban thi huong dén d6, do vay, viéc
di theo mot hanh trinh nhu vay la tuong d6i dé dang,
Tuy nhién, hanh trinh do khéng phai la mot dudng trac
dia ciing nhu & vi du ma chung ta da thay voi dudng vi
tuyén két ndi Philadelphia vai Bac Kinh. Trong thuc té,
néu mot duong rum thl1g phai la duong vi tuyén hay
kinh tuyen thi n6 sé xoan 6¢ xung quanh cac cuc (ban thur

nghi xem chuyén gi sé xay ra néu nhu ta di lién tuc ve
hudang Tay Bac).

Hink 29. Tam gic hinh ciu.

Du sao di nira, chiing ta biét ring cac kinh tuyen va
dudmg xich dao luén la cac dudng trac dia. Sir dung
chiing, ta sé dé dang dung dugc cdc tam gidc ¢d cac canh
la cdc dudmg trac dia: chi can lay hai duong kinh tuyén tir
cuc Bac xufmg, dén dudng xich dao, va doan xich dao cat
hai duémng kinh tuyén dé. Ching déu la cac tam giac can
6 hai goc day la cac goc vudng. Bai vi tong hai goc day la
180 do, mot tam giac nhu vay co tong cac goc Ién hon 180
dd. Thuc ra, ching ta ¢6 thé dé dang dung mat tam giac
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déu vai ba goc vuong va do do tong cac goc clia no bang
270 do (Hinh 29),

Dé dang thiy rang bat ki tam giac nao trén mat can
cing co tong cac goc lan hon 180 do. Do do tién deé song
song khong cd gia tri. Chon mot duong tren mat cau, vi
du mot duong kinh tuyen chay tir Bac xuong Nam. Bay
gia hay tudng tugng den hai vong tron lon di ngang qua
nd, tham chi ca hai cung tao ra 90 d6 vdi duong da cho
nhu trong Hinh 30, nhung chiing cing s¢ gap nhau (hay
nha: khong phai duong vi tuyén nao ciing la vong tron
16n, va do d6 khong phai la thang). Diém mau chdt nam @

ché: khong 6 cac dudmg thang song song trén mat cau.

Hink 30. Khong ¢b cic dudng thing song song trén mdt cdu vi hai dudng
thing bét ki ludn cit nhau.

Hinh hoc trén mat cau khong phai la hinh hoc Euchd.
Ching ta biét dieu nay ngay khi dung dugc mot tam gidc
O tong cac goc khong bang 180 dd. Néu, giong nhu trong
trurong hop cia mot mat cau tron, tat ca tam giac trén mot
bé mat c6 tong cac goc 1gn hon 180 do, ta noi bé mat do co
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dd conty dueong. Cac mat cau tron tham chi con ki diéu han
nira vés dic diém: no hoan toan dbi xing nén do cong &
tat ca cac diém déu bang nhau™ Trén mot bé mat khong
tuyét doi tron, do cong ¢6 thé thay doi tuy theo ting
diém; va trong thuc té, trén bé mat Trai Dat do cong thay
doi: Trai Pat hoi det hon & cac cuc (¢ nghia 1a, & dé d4
cong duong it hon).

HINH HOC TREN CAC BE MAT

Riemann chi ra rang bat ki khong gian nao c6 do cong
duong khong doi déu nhat thiét phai hiru han: cac duong
trac dia khong kéo dai ra vo tan. Cdc vong tron 1dn nhat
thiét phai khép kin. Lobachevsky va Gauss xem xét mot
trirdng hop khiac ma & d6 dinh de song song khong co gia
tri, cu thé la trudng hop ¢d nhi¢u hon mot dudng song
song voi mot dudng cod dinh va di qua mat diém bat ki
nam ngoai dudng cd Jdinh dd. V¢ sau ta biét ré hon rang
héa ra 1a cé vo sé dudng song song véi mot dudmg cd
dinh va di qua mét dicm bat ki nAm ngoai duong do.
Puong nhién & dd tién d¢ thu 5 khong cé gia tmi: hai
dudmg thang ¢ thé cit mot dudng khac, tao thanh cac
goc trong nhoé hon hai goc vuong, ma khong bao gio gap
nhau. Trong trudng hap nay, tong cac goc trong cia mot

™ Riemann cho phép tao ra hinh ciu v@i chiéu bat ki. Pic biét, khoi
cau ba chidu ma ching ta da c) hét suc dé dinh nghia trong
Chuang 3 chi I3 dong phin var tap hop cac diém & khoang cach
bing nhau véi mot diém ¢ dinh trony EX.
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tam gidc luén nho hon 180 d6. Hon na, ¢ac tam giac ¢o
dién tich lon hon thi ¢é tong cic géc lai nho hon. Bat L bé
mat nao ¢ tinh chat tat cd cac tam gidac nam trén be mat
dé cé tong cic gée nho hon 180 dé dugce goi la o dd cong

anm.

\

-y

Hinh 31 Hai dudng thing song song (duding thing trén bé mit hyperbol nhin
nhu 13 dudng cong dbi véi ngudi quan sét theo truding phéi Euclid va & bén
ngoal b& m¥t d6) it mdt dudng thing ddng tao ra cic g6c trong nho hon 180
86 (tién d8 tha S khong c6 gid tri).

Céc bé mat trong khéng gian ba chidu mang hinh yén
ngia déu co d6 cong am (hay néi mot cach tuong duong,
cac fam giac dugce tao bdi cac dudng trac dia trén cac bé
mat nhur vay déu ¢é tdng cac goc nho hon 180 do). Nguoc
Jai, bat ki bé mat nao cd d6 cong am trong khdng gian ba
chi¢u phai ¢6 hinh vén ngua & khap noi. Trong Hinh 32,
chung ta phdc thao mot tam gidc ¢d cac canh la cac dudng
trac dja. Luu y rang, ngugc lai vdi truong hgp cua hinh
cau trong Hinh 29, ma & d6 mot tam giac ¢6 céc canh la
dudng tric dia (co nghia la cac duong thang) dudng nhu
phinh ra, cd tdng cac géc 16n hon 180 dd; & day hinh tam
gide co cde canh 1 dudng trac dia trén bé mat hinh yén
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ngua dudong nhu co rut vao tao thanh cac goc ¢o tong nho
hon 180 d6. Tat nhién, mot sinh vat nho bé song trén ca
hai bé mat déu nhin thay cac duong trac dia la cac dudng
thang hoan hao, va chi ¢6 thé cho chiing ta biét mot tam
gidc trén be mat do la phong ra hay rat vao bang cach do
tong cac goc.

Hinh 32. BE mjt hinh yén ngua.

Cé cach khiac dé tudng tugng vé do cong. Cang
giong nhu trén mot mat phang, vai bat cif be mat nao
ma trén dé ta co thé dinh nghia khoang cach, thi ta cung
¢ thé dinh nghia mot vang tron nhu la mot tap hop cac
diém c6 khoang cach khong dai dén mot diém cho
trudge. Ching ta da biét tir thoi Babylon rang trén cdc
mat phang, ti 1¢ chiéu dai cia mot vong tron (nghia 1a
chu vi) va dd dai dudng kinh la mot hE‘mg $0, goi la pi va
viet 1a 7; dién tich hinh tron chi la 7 lan ban kinh cua
vong tron nhan vai chinh né (Piéu nay dugce trinh bay
bang cong thirc 7° [doc 1a "pi nhan r binh phuong”]
trong do ban kinh r 1a m§t nira dudng kinh.). Trén mot

b¢ mat co do cong duong, ti 1é chu vi cua mot vong tron
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vai chieu dai duang kinh nhd hon 7, va dién tich cua
hinh tron nhé hon dién tich tinh bang cong thirc ¢6 xura.
Trén mot bé mat ¢6 d6 cong am, nguge lai, ti 1€ chu vi
cia mot vong tron so vai chiéu dai duong kinh lon hon
m, va dién tich cua hinh tron Ién hon dién tich tinh bang
cong thuc do. Trong ca hai truong hop, ban kinh hinh
tron cang lon hon, dién tich cang chénh lech hon so vai

r ]

mre.

Hinh 33. Hinh bén trdl 13 mot bé m3t c6 36 cong duong, hinh tron trén d6 ¢
chu vi va dién tich nho hon. O bén phai la mdt bé mit b 4o cong dm. hinh
trdn ¢ chu vi va dién tich l6n hon.

Trén mot be mat c6 do cong am, néu ching ta bét
dau tir hai diém rat gan nhau nam trén cing mét dudng
trac dia va di theo cic hudng c6 vé nhu song song vai
nhau, thi hai duong nay sé ngay cang roi xa nhau boi co
nhieu bé mat hon. Diéu ngugc lai 1a ding véi mot bé mat
c6 do cong duong. Trong bai dién thuyét cia minh,
Riemann da khong truc tiep dé cdp dén cic cong trinh
cua Lobachevsky va Bolyai, nhung 6ng chdc chdn da nghi
dén chung,
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CAC KHAC NIEM KHAC NHAU VE TINH TUONG DUONG

Sau Riemann, da trd nén ro rang rang trén ciing mot
doi tuong todn hoc khong nhimg chi tén tai cac cdu
tric khac nhau ma & d6é con ¢d cdc khai niém khdc
nhau vé tinh tuomg duong gitra cac déi hoong va cac
cau tric. T mot géc nhin, hai dbi tupgng véi cac cau
tric khac nhau ¢6 thé trong duong, cung nhu hai ngoi
nha dugce xay dung véi cung thiét ké nhung véi cdc vt
liéu khac nhau cé thé duge xem xét nbu nhau. Nhung
& mot gde nhin khac, chang cé thé khiac nhau nhu dém
v3l ngay.

Tir quan diém cta topo hoc, khai niém thich hop
clia su tuong duong la tinh dong phdai: hai khong gian
duge xem 1a gidng nhau néu gida chung cd mot phép
déng phéi (Xin nhac lai rang, mat phép dong phoi gita
hai khong gian la mot phép cho tuong ng maot-mot
gitta chiing, do d6 cdc diem gan nhau & khong gian nay
dugce d6i chiéu véi cac didm gan nhau & khong gian
kia.). Khi dé cap dén cac bé mat hai chiéu, topo hoc
thuomg dugce goi 1a "hinh hoc tam cao su” bdi ta ¢o thé
hinh dung ra mét phép dong phéi cia mdt hinh chi
nhat, vi du bang cich tuing tugng vé cic khi nang ma
ta cd thé dé Iam bién dany hinh chir nhat, néu d6 1a mat
taAm cao su cuc ki déo va rat dai. Viéc chiéu mot hinh chix
nhit 1&n trén mot khu voe cda mot bé mat bang phép
déng phae cing giong nhu viéc boc sat 1ép vd nhua lén

mot khu vuc cua bé mat da. Topo hoc nghién cdu cac
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tinh chat khong dai sau khi thuc hién cac phép dong
phaoi.™

Mic dit quan tdm chd véu ctia Riemann khéng phai
la topo hac", ong da thuc hién mot 6 lugng 1én kham
pha gép phan nang cao tim hiéu biét cvia ching ta vé Tinh

vuc nay.”” Ong gidi thiéu khai niém vé 1op cat bé mat doc

* Mot Mai niém dua trén khidi niém phép dong phoi, va thuong
nham dn vau phep ddng phéi, 1a tuong duong thang qua phép
d ng phdi xung quanh (egquivalence via anibient homeomorphisi) Klu
phan loar bé mal 1heo topo hoe, chimg ta chi can phép dang phai
do chicu mot bé mat 1én mot beé mat khac. Néu dang xem xél cic be
mat trong khong man ba chidu, chang 1a can mat diew kién ba sung
'a phép dong phai tie khong gian ba chuen den ban than né 1 su
fuong ung modt-mdt gita cac bé mat dé. Dav cang la khdi tiem
thiclt hgp cua tinh tuong duong trong If thuy et that nat - mot hinh
xuyén binh thugng va mot hinh xuyén that nut Khong nhat thiél
phai tuong duong.

*Tu topo hoc (fopology) 1dn dau tién duac s dung, ban Johann
Benedikt Listing (1808-1882) trong cudn sdch caa éng Vorstinhen zur
Topologie (n.p.: 1847). Mot cach dién dat ¢t hon, analysis situs, nghia
2 "phan tich dia diém” d3 duge sir dung trude @6, va trong thuc té
pho bién han topo e cho dén thap ki 1920. Trong cuén sdch cua
ong, Listing dinh nghia topo la "nghién cau cdc quy luat dinb tinh
ctia moi quan hé gitta cic dia diém”, va ong thé hién niém bn manh
né rang mon khoa hoc non tré nay sé 1a mét déi tugng, xing dang
dé nghién cu va sé mang lai két qua sdu sic: "Bang topo, chung ta
hidu cdc nghién ciu vé tinh chat dinh tinh cia cde dang khong
gian, hodc quy luat ctia moi lign he, cda vi tii tuong quan va cda
thue tu cac diém, duong, bé mat, vat the rieng le hoac két hgop v
nhau, va triu tugng hda cac moi lien hé gida chdny, bing do dac
hoac ach thude.” Mac du khidng nghién clou topo mot cach riéng re,
nhung nhd cac ung duny cua nd len gian tich, Riemann cang da tao
ra mét budc tien rat lon trong vidc phdt trién tapa hoc,

» Xem lich s phat Iren topo hoc cho t§i cang trinh cia Paincaré
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theo cac vong 1ap khép kin sao cho phan con lai trd thanh
dong phoi voi mot hinh chir nhat. S& lugng lugt cat nha
nhat dé lam duge diéu nay la hing s6 quan trong nhat
clia bé mat” (va cd quan hé mat thiét véi 6 lugng hinh
xuyen trong khai trién cua mot tong lién thong da duoc
de cap dén trong Chuung 3).

Mac du phép dang phai la khai niém ty nhién cda
tinh tuong duong gira cac bé mat (hoac, ndi mdt cich
tong quat hon, cac da tap) theo quan diém cua topo hoc,
hai bé mat gidong nhau trén quan diém topo hoc ¢6 thé rat
khéc trén quan diém hinh hoc. Mot mat cau tron, bé mat
mong bas quanh mot diéu xi ga, va bé mat cua qua tring
(va, vi vay tat ca cac bé mat vé & Hinh 7 trong Chuong 3)
deu gidng nhau vé mat topo hoc, nhung khiac nhau ve
mat hinh hoc. Nhu Riemann da nhan manh, mot dany;
hinh hoc 1A mét cau trac dac biét trén mot da tap. NO
dinh nghia khoang cach gita hai diém bat ki trén da tap
d6. Néu mot bé mat nam bén trong mot khong gian 16n
hon va khong gian nay ¢6 mot dany hinh hoc (vi du nhu
khong gian ba chiéu Euclid), thi né sé thira huong dang
hinh hoc tir khong gian ldn hon nay. Ta co thé dinh nghia
cac dang hinh hoc khac nhau hay khoang cich khac
nhau, trén cang maot da tap. Khai niém ty nhién coa tinh

tuong duong gitra cac da tap mang cac dang hinh hoc

trong, cudn =ich ca Jean-Claude Pont, La topologie algébrique des
origines o Pomeme {(Pans: Presses Lniversitaires de France, 1974).

" Con 56 ma cac nha toan hoc that su sit dung gon 13 gidng (genus),
tuong duang véi s6 lugt cAt nhé nhat can de tao ra mét hinh chix
nhat con lai.
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dugc goi la phép dang cu (isometry). Phép dang cu 1a mot
phép chiéu mot-mol ma qua d6 khoang cach duoc bao
toan. Néu hai diém lac dau cdch nhau chinh xdc mét
phan triéu inch, thi anh cta ching dudi phép chiéu dang
cy cling s¢ cadch nhau chinh xdac mdt phan triéu inch. Néu
c6 mot phép dang cu gitta cdc da tap so hiru cac dang
hinh hoc, thi cdc da tap nay duogce goi dang cu véi nhau.
Phép déng cu la khai niém cua tinh tuong duong ma
theo dé cac dang hinh hoc duge bao toan va khac v
phép dong phdi: 1d khai niém cua tinh tuong duong thich
hop trong topo hoc. Bat ki phép dang cu nao cing ta mot
phép démg phoi, nhung, diéu ngugce lai thi khong dang.™
Ching ta vira noi rﬁng mot ngudi co thé hinh dung Ve
mot phép ddng phoi ciia mot hinh chir nhat bang cach
tuong tuong cac hinh chia nhat duoc lam bﬁmg mot tam
nhua déo, va phép dong phdi 1a cach dinh sat taim nhua
do 1én bé mat cda mot vat thé nao dé. Bé hinh dung mot
phép dang cu, ma theo d6 khodng cach bao toan, ta phai
nghi dén viéc mac do, hoac trim lai, mot vat gi d6 bang
Mot tam vai lam tir m6t thir vat licu mém mai nhung
khéng bi co dan. Néu ta ¢é thé xép vira vin mot tam khan
trai givrdmg hinh chir nhét bang vai lanh 1én mdt phan cia
mot be mat, thi ta sé co duge mot phép déng cu gita hinh
cha nhit va phan ctia bé mat ma tam khan trai giuong

phu 1én (va phan clia bé mat &6 dugce goi la phing). Nhu

* Mdc di khong khé dé nhan ra diéu nay (trong thuc té, phép
chitu mot-mot bao toan khoang cach 13 mat phép ddng phai),
nhung thuang thi khié thiet lap mdi quan hé gitta cdc khai niém
khdc nhau vé tinh tuong duong.
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vay, mot be mat hinh tru la phz‘ing, bdi vi ta hoan toan co
thé trum mot tam vai lén nd. Mat khac mot mat cau hay
dinh dau cia mot nguai thi khong phang - mot tam khan
trai givong khong thé tram 1én nd mot cach hoan hao ma
khong tao ra nép nhan

Hinh 34. Tao ra tm vai c6 86 cong duong: ta cin phil cit bd di mét miéng
val hinh tam gléc.

Tuy nhién, ta co thé tuomg tuong minh 1a mot tho
may cuc khéo, hoac tot hon nira 1a mét tho dét, dét dugce
mOt manh vai hinh cau vira van tuyét déi vai dinh dau
ctia ban. Doi chiec mu dé 1én, ta sé c6 mot déng cu gita
mu va phfm dau ma no bao phua. Trén mu vai, mit vong
tron ¢é ban kinh ¢ dinh sé phai ¢6 dién tich bén trong
nho hon mot vong tron ¢o cung ban kinh nam trén tam
khan trai givdong. Ngudoi tho may tao ra hiéu ung nay
bang cich cat mot hinh tam giac nho ra khéi tam vai - tic
la cat mét manh nho cta tam vai ra, sau do khau phan
con lai (Hinh 34). Di nhién, ta can phai ¢6 cac tam vai ¢o
do cong khac nhau dé bao phi cic dinh dau hoac nhimg
mat cau ¢o kich thudc khac nhau. Bat ki phan nao trén be
mat cua bat ki déi tuong nao b thé duge bao pht mot
cach hoan hao, hoac mic 4o néu ban mudn, bing tam vai
hinh cau nay déu sé dang cu vai mot phan ciia mat hinh
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cau (va se co cung mot do cong duong nhu tam vai nay).
Ta sé phai gap mot manh vai 6 do cong duong, dé dat no
vira van vao trong mot ngan keo hinh chir nhat. Hay nghi
tcti mot chiée mu tram dau.

Hinh 35. Tam vii ¢6 80 cong &m che phin héng cla ngudi phy nit.

Nguoc lai vai dinh dau cua moét nguii, viing hong
hinh yén ngua cua ngudi phu nir co d¢ cong am (Hinh
35), va ta c6 thé tuong tugng ve mot tam vai co thé che
phu nd mot cach hoan hao. 9] day, khu vuc bén trong
mat vong tron <& ban kinh nhat dinh chira nhiéu vat
chat hon mot vong tron ¢é cing ban Kinh trén mat
phang, va d¢ may tam vai d6, tho may bat dau voi mot
manh vai phang, cat mot hinh tam giac nhu da lam &
trén, nhung thay vi khau cac canh cta phan con lai vai
nhau, thi bay gid thém mdt mieng vai hay mot mieng
dém khac. Tay thuoc vao do tang giam cua dién tich khi
ban kinh thay déi, ta ¢6 dugc cac mac phang ¢6 d6 cong

khac nhau.
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Tam vai c6 dd cong am sé bi nhiéu nép nhan néu ta
cH dat no 1én trén mot chiée khung phang ciia mot ngan
kéo (Hinh 36).

Mot phép dang cur do dé co thé xem nhu 1a viéc phu
lén mot phan cia mat bé mat bang mdt manh vai: Diéu
kién quan trong la tam vai phai déo, nhung khong bi co
dan.

Hinh 36. Tm véi ¢6 dd cong 3m glp nép lal khi ndm trén bé m3t phing.

Mot cach tinh c&, néu ta cb gang cang mot miéng vai
c6 4o cong duong khong doi theo tat ca cac hudng, nd sé
dong lai, lam thanh mot mat cau. Néu ta tudng tugng dén
viéc cang mdt miéng vai voi do cong am khong déi theo
tat ca cac hudng, ta sé dugc mot bé mat goi 1 mdt phang
hyperbol. Bé mat nay ngay cang tro nén det hon va cudi
ciing sé choan het chd trong khong gian ba chiéu Euclid.”

" Pay la dinh i duoe chimg minh lan dau bai Hilbert.
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Sau nay chung ta sé xem xét cac cach dien giai khac ve
loai bé mat nay.

Néu ta lay mot da gidc trén mot bé mat phang va
phoéng to no lén, thi cac goc sé gitr nguyeén, va do dai cua
cdc canh sé gitr nguyen ti 1¢é gitra chung. Néu ta lay mot
da giac trén mot be mat co do cong duong va phong to
Ién, cac chieu dai canh cta da giac khong tang vai mot
miurc d§ nhu mong dgi va cac goc gita chung sé to ra (bén
trai, Hinh 37). Néu ta lay ciing mot da giac trén mot bé
mat ¢ do cong am va lai phéng to lén, cac canh caa da
glac sé tang Ién voi mot mirc do nhanh hon mong dgi va
cac goc gitga chung sé nho lai (bén phai, Hinh 37). Néu bé
mat c6 do cong am nay kéo dai dén vo tan, va néu da giac
nay la deu, thi ta thyc sy ¢é thé lam cho cac goc nhd dan
vé khong, mot cach gan nhat thee y mudn, bang cach
phong to da giac dé lén,

Hinh 37. Cac da gidc cang lic cang phinh ra trén mdt bé mit c6 4 cong
duong 1am tang tdng cic gdc, va 1am giam con s& ndy trén bé mit 6 dd cong
am. Trén bé mat phing. tdng nay gid nguyen.
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Tém 1ae diém chinh bai giang cta Riemann:

s Ta can phar phan biét thuc t¢ toan hoc voi thyc té
vat I, Riemann gia dinh la chi ndy vé cac don tuong

toan hoc.

«  Viéc khao it cac khong gian tadn hoc khac nhau
£ - - . - s N -~ -~
cung cap cac mo hinh co thé etta va try, va ngan

chung ta khoi bi ror vao nhimyg dinh kién hep hai.

e Nhung khong gian hén tuc ¢o thé c6 s6 chiéu bat ki,

va tham chi ¢d thé ¢d s6 chieu 1a vo han™

- Ta ¢an phai phan biét gitta khai migm vé mot khony
g1an va khai niém vé mat khong-gian-so-hiru-mat-
dang-hinh-hoc. Cling mét khony man o thé cd cac
dang hinh hoc khdc nhau. M&t dang hinh hoc la mot
cau truc bd sung trén mot khény wan Ngay nay,
chiing ta né1 rang ta phar phan bigt ziiea tapo hoc va

hinh hoc.

e  (Cac da tap bao gdm mot lop cac khong gian dac biét
dep - ching la nhimg khong gian ¢6 thé duoc bicu
dién bang dd thy, theo nghia 13, & gan mot diém bai ki,
cdc diém xung quanh c6 thé duge dua vao mot phép
taong Ung mot-mot véi cac bd 1 sb. Dé 1a nhang

khéng gian ma trén ds 1a co thé [am vi ich phan.

. Mot cach hitu ién khac dé chi ré dang hinh hoc
trén moét da tap d6 1o vice ¢d dugec mot phuong phap
dé do toe dé clia mot var the dang di chuyén doc

theo mat dudmg cong. Tac dd ¢é thé khac nhau tu

£ a H o . A « . - -
™ Sa chiew can phai la sd nguyén duong hoac vé han. Riemaon
cang chu phép khong gian rai rac nhung chang ta chua cin nai
den o day.
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diém nav sang diém khic. Riemann phdt trién
phuong phap i teh phan cin thiét dé thuc hién
diéu nav va nhimg hé qua theo sau. Dic biét, ta cé
thé dinh nghia cic dudng thing va do cdc goc. Do
cong 13 s0 do d) léch so vai cac tam giac co tOng cac
£ac la 180 do.

e Matlap cac da tap deop dé va cdc dang hinh hoc nam
tren chung 1a nhing da tap ¢6 da cong khéng dai.
Ching la nhing khang gian duy nhat cho phép
chuyén dong cva cac vat (hé cang nhie (cd nghia la,
cac vat thé ma cdc chidu day va cic gbc khang thay
d81) va la nhing khong gian doi ximy nhat trong tat

ca cac loai khong gian.

s Khi xem xét mdt cach toan bd, vo tryu cia chung ta
c6 thé trang rat khac so voi khéng gian ba chiéu
Fuclid. Irueng hap sau cang cd thé xay ra: néu
ching ta duyc phong lon mot cach lién tuc va nhin
vao v tru dd hid nen rat nho so var chdng ta, né sé
khong giong nhu mdt da tap., ma many tinh rivi rac

hodc mot cai gi do hoan chinh.

TAC DONG TU BAI GIANG CUA RIEMANN

Gidng vai rat nhi¢u cong trinh caa dng, bai giang nay cua
Riemann cd suc cong pha tai tan gdc ré. Mot vai chi tiét
6ng dé cap dén da tdn tai & dau d6. Tuy nhién, ong két
tinh chung, sir dung ching dé tao ra hé théng mach lac
va dac két lai nhung cai da biét theo mot trinh tu cuc ki

oo » X ~ s £ “ ~ N . FS -
md& mé, dong thdi cung cap cac cong cu va cac cau truc
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Tom tat diem chinh bai giang caa Riemann:

e  Ta can pha phan bt thue té toan hoc vdi thue té
vat 11 Riemann gid dinh la chi nér vé cic déi tugny,

tadan hoc.

. \Viée khao sat cac khong gian toan hac khac nhauw
£ . - ~ 7 - - ~ -
aung capy cac mo hinh ¢d the cna va tru, va ngan

ching ta khoi bi roi vao nhimg, dimh ki¢n hep hoi.

* Nhing khong gian lién tuc co thé cd sd chiéu bat ki,

va tham chi ¢é the ¢é sé chueu 13 v lan®

e Tacan phdi phin biét gitta khdi niém v mot khong
gian vi khai nigm vé mot khong-gian-sd-hiru-mat-
dang-hinh-hoc. Cung mat khong gian ¢d thé <6 cac
dang hinh hoc khac nhau. M6t dang hunh hoc la mat
cau truc bd sung trén mot khéng man Ngay nay,
chung ta noi rang ta phai phan biél gita topo hoc va

hinh hoc.

e  Cdc da tap ban gom mat lop cac khong gian dac biét
dep - chiing 13 nhimg khéng gian ¢ thé duge bidu
dién bang dd thi, theo nghia 13, & gin mot diém bat ki,
cdc diém xung quanh ¢a thé duge dua vao mol phép

tuong Ung mot-mot vé cac bo n sd. 6 1a nhimg

khong gian ma trén dé ta co the lam vi tich phan

. Mat cach hivu hiéu khac deé chi ro dang hinh hoc
trén mot da tap d6 1a viec cd duoe mot phuong phap
dé do the 4o cta mét vit the dang di chuyén doc

thes mat duang cong. Tde dd ca thé khac nhau tix

- b [ ~ £ - - n
% S6 chicu can phai la s6 nguvén duong hoic vé han. Riemann
- 1 - . -~ v - X
cang cho phép khong gian rdi rac nhung ching ta chua can nu
£ 1 IS
den ¢ day.
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toan hoc mai, dé trién khai cac khai niém caa ong khi can
thiét va thiic day toan hoc di theo mot huang hoan toan
mdi. Mot khi ndm vimg duge nhitng gi éng noi, ta sé
khony bao gidr xem xét mdt bai taan hoac mat Iinh vurc
dang dugc thao luan theo cach ¢ nita. Ong da hoan toan
thay doi cac thuat ngir ciia sy bién luan. Diéu nay cing
gan gidng nhu viéc mdt ai &6 bi miu, g1y dor nhién lai
nhin thiy dugc. Bé vi Riemann da thay doi cach suy nghi
cua chang ta, cho nén rat kho xac dinh dugec modt cach
chinii xd¢ ong anh hudnyg 101 cac cong trinh cua nhing
ngudi khac & ché nao - anh hudng cia dong & khap noi, va
luén phat trién manh mé hon, chia khong mat di theo
thai gian khi cac ca nhan da linh hdi va nam bat tién ich
tir cdc ¢ tudng cua 6ng. Phai thira nhian rang todn hoc
hién dai da bat dau vai Riemann.

Ta sé con phai mat rAt nhidu nim nira dé hidu va tng
dung hét cic hé qua cua nhitng gi Riemann da néi trong
bai gidng tap sy cda éng. Ngay sau khi bai dién thuyet
cua ong, duac xuat ban, nha vat lf noi tiéng Hermann von
Helmholtz da cong bd rang ong ciing tung nghi deén
nhing khéng gian nhiéu chiéu. Ong cho rang diém khai
dau dung 1a diéu kien quy dinh rang, ta c6 thé di chuyén
cac vat thé ran bén trong khong gian ma khéng can phai
bién dang chung. Helmholtz chi ra rang di¢u nay tuong
duong vai dieu kien quy dinh rang khong gian phai cé
dd cong khong doi. Nhirng khong gian c6 do cong khong
dai 1a dep va hép dan vé mat hinh hoc, nhung sy linh
hoat dac biét ma Riemann dem lai mai la yeu td rat co gia

. X - » £  em P - A - N s r
tri. Bé mat cua the gidi chdng ta xét vé mat topo hoc la (¢6
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nghia la, ¢ thé dugc dat trong mot phép tuong ung mot-
mot lién tuc véi) mot mat cau, nhung khong phai 1a mot
bé mat ¢6 do cong khong do6i. bé khong phai la mét mat
cau tron hoan hao, ma det ra & hai cuc, va c6 nhirng khéi
u (tace 1a ndi va thung ling) o trén do.

William Clifford, mét nha hinh hoc tal nang - nguoi
dau tién da dich bai dién thuyét ctia Riemann sang tiéng
Anh - ngay lap tic da nhin thiy tiém nang cia hinh hoc
Riemann trong viéc moé ta cac hién tugng vat i

“Tor khang dinh nhimng su that sau: (1) Cac phan nho cua
khing gian mot cach tu nhién oé tinh chit turong tu v
cac ngon doi nho rén mot bé midt gan nhue phang. (2)
Tinh chat cong hay gay gip nay dugc truyen mat cich
lién tuc ti phida khéng gian nay sang phan khang gian
khic theo cich caa mét lan séng. (3) Su bién d6i caa do
cong khong gian nay thuc su 1a nhing gl xayv ra trong
hign trong ma ching ta goi la chuyén dong ctia vat chat -
cho di 1a ndng trich hay la nhe bang. (4) Trong thé gidi
vat chat nay chang ¢é gi khac xay ra ca, ngoai trir nhang

2447

bién doi nay, cé thé tuan theo quy luat lién tuc.

Pang budn thay, Clifford cang gidng Riemann & mét khia
canh khéc: ong mat vi bénh lao trudc tudi bén muoi.
Clifford khong <6 do thoi gian cang nhu khong da

chuyén mon vat Ii dé phat trién cac y tudng ctia dng. Tuy

W K. Clitford. Mathematical Papers, hiéu dinh R. Tucker (London:
Macmillan, 18232), 21.22 (Nguyén ban ta W. K. Clifford, "On the

Space-Theory ot Matter", Canbridge Philosopliical Society Proceediings 2
[1876).).
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nhién, nhimg suy nghi cua ang da du bao vée mét vai y
tuong s¢ duoc phat trien mot cach déy du trong thuyé‘t
tuong ddi rong. Elinh hoc Ricmann cung Cfip thir ngdn
ny(r todn hoc can thiet 3¢ dién giai ohimg ¥ tudng clia
Einstein. Ta khong nhat thict phdr dat ra cau hot liéu truc
gidc vat If sdu sac cua Riemann ¢4 dong vai trd séng con
trong nhimg céng trinh toan hoc ¢aa éng hay khong, va
liéu rfmg ong c6 nhan ra mot cach ro rang mdi lién hé
gitda cac y tudng mang tinh hinh hoc va nhang y tuong
mang tinh vt I cua 6ng hay khong.

Riemann khong ddc 1ap phat minh ra tat ca, hoac hau
nhu tit ca, nhitng gi ma ngay nay chiing ta goi 1a hinh
hoc Riemann. Ong chi khai dau né. Ong trién khai mot sb
¢ tudng hinh hoc clia minh trong mét bai bdo vé su
truyén dan nhiét giri d&én Vién Han 1am Paris, nhuny, strc
khae ctia ong xau di nhanh chdng sau nam 1862, va cudc
song ctia ong khong con da dai dé hép tuc phat trien
nhimg y tuéng hinh hoc d6. Bé trién khai nhimg y tudang
nay cua Riemann, nhié¢u nhan vat vi dai khac da phai bo
ra rat nhiéu nam lam viéc vt va va sang taao.

Mac di Riemann khong cu thé dé cap dén hinh hoc
Phi-Euclid trong ba) gianyg tap su cua minh, nhung cong
trinh cuia Ong da cung cAp nhiang co s¢ giap cho hinh hoc
Phi-Euclid gia nhap nhing ludng tu tudng toin hoc
chinh thong. Né thuc hién diéu nay bang cach cung cip
Mot bdi canh ma trong d6 hinh hoc Phi-Euclid cing ¢6 vé
tur nhién gidng nhu hinh hoc Eudlid, va ca hai cung xuat
hi¢n anhu la nhirng truong hop dac biét trong mot khoi
quan niém mang tinh khat quat hon vé hinh hoc.



194 GIA THUYET POINCARE

Trong thap ki sau nan 1860, m{t nha hinh hoc nguai
Y, Fugenio Beltrami (1835-1900), da kham pha rang cac
dudng trac dia trén mét bé mat ¢é dd cong am khéng dbi
cé hanh vi gidng nhu cic dudng trong hinh hoc cia
Lobachevsky. Ong trinh bay nhitng két qua nay trong
mot bai bao ma ngay nay rat néi tiéng, chi ra rang khong
can thiét phai thém vao cac khai niém hoac y tudng mdi
cho hinh hoc Fuclid dé ¢ duoc hinh hoc Phi-Euclid. Pé
dua ra vi du vé mot bé mat ¢ dé cong am khong d6i,
Beltrami da st dung mot gia mat cau (Hinh 38), la bé mat
co duace bang cich quay méot dudng cang goi la dudng
tractric vdng quanh dudng tiém can cia né.™ Cé mét van
dé mang tinh ki thuit vdi chiéc gia mat ciu ndy: nd cé
mot bd sic nhon - mdt cur dan sé\ng trén mot bé mit nhu
vay sé di tdi dugc bo do trong mot thoi gian hiau han. Khi
dd, ngudi ta chua ro liéu co ton tai hay khong cac be mat
vdi dd cong am khéng d6i ma khong bo.

Luigi Cremona (1830-1903), nha hinh hoc ngudi Y
hang dau cha thoi d6, da ban khoan vé ban thao bai bdo
ctia Beltrami, mbi lo ngai cuia éng da thuyét phuc Beltrami
khong dang bai bao cuia minh. Beltrami <6 1é da lam vay
néu ong khong cé6 dugc maot ban sao bai giang cua
Riemann. Bai giang nay lam dng nhan ra rang nhitng gi
46ng dang noi dén thuc sy o y nghia. Nhang bé mat ¢6
46 cang khong ddi ton tai, cho du ta ¢6 thé dat duoc

* Tractric 13 duong cong trén mat phang duac tao boi mét dau cta
mat sgi day ¢ d6 dai nhat dinh, ma ban dau huedng thfmg lén tren,
khi dau kia coa s¢f dav di chuyén theo mét dudng thang ndm
ngang trong mat phang
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Minh 38. Gid m#t ciu.

chiing vao trong khong gian ba chiéu hay khong. Bai bao
d6 cha Beltrami c6 mot anh hudng mang tinh quyét dinh
dén Poincaré, mot vai nam sau.

Su phan biét gitra thuc thé vat li va thuc thé toan hoc
cua Riemann 13 rat quan trong nhung thuong bi lang
quén. Sé 1a vo cung tu do néu ta khong phai luén ngoai
dau lai dé ma lo lang rang liéu bé mat nay hay bé mat kia
ma ta c6 thé dung lén ¢é vira van hay khong trong khang
gian ba chiéu. Riemann da cung cip mot san choi la
thudng cho cac nha toan hoc. Ching ta khéng can phai lo
ling liéu khong gian Euclid ndm chi¢u c6 ton tai hay
khong - duong nhién la c6. Po chi la tap hgp cua cac bo-
nam s6 thuc, vai khoang cach gitra hai diém duoc dinh
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nghia bai mot bién thé cua cong thiee Pythagaras. Con
dieu gi nia khéng ton tai? Tuong ty, viée dung 1én ¢ic v
du cua mdt hinh xuvén phing la dé dang - ta 6 the dinh
nghia chung la tap hap cia cdc cap, mdi cap bao gom mot
diém ctia mdt vong trén nay va mot diém ciia vong tron
khac, v&i mot conyg thiuc thich hop cho métric. Ching ta
tham chi con co thé viét chung ra thanh mdl tap hgp con
cu thé ctia khong gian Euclid bén chiéu. Ban ¢é thé tinh
toan tat ca moi thir. Khdng con diéu gi ¢6 theé thue té duge
hon thé naa.

Mat vai v tudng todn hoc dang duoc tranh luan trong
cac truomyg dai hac Pie vao thod diém d6 da xuat hién rai
rac trén cac phuong tién truyén thong dai chung. Dong
nghi¢p cua von Helmholtz & Leipzig, nha tam Ii va sinh b
hoc Gustav Fechner da viet mot truyén ngén, Khéng gun
cé bon chitu, dudi but danh Tién s Mises.” Fechner st
duny bat phdp tuong dbng dé miéu ta cac sinh vat J
khong gian hai chi¢u tradi nghiém sy song trong khang
gian ba chiéu nhu thé nao. Ong xem thai gian nhi mot
chiéu tha tu. Phuong phap tuong déng ctia Fechner mé
hodc nhing ngudi cam bat, vd vao nam 1884, Edwin
Abbot, & Anh, da viét mot cudn sach nhod va tha vi, vai
mot ph?m noi dung cham biém x4 hoi thoi Victoria, phan
khac 12 mot bai tap md rdng trong hinh hoc, ¢ tua dé:
Viing dat phang: Truyen thuyét ling man cua khing gian nhiéu

™ Cau chouyen xuat hién trong tuyé:n tap cua Fechner, Vier Parndove
xual ban nam 1846 dudi tén gia Dr. Miscs Xin xem gidi thiéu cua T.
Banchoff Flatlanmd cua Abbott & ghi chd duws day.
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chi¢r (Flatland: A Romance of Many Dimensions). Trang
dau in nhu sau:

Gin
Cde Cu dan clia KHONG GIAN NOI CHUNG
Va H.C. NOI RIENG
lac pham nay la Qua tang
Caa mat Tho dian Nho bé cia viung Dat phang
Vol Hi vong ring
Ngay ca ki anh Xung phong khdm pha nhing B in
Ciéa khong gian BA Chicu
Na trude ddy anh von quen thude
V&i CHI HAT chidu
Nha vay, mol Cong dan caa Dai tinh la nay
CéAhe khao khdt can han va cao hon
Oén Bi mat cia KHONG GIAN BON, NAM HAY THAM CHI
SAU chiéu
Qua dé gop phan
Ma rong TRI TUONG TUONG
Va vao sue Phat trién kha di
Cuia Qua tEng quy hidim va tuyét hio cia su GIAN DBON
Trong =0 nhimg giong lodi cé[:; caaq

Cua NHAN LOAI BEN VUNG

N . -~ 4 N - . 2 . . -
Cuon sach nay van con tiep tuc duge 11 k¢ hr khi no ra

dosi va van 6 gia tnn vl ngudi doc ngay nay."™ N6 ¢o le

"™ Hai an ban gan day ¢ gh chd va gign thiéu ctia hai nha hinh
hoc, xem E. A. Abbott, Flatland: A Romince of Many Dimensions,
thi¢u va ghi c¢ha b T. Banchott (Princeton: Princeton University
[‘rcss, 1991); va B A, Abbott, The Amnpkated Flatland: A Reonance ot
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da dua khdai niém khéng gian nhiéu chiéu vao trong nén
tri thirc dai chiing mot cach thanh cong hon tat ¢ cac bai
giang toan hoc trong the ki 20 gop lai.

TINH NHAN BAN CUA RIEMANN

Sau tit cad nhing 10i néi va hanh ddng, dudng nhu vin
tdn tai mot bi 4n sdu tham vé Riemann.

Ong 1a mét trong nhing nha tu tudéng tao bao nhat
cia moi théi dai, nhung theo tit ca cac thong tin con luu
lai, thi tinh nhat nhat trong cac tinh hudng xa héi gan
nhu la biéu hién mang tinh bénh Ii caa 4ng. Ong thuc su
chi duoc thodi mai véi gia dinh caa minh. Lam thé nao
ma maot con ngudi tut re, ton trong mot nguoi va vo cung
khiém tén, tim thay duoc sy can dam dé dua ra bai giang
thach thirc Kant, nha tu tudng cd tam anh hudng bat kha
xam pham nhat trong s6 nhitng tu tudng gia ctia thoi ki
Khai sang? Bai giang nay cé thé chang giy ra van dé gi
qua 1dn v&i nhitng nguoi nghe 1a cac nha toan hoc thuan
tay, nhumng hdm d6 trong s6 nhung ngudi nghe con cé
cac triét gia. Trong mot cudn sach ¢6 anh hudng gan day,
Tie tai hoa dén vi dai"', nha tu van quan i ngudi Mi Jim
Collins va mét nhém nghién ciru chi 16 tam tap doan 16n
ludn trdi hon cic cong fi khac. Ho thiy rdng tat cA déu

Many Dimensions, gidi thiéu va ghi chu bai [. Stewart (Cambridge,
MA.: PPerseus, 2002).

YUY, Collins, Good to Great: Why Some Companies Make tHhe Leap... and
Otiters Don't (HarperCollins, New York, 2001).
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duge 1anh dao bdi cac giam doc dicu hanh khiém ton, co
mot s6 dac inh ca nhan gif)ng nhauv ma Collins gui la
nhitng dic diém cia tai 1lanh dao bac nam. Mét trong
nhimg dac tinh d6 1a khong ¢ ai, ngoai trir nguoi than
quen, da tung nghe noi vé cac nha Janh dao nay. Ho
khong xuat hién & trang nhat cic tap chi. Khéng hao
nhoang. Ho séng don gian va ludn cho rang thanh cong
cia ¢dng b ho 1a do may méan. Ho rat khiém ton, ¢6 long
quyét tAm va su tap trung cao d6, va tdo bao, cho rang
thanh cong ma ho ¢6 dugc la nho ngudi khac. Su két hop
gitra Long khiém toén véi Hnh tao bao tat cung va su can
dim trong tim thic ciia mat ngudi nghe kha giong véi
Ricmann.

Ricmann quyet dinh khdng xuaat ban bai giang tap su
cia minh - dng 1a nguoi qua can taan va vat va ban ron:
buc thu clia dng gui cho anh trai minh da dé cap va dién
ta su lo léng cua ong vé moj Jien hé gitra 1oan hoc va vit
li. Riemann chi séng dugc hon muai ndm sau bai dién
thuyét thir viéc cia minh. Ong mat vao nam 1866, hon
mot thang trudc sinh nhat 1an tha bon muoi ctia minh,
bén bd hd Maggiore tai Y. Ngudi ban va cung la ngudi
viét tiéu sit cho 6ng, nha toan hoc Richard Dedekind,
mié¢u td nhing giav phat cudi cang cda ong: "Mot ngay
trude khi qua doi, dng lam viéc dudi mét cay sung, tam tri
dng diy ap miem vui trude khung canh ryuc r& quanh
minh. Cudc dui ang dan dan két thiic mot cach nhe
nhang, khong xung dot cing khong dau don... Ong noi
v&i vg “Hay hén cac con” Ba 13p di tap lai i cau nguyén

Chua cfing vai ong, giong 6ng yéu dan... ba cdm thay ban
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tay cua ong ngay cang lanh trong tav minh, va sau mot
vai hai thd dai cudi cang, medi tim tinh khiét, nhan hau &6
da ngimyg dap Tam hon cao quy duge vun boi trong ong
tir ngdi nha cua cha nminh &3 dong hanh cung 6ng sudt ca
cudc doi, va any phuc vy Chua mat cach nhiét thanh
cang nhu cha cda ony - nhung theo mat cich khac."™-
Mbi thoi khac lai ¢6 nhimg v tudnyg xuat sac. Co 18
Riemann sé luén khién cho nhi¢u thé hé cac nha toan hoc
trén khap thé gidi phai ban réon. That ding ca ngoi sy két
hop ki diéu cia cac mdi nhan duyén cho phép tri tué cla
mot con ngudi ma trude dé rat it ngudd biét dén nhu
Riemann phat trién. Cac mbi nhan duyén dé 1a hé thong
giao duc Dirc, trong dd dinh cao la cac tyuwong dai hoc
nghién ciru Prae, va ca tam nhin xa ding ¢hi y clia cac ¢a
nhan ngoai hé thong cic truang dai hoc, nha anh em
Humboldt va Crelle - nhimg ngudi da dung tam suc, tai
chinh dé nuéi dudng cic tai ndng xuat chung, Néu khong,
ct su khich 1é cia Humboldt, Dirichlet s¢ khong co mot vi
tri & Dire; néu khong co anh huong cua Dinchlet, nhan
thire toan hoc trong Riemann co thé da khac. Néu chu ng
ta hicu dugce rang kham pha trong todn hoc ¢a tinh nhan
ban siu sac, thi ¢o thé ching ta phai thira nhan thee te la
nhirmng kien thue tean hoc dep de nhu vay ¢é thé ndy sinh
nho su giae thoa cua hang loat su tinh co. Sé khong qua
khi not rang, chdc chdn hang tram thanh nién cua cudc

£ - 4 - - K -
song hdim nay dang cd nang khicu nhu Riemann, nhung

- B, Ricmann, Gesanunelte mathematische Werke wnd wissenschaftlichey
Nachlays, ¥ 'ed , von Heinriehh Weber (Leipzig: B. G. Teubner, 1892),
541-58
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ho sé khong thé boc 1o het kha nang ticm an cua minh chi

vi thieu co hoi.

Hinh 37 Chin dung Bernhard Riemann



Klein va Poincaré

Poincaré sinh nam 1854, hai tuan trudc bai giang tap su
cuc ki hé trong ctia Riemann. Cho dén cudi nhirng nam
hai muoi tudi, Poincaré hau nhir chang bidt g vé
Riemann. Khong hé gl. Vi 0 thoi diém d9, nhung v tuong
ciia Riemann da bit dau tuong tac vdi nhitng y tudng chia
nhimg nhan vat khac va da xam nhap vao hau hét cac
linh vyc todn hoc, mac du & nhitng dia diém khac nhau,
tai cac thoi diém khac nhau va véi cac mic do khac nhau.
Anh hudng ctia Riemann ¢6 tic déng cd & cap d6 phong
cach 1an ban chat. Ong tim kiém tri thiec, khong chi thong
qua tinh todn, ma con qua tu tudng, bang cach truy ra cac
khai niém dang.'™ Cam hing cda ong dudng nhu xuit
phat tir mot su suy tudng sau thim va khéng lot vé hinh
hoc, vat i, va triét hoc; 6ng da bién déi moi linh vuc cta
todn hoc ma tri tué ludn lao déng khong nging nghi cla
6ng cham dén. Sau Riemann, chang ai chat van liéu ta ¢6

1 Ngudi ta ddn rang cong trinh ciia Riemann hoan toan rat khai
qudt. Nhung s6 ghi chép cua Riemann chita dyng mét khéi lugng
do so cac tinh toan.

203
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can den nhimg y tudng hinh hoc va topo hoc hay khéng
dé hic¢u sau han vé giai tich. Clang chidng con nira nhimg
hoai nghi nghiém tic rang s6 phuc cé tam quan trong
hon nhiéa, chir khong chi 13 mat cach viét tat thudn tién.
56 chieu cao hon va cac dang hinh hoc khac nhau da trd
thanb cac thuc té taan hoc trung tam cd mot y nghia <au
sac trong cach thize suy nghi ctia chiing ta v thé gidi,

Néu céng trinh cda Riemann danh dau su mao dau
cac nganh cua todn hoc duong dai, su qua déi coa dHng
trong nam 1866 bao trudc binh minh ctia ki nguyén chinh
tri hién dai. Trong sudt cudc d&i cta ong, chu nghia dan
tdc nai 1én nhu mot ue lugng manh me va chauy Au bit
dau to chuc lai nhitng hudng phit trién ma ching ta o
thé da nhan ra ngay hom nay. Dé qudc mdt thai hong
manh Hapsburg bat dau tan ra. Ban dao cioa nguai Y vé
co ban da thong nhat loi vao gitta thap ki 1860. Tai Puc,
su that ba cua cudc cach mang 1848 da cé nhimy tac
doéng ma rot cudc duge ching minh 4 cuc ki tham
khéc. Nhirng ngudsi bao tha, chang han nhu Otto von
Bismarch!'? - mot sinh vién luat tai Gottingen trong vu bai
nhiém bay gido su Géttingen, da hop nhit quyén luc
nude Pho va tao lip mét nha nude quan phiét cong khai
chuan bi chién tranh véi Phap ngay tir nam 1850. Chién
thuat ngan ngira su thong nhat cia nude Pirc bang bat cu
gid nao cua ngudi Phiap da dem lai ket qua trdi nguaoc,
cang lam tang cam linh ctia dai da s6 nguai Pric dbi voi
sy thang nhat.

" Bismarck Khong chi 1a mat ngudn cuc ki baa tha. Ong 1a ngum da
co cOng tao ra mang ludi an sinh x3 hoi caa thoi hién dai.
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Pho danh bai Ao hoan toan lrong cuoc chién tranh
Ao-Phd nam 1866 va gat bo no khoi lien bang Prc. Diéu
nav cho phép su tii sap nhap vé luc lugng vii trang cua
mot s6 bang cuia Diac vai Pha. Khi Riemann di Italia 1an
cudi, Pho chi vira mdi xam luge Hanover, sap nhap né
vao. Bismarck, sau nav la thu tudng, da 16i kéo duge Phap
tuyén chién voi Pho vao nam 1870. Cudc chién tranh nay,
ma ngay nay goi 1a chién tranh Phap-Pho, dién ra trong
thai gian ngan, dam mau va tan bao. Quan doi Pho da
danh tan d¢i quan kiéu ngao va chuan bi mét cach yéu
kém ctia Phdp trong trin chién Scdan. Hoang dé
Napoleon III bi bat lam tu binh va budc phai thoai vi.
Paris bi vay ham. Gan 200.000 binh si da thiét mang, trong
d6 80% 1a ngudi Phap, va 250.000 ngudi bi thuong,

Su nhan thize rang chinh ngudi Phap 1a nhing ké
xam luge da thong nhat nude Die. Nhu mét phan cua cai
goi 1a tién trinh hoa binh, dé ché Pie mdi duge thanh lap
tuyén bd chu quyén tai Versailles. Vua Wilhelm IV nudc
Pho trdy thanh Hoang dé Wilhelm Dé nhat cia dé ché Dirc
va muc tiéu cia nhung cudc cach mang nam 1848 cubi
cung da dat dugc - nhu nhan xét day hai long caa
Bismarck - "bing mau va sit thép." Cai gid phai tra la
tham hoa trong ntra dau thé ki 20.""

Su kiéu ngao cua nudc Puc trong moi Iinh vuc ngay
cang tang lén. Phd, von khoan dung ké bai tran trudce dé -

" D3 1561 Bismarck gy ra Thé chién I 1a khong cong bang. Hoang

dé Wilhelm 1], ngudi @3 sa thai Bismarck ngay sau khi 1én nam
2 - = - -2
quyen, c6 161 nhiéu hon.
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Ao da doi hoi Phap thanh todn nhimg chi phi tdi thiét
nang ne, dieu nay tan ra nhién liéu cho su bung nd cla
kinh té Dic. Su néi 1én clia cac truong dai hoc nghién ciu
Puc d3 chuyén nghiép hda doéi nglu giao su, va lam tang
khoang cach tn tué gita cac nganh hoc thuat vai nhau va
gira tiung nganh vdi nhimg linh vue gido duc phd thong.
B& trugng Bo Gido duc Pho, Friedrich Althoff (1839-1908),
la mét nha quan tri tai nang va dac biét c¢é y thic xay
dung virng manh nén toan hoc Duc.

Khong chi & Duc, nhieu nha toan hoc tai nang con ¢
mdt < nhing noi khac. Sy phat trién thinh vugng va
nhimg phong trao yéu nudc da cé tic dung tot véi toan
hoc. Y, mot s6 nha hinh hoc rat giol xuat hién. Paris van
la thi do tri tué cua ca the gidi. Cac trudng dai hoc cua
Anh tiép tuc dé lai dau in, khong phai théng qua cac
trudng phai ma nhir vao cac cd nhan kiét xuat. Tinh hinh
cling tuong tu vdi cac nude Scandinavia. Nga von c6 mét
truyén théng todn hoc manh mé va truyén thdng nay van
tiép tuc di 1én. Nudc Mi vira nédi lén sau cudc nodi chién
tham khoc, dang trai nghiém sy néng bong cua lai ich
dén tir cac nganh nghién ciu hang dau.

Tuy nhién, nudc DPitc van chua ¢6 déi thih. Céc co 5o
nghién ciu cua Pac dang o dinh cao, lac d6 dang y thic
dugc su xult sac cta riéng ho. Su két hop cua tinh canh
tranh, tim nhin cta bd phan quan li trung wong, va mat
doéi ngn gido su chuyén nghiép va chuyén tam vao
nghién cuu da san sinh ra céc cdng trinh dac biét 6 chat
lugng cao. Tam ¢d khoa hoc cua cac trugng dai hoc Puc
virgt xa nhing nudc khic. Khoa toan ctia han hét cac
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truong dai hoc nhu Leipzig, Halle, Konigsberg, Bonn,
Erlangen - dugc diéu hanh bdi cac gido su ma tén tudi van
cOn dugc nhé 15t ngay nay. Hai truong dai hoc 1on
nhat 4 Berlin va Gottingen. Berlin 6 lai thé 1a ¢é cac
trudong o g?ln nhau, va mot thanh phlf) khéng 16. Nhung
Gottingen, truong dai hoc cua Gauss, Dirichlet, va
Riemann, phat trién manh va vugt trdi hon moi mong
doi. Dusi tam nhin xa tréng rong va sy quan lf tai nang
ctia Felix Klein - va nhing ngudi ma éng b6 nhiém, nhiy
David Hilbert - va nhitng ngudi ké nhiém caa Klein nhu
Richard Courant, Géttingen dat dugc vi thé gan nhu 13
huveén thoai.!™ Pac biét, Klein da nhin nhan rz\"ing, su phat
trién cta toan hoc theo tinh than caa Riemann nhu a2 mét
niém tin thiéng liéng sinh ra trong cdu tric rat nhan tao
cua cac trudng dai hoc.

FELIX KLEIN

Felix Klein, con trai vién thu ky cua nguoi ding dau
chinh phu Pho, sinh thang 4 nam 1849, khi cudc cdch
mang Dac da bi danh bai. Cao lon, dep trai, quang giao,

o PE tim hicu thém Gottingen cudi thé ki 19, dau thé ki 20, xem
cudn tiéu su Hilbert cua C. Reid (New York, Heidelberg, Berlin:
Springer-Verlag, 1970) va Courant m Gottingegin and New York, The
Stary of an Improbable Mathematicion (New York, Heidelberg, Berlin:
Spnnger-Verlag, 1976). Nhiéu thimg tin con ndm trong bai bio D. E.
Rowe "Klein, Hilbert and the Gottingen Mathematical Tradition",
QOsiris 5, no. 2 (1989): 186-213 va "Jewish Mathematics’™ at Gottingen
in the Era of Felix Klein", Isis 77 (1986): 422-49.
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am hiéu vé xa héy, 6ng la mdt nha lanh dao bam sinh va
nhanh chong dugc danh gia 1a mot trong nhirng nha toan
hoc hua hen nhat ctia thoi dal. (i)ng co mat v Paris khi
chién su nd ra nam 1870. Ong voi va trd vé va tham gia
vao quan doan Phd véi vai trd 13 mot nhan vién quan vy.
Trong quan doéi, dng phuc vu cho bd truong giao duc
tuong lai cua Pho 1a Althoff, va hai ngudi rat quy trong
nhau. Sau mét thoi gian ngfin tam tra ta) Gottingen sau
chién tranh, 6ng dugc bd nhiém lam gido su toan nang tai
Pai hoc Erlangen ¢ d6 tudi 23 - lace gﬁn nhu chua duoc at
biét dén. Ba nam sau dé, vao nam 1875, 6ng chuyén dén
g5n Munich, két hon, 1am viéc tai l.eipzig vao nam 1880,
va trd vé Gottingen vao nam 1886.

Gidng Riemann, Klein nghién ciu i thuyét ham s,
ddng thdi quan tim manh mé dén hinh hoc va topo
hoc. Bé chuan bi cho 1é nhan hoc ham gido su toan nang,
ong da phdc thdo moét chuong trinh nghién ciu. Phac
thao &6, sau nay dugc goi la chuong trinh Erlangen,'”
dua ra mot vién canh mang tinh dét pha cuaa hinh hoc véi
mot trong tam khac voi hinh hoc cta Riemann. Mét trong
nhirng khai niém d¢é tiép thu cua Riemann, do la viée ta

phai xac dinh v nghia cia mdt dudng thang, va cach dinh

"7 Ban ticng Die duge in trong modt cuon sich nho khong dé tim
thiy. Tuy nhién, no da dugc (a1 ban, ban dich tiéng Y va Phap duoc
tién hanh va xudt hién trong cac tap chi lon. Ban dich tieng Anh bai
M. W. Haskell, "A Comparative Review of Recent Researches in
Geometry”, xuat hién trong Bulletmn of the New York Mathematical
Soctely 2 (1893): 215-49 va dugce in lai trong [D. G. Saan (ed.), The Way
It Was: Mathematics from the Earfy Years of the Bulletin (Providence:
American Mathematical Society, 2003).
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nghia nd nhu thé nao 1a quan trong. Dieu nay, trén thuc
té, da dugc chi ra hon mot nghin nam trudc dd bai
Proclus trong bai binh ludn coa ong vé Euclid. Su dong
nhat dudng thang vdi dudng trac dia ctia Riemann chi 1a
dinh nghia hgp i tir quan diém cla nhitng cu dan song
trong mét khong gian: dudng nao khong phai la duong
trac dia thi sé khong thang déi véi ho. Ngay ca ngudi Hi
Lap & Alexandria ciing da biét nhiéu nhu vy (va ho biét
rang cac dudng trac dia song song khong ton tai trong
mot s6 khong gian, va tdn tai nhung chua chic 1a duy
nhat & mdt s6 khong gian khac). Tuy nhién, nhiéu ngudi
cam thay dinh nghia hinh hoc ciia Riemann da qua 6m
ddn1: néu khdéng gian ¢d mét métric, thi se co mot dudng
trac dia di qua moi diém theo moi hudng. Co khac nao
hinh hoc ludn la dac biét, ddi xing, va dep hay sao? Noi
réng mot mat cau tron mang trén nd mat dang hinh hoc
1a moét chuyén, nhuny néi ré’mg mot mat san sii ahu vo
cu khoai tay ciing gidong nhu vay thi lai Ja chuyén khac.
Déi vdi Klein, cac dang hinh hoc phan anh nhirng su
d6i xing; va cac d6i tuong hinh hoc, dic biét 1a duong, la
nhimg dbi tugng van gilt nguyén trang dudi tdp hgp cac
phép bién d6i dugc thiét lap theo quy dinh nao d6. Quan
diém nay cé su lién hé chat ché dén dai sé - theo diing
nghia ma cac nha toan hoc hiéu vé tir nay - cu thé 1a bo
moén nghién ciru vé cic tip hop chira mdt hoiac nhiéu
e

phép tinh.™ Mgt tap hop ¢hi chita mot phép tinh duy

Vi du nhu phép tinh cong chta $& nguyén, phép tich hop clia
ddng phor khéng gian. phép hoan vi cla chir cai cia mat ti. Li
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nhit va tuan theo vai tién dé nhat dinh dugc goi la mot
nhém. Tap hop tit ca cac phép bién déi mot-mat ty mot
khéng gian 1én trén chinh né ¢ mot phép tinh tu nhién:
néu ching ta thue hién mét phép bien d6i, sau d6 mot
phép khdg, ta s¢€ ¢6 mot phép bién doi thi ba ¢é thé duge
xem nhu la tich ctia hai phép bién doi. Tuong ty, phép
tinh hiay bd mot phép bién ddi co the duge xem nhu mot
phép bién déi khdc, goi 13 nghich ddo ctia phép bién doi
ban dau.

Néu mat tap hop ma trong d6 nghich dao cuia bat ki
phép bién déi nao, hay tich s6 clia bat ki hai phép bién
doi nao ciing ndm trong Lap hop da, thi tap hop dé 1la mot
nhom, va chinh nhung tap hop nhu vay la cac tap hop
dang quan tim nhat. Chuong trinh Erlangen cta Klein
dau tranh cho quan niém rang hinh hoc 12 nganh nghién
cru cdc d6i tugng bat bién ctia cac nhém 6 cac phan tr la
cac phép bién d6i. Mot nhém cac phép bién d6i khac trén
mot khoéng gian cho ra mot dang hinh hoc khac. Nhiang

2 £ . # ~ = A A . A
nhom den tir cac dang hinh hoc don gian nhat dau tién

thuyét nhdn 1A mot nganh con caa dai sd ma débi tugng nghién clru
Ja nhom. ‘la khéng nén an tuong rang mai tip hop <6 mot phép
tinh duy nhat trén cic phan by coa nd 1a mdt nhdm. Ngodi ra ¢dn
cd cac tip hgp khac v mdt phép tinh duy nhat dap ng cac tién
dé khic nhau (nta nhom (semigroups), nira nhom mandit
(monoids), gia nhom (pseudogroups)) dang quan tam. Ta cang
nghién ciru cac tap hop ¢o hon mot phép tinh toan. Phu thude vao
cac tién dé ma hai phép tinh théa man va cich ching lién hé vai
nhau, ta cd thé thu duge vanh (ring), truang (field), md-dun
(module), gian (lattice), va cdc chu tric khidc. Buc minh thay, tir dai
56 cung duyc dung dé chi mot lop vanh dac biét (vi vav mot dai 50
la mot vi du cy thé ctia mot lap cau tric ma dai s nghién ciru).
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dugc nghién cuau bagi mot ngudi ban cua Klein 1a Sophus
Lie. Cac khong gian co tinh doi x(rng mot cach toi da doi
v cac nhom don gian nhat trong so cac nhom nay héa ra
lai c6 quan hé vai cac khong gian ma trong do do cong la

khong doi. Tat ca that ro rang.

Hinh 4. Felix Klein

Cac quan diem cua Klein va Riemann di nhién khong
phai la nhimg quan diem duy nhat. Nhung nha toan hoc

- - .- - . ' : = - i ' e
khac, dac biét la Hilbert, cam thay rang khong can phai
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dinh nghia diém hay dudng thang, ma nén c6 mot nhém
cdc tién dé don gidn va hop i dac trung cho hinh hoc
Fuclid. Ta c6 thé suy nghi dén hinh hoc Riemann theo
hudéng dai s6 nhiéu hon, nhung véi cac d6i tuong dai s6
nay, ngudi ta da phai chd cho dén nira sau cta thé ki 20.M"

Cho dén nam 1880, Klein da lam ca thé gidi phai theo
sau. La mét gido vién bac thfiy va giang vién kiét xuat,
dng thu hiat mot s6 luong l6n sinh vién tai nang dén
Leipzig. Ong md rong coéng trinh cha Riemann vé li
thuyét ham sb, nghién citu cidc ham sb bat bién dudi tic
ddng cua cic nhédm chuyén déng cia mat phing phirc.
Klein khong thé khong ty tudng tuong vé chinh minh
nhu 12 ngudi ké thira tri tué ctia Riemann. Cho dén dau
nim 1881, Klein bat gap ba ghi chii ngan ciua Henri
Poincaré, c6 tua dé Ve cdc ham so Fuchs trong ki yéu cua
Vién Han 1am Khoa hoc Phip."® Chang trai nay la ai? Mot
ngudi Phap u? O viing Caen héo lanh so véi tht cad moi
nai. Tai sao Klein lai chua nghe néi gi vé anh chang nay?
Lam thé nao Poincaré dat dugec nhitng két qui nay? Va
anh ta dang lam gi v&i viéc dat tén cho cac ham s6 ma
Klein quan tdm siu sac theo tén ctia Lazans Fuchs (1833-
1902) - mot Gido su tai Heidelberg, ngudi ma gan nhu
khong c6 dugc thanh tyu nhiéu nhu mét s6 ddng nghiép
than can cua Xlein?

'™ Ta cAn dén gia nhom va bo nhém (sheaves of groups) thay vi
nhom.
" "Sur les functions fuchsiennes”, Comptes rendus de I'Academie des

sctences 92 (14 Feb 1881): 333-35: 92 (21 Feb 1881): 3595-96; 92 (4 Apr
1881): 859-61.
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Klein ngay lap tic viét thu cho ngéi sao dang lén nay.
Sau d6, diéu tuong tu khéng dén vdi Klein nira: khong
bao gid déng con tda sang mét cach rat ruc ro trong thé
gigi cua riéng minh. Bdi vi ong da phat hién ra trong
Poincaré nguoi thua ké thuc su ctia tri tué Riemann. Trg
tréu thay, nguoi thira ké nay gan nhu khéng biet gi ve
cong trinh cua Riemann, va anh ta ré rang khong phai la
mot ngudi Diac.

HENRI POINCARE

Trai nguoc v6i Riemann, gia dinh Poincaré rat giau va co
dia vi rat cao. Henri sinh ra ¢ nha ong ndi,"'! ngdi nha vén
la mot khach san nam gika trung tim cia thanh phé lich
su Nancy nudc Phap. Ngoi nha cao bdn tang, vdi mot cau
thang ¢ gitta va mét san vudn trung tam hudng ra cua,
N6 chi cach mdt doan dudng so vdi chiéc cong Craffe -
cong vom va 1a ki guan xay dung tir thé ki 14 ma gidi quy
tdc dia phuong, cdc cong tude xir Larraine, di qua trudc
khi nhan tudc vi ding kinh trong coa ho. O bén kia
duong so voi nha Poincate 1a nha thd noi cac cdng tudc
duoc chdan cit. Cach dé mat vai diy nha ngan 1a duong
phd, ben trai A quang trudng Stanislas trang &, quang

"' Chy hél tidu sir cude dan Poinearé thi ¢d sin nhung khong ¢é ticu
str phé binh nao vé Poircard 13 tdt ca. Xem mdt 56 suy doan tha vi
vé ¥ do tar sao Jar nhu vy trong Heinzmann, “Eléments
preparatoires 4 une biographie d'Henn Paincaré™. Bai viét cua
Heinzmann chira dung mol ki hoa tuyét vai tudi tho clia Poincaré,
vai cac nguédn tham khao can than.
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truong mang phong cach baroque tuyét dep duge xay
dung bai Stanislas Leszczynski, diac vua bi ha b¢ cda nudc
Ba Lan, va la cha duong ¢ua nha vua Phap Louis XV. Cha
cua PPoincaré, Léon, 1a mot nha vat I giang dav tai truong
y thudc Pai hoc Nancy. Anh trar cuia Leon, Antoni, lién
tiép dam nhiém mot loat cac chiic vu rat cao mang tinh ki
thudt trong nganh xav dung dan dung ctia nha nudc (ot
trong nhing viée dé 1a vi tri dimg dau trong nganh
duong <it caa khu vue Pans va phy trich hé thong thay
i cua toan nuoc Phap). Har ngudi con trai caa Antoni,
nhimg ngudi anh em ho dau tién cia Poincaré, dat dén
nhang vi tri cong chic tham chi con cao han Raymond
Poincaré try thanh Tong thong cua nudc Cong hoa
Phap,'" va ngudi em Lucien, 12 giam doc cda toan bo hé
théng gido duc trung hoc, sau do la nen giao duc hiu-
trung hoc ctta Phap, va sau do la hiéu phd truang Dai hoc
Paris.

Mac dit ¢6 xuat than tue san sang trong, Poincaré cling
khong tranh duge nhimg tai uong ap dén. Lan mac bénh
bach hiau khi nam tudi da lam éng khong thé di lai va noi
duue trong vdng chin thdng. Sau d6 éng lai yéu &, co the
dien nay giai thich cho thai do hoi thd o ma ngu ta phat
hien ra gitra Poincaré va ngudi cha cuong trang caa minh,
Su 140 duc thuo nho cua Poincaré cing nhu cua em gdi
ong, Aling, nam trong tay caa ngudi me, va co thé duoe ma
ta chi bang har chue “binh di”. Gia dinh thudng ra ngoai dao
chon hat lan méat tuan trong moét nhom lén dén hai muai

U Ravmond Pamcaré (1860-1934) 12 tha tudng ti nam 1912 dén
417, tir (922 Qén 1924, va tir nam 1926 dén 1929. Ong la Tong
thong tir nam 1913 dén 1920.
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ngudi, va Poincaré ¢6 thé tiép can véi rat nhieu ngudi lon
6 suy nghi sau sac. Cac ki nghi gia dinh & Frankfurt, Paris
d6 hoi, day Alps, va London 132 mat phan thdi tha au cia
ong, cang nhu nhing ki nghi mua hé va Phuc Sinh dai
ngay « nha ong ba ngoai tai Annecy. Aline ké vé nhirng ki
nghi & nha ong ba ngoai nhu la khoang thdi gian hanh
phuc nhat trong thai tho au cia ho.

Hinh 41. Noi Poincaré sinh sdng.
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Gaston Darboux, ngudi ludn than tuong 6ng, ké vé
cac tro chot grau tri tuong tugng ma ho choi tai Annecy,
nhu viéc xay dung mot hién phap tudng tuong cho mot
de ché do.

Theo tat ca nhiong thong tin dé Jai, cau bé Poincaré
lich thiép, lo dang dudng nhu 1a moét nguaon gay kinh
ngac vdi cac ban cung 16p va cac gido vién. Ong thuan ca
hai tay, can thi ndng, va su phdi hgp gita tay va mit cang
la mot thir thach dbi vdi dng, rat ¢é thé 1a két qua ciia con
binh té ligt trudc do. Tuy nhién, ngoai tri ve, viéc hoc &
trudng that nhe nhang ddi véi dng, va dng rat xuat sic
trong tat ca cac mon. Mot trong nhirng gido vién dau tién
ciia dng ndi véi me 6ng rang dng, s& 1a mot nha toan hoc
vi dai, va viét rang Poincaré la “mot quai vat todn hoc".
Em gai mé ta ong nhu bi chén vii trong ddng sach,
nhung chang bao gi& ¢ vé la dang lam viéc ca. Theo ba,
me di bdo vé ong khoi nhitng sy mét tip trung dén tu
cudc séng hang ngay. Trén dudng tir truong vé nha, ong
da hoan thanh bai tip & nha cla minh trong dau. Nhiéu
nam sau, cac ban cing 18p van ké lai canh Poincaré moi
trong tai ra mot to giay vo cling nhau nhi, d6 chinh 1a bai
tap vé nha cda 6ng. Ong dudng nhu ching bao gid ghi
chép, thudng c6 vé nhu dang nghi xa xam va dang b lac
trong chinh suy nghi ctia minh. Ong c6 mot boé nhd gan
nhu la may anh, dé dang nhd lai tiing trang chinh xac va
vi tri cla nhitng dién ma éng da doc tir nhieu nam trudc.

Poincaré diém dam va tot bung. "Anh z’iy rat can
bing, khonyg bao gio dé 10 bit ki su tirc gian, bat ki cam
xuc, hay bat ki sy dam mé trudc bat o thi gi. Tinh cam
sau sic nhit 1a nhirmng thi ma anh gidu mot cich can
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trong nhat’, em gai ong da viét. "Trong cach danh gia
ngudsi khac ctia anh," ba noi tiép, "anh tranh tat cad moi sy
cudng diéu. Anh tir choi ndi rang mot ai dé 1a rat tot, hoac
rat xau, boi vi anh khong tin vao sir tuyét doi, dac biét la
trong cic van dé mang tinh dao dac."'"*

Cudc chién tranh Phap-Pho ddng mot vai trd quyeét
dinh trong nhimg nam cudi thoi thiéu nién cba Poincaré.
Cach chua day ndm muai ddm tir bién gidi cta nude Pac
hién tai, thanh Nancy nam ngay gitra trung tam cua cudc
chién. Darboux, ngudi dimg dau Vién Han lam Khoa hoc
Phap va la mdt nha hinh hoc tuyét vai dua vao chinh thuc
luc ciia minh, da md ta phan ung kinh hai cua Poincaré khi
nha ctta cua gia dinh bén ngoai caa éng g phia ngoai
Nancy bi pha huy, va trich dan mdat doan tugng thuit tiy
mot ngudi ban cha gia dinh mad ta chang trai tré Poincaré
giip cha minh cham séc nhing nguai bi thuang nhu thé
U Nancy roi vao tay quan Phd, va bi chiém déng tix
nam 1870 dén 1873, trong thoi gian nay cé mdt quan chdc

nao.

£ ) y - . ~ ’ . . PR -
cao cap cua e tam tru tai nha cua Poincaré. o la quang
thavi gian ma Poincaré hoc tieng Duc.'™

1% 84 ghi chép cua em gai Poincaré, Aline, [tem B 250, Docunients sur
Poincaré, Archive 1enn-Puincaré, Université Nancy 2 (LPHS-AHP),
trang 191. Trich lai trong G. Heinzmann, "Eléments preparatoire A
une biographie d'Henri Poincaré.”

14 Gaston Darboux, "Eloge Historique d'Henri Poincaré", doc trong
mot budi dién thuyét cdng cong vaa thing 12 nam 1913, in lai trong
Ocivres de Henri Potncaré, vol 2 (Paris: GauthiersVillars, 1352).

13 C4 khac biet thd vi trong thong tin cua Darboux cho ring
Poincaré wéng nang hoc tiéng Puc bang cach di xudng quan ca phé
dé co thé doc bido tieng Dic va ké lai vai cha minh ciing nhing
ngudi khac nhiang gi dang dién ra, va thong tin caa em gai
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Sau chién tranh, Nancy v lar tav ngudi Phap. Metz,
thanh phé anh em cia nd, mdt thanh pho thién vé cong
nghiép nang, cach ba muai dam phia trén song Mosclle,
vin nam trong tAm kiém sodt ctia Pac va trd thanh mot
phan ctia vung thudc Puc quan li, ving Alsace-Lorraine,
cho dén sau Thé chién [ Nancy, luc bay gidy nam trén
dudong bien gigi, phat trién thinh vuong thanh mat thi
tran bién gidi song dong, tran ngdp nhing nghe si va
ngudi ti nan chay tron khoi Alsace va chinh sich Buc
hoa. La thanh phd ¢6 nhiéu nét van héa La Ma nhat &
phia Pong nuuc Phdp, vao cudi thé ki 19, Nancy tr&
thainh mét ngon hai dang cua nén van héa va van minh
Phdp. Cong nghiép, nghe thuat, va van hda nd 1o, da
san sinh phong trao Nghé thuat Mdai (Art Nouveau), lan
rong ve phia tav tir Nancy qua Paris, va tir dé truyen ra
khap nudce Phap.

Mot trong nhirng di san 5ot lai clla Napoleon la heé
thong dac trung Phdp cta cac truimg lon (grandes écoles),
cac truang hoc uu viet dao tao cdc nha quan I va ki thuat

. 2 . L . 2 . N ' . e 2 ) .
hang dau caa dat nude - dén tan ngay nay."' Ticu sur cac

Pomcaré cho rang ong hoc duge héng D boi v i ngudi Dic khi
tam tra var gia Jdinh ludn ngdi & ché am nhat cta phong
khach. Khong duge nhace dén, nhung kho cé {hé bd 1d, 1a dénh 1
hoi gay gal cua cd cho rang Pamncaré sé hoc bat etr diéu gi néu dhéu
d6 déng nghia v4i viée chia s& chd dm trang can phong.

N8 Treang foni 1a mot hé thong gom 160 truony dai hoc nho duoc tai
trgy IOt von chuong trinh gidng day duoc chon lya can thin. Cac
trudmy; nay ¢6 mot t ¢ sinh vién-gido vién rat cao (160 truang dai
hoc cd khoang 11000 smh vién tét nghiép mdi nam), hoe phi vira
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nha toan hoc Phap thuong duge bat dau vai thong tin
dang né 1a ho da thi 16t nhu thé nao trong céc bai thi
tuyén ddu vao, hay ho da béu hién ra sao qua cac ki thi
va cac cudc tranh tai cap qubc gia. Poincaré ciing khong 13
ngoai 1&. Ong doat giai nhit trong nhidu ki thi qubc gia,
va la mét trong nhimg thi sinh sang pia nhat cua truong
Bach khoa (Ecole Polvtechnique) va trudong Su pham
(Ecole Normale Supérieure) clia Paris, nhang truomg dac
biét ndi tiéng vé chat luang taan hoc.

Poincaré vao truing Bach khoa Paris nam 1873, ot
nghiép & vi tri thia hat (bdi vi diém mon thé duc va nghé
thudt ctia Ong hoi thap hon mat ¢hit so vdi mire trung
binh) vao nam 1875. Sau d6 onyg hoc tiép tai trudng Mo
(Ecole des Mines), mot truong Ién danh cho nganh hoc ki
thuat ¢6 xua nhat, va vi vay danh gig nhat. Sau khi tét
nghiép, éng bat dau vdi su nghiép ki su mo, ngén ngui
nhung xuat sic, trong thai gian d6 éng hoan thanh luan
an tién s vdi sy hurdng dan cua Charles Hermite,

Nhirmg nguoi cham luan an cua Poincare khong hoan

toan hing tha véi ludn an cia 6ng."” Ho thira nhan ket

phal va ddu vao thi canh tranh ral cao dua trén cdc ki thi tuyéen
l.lUOL via bang gidy, doi khi bang phang vin. Cac triang nay cung
cap gan 70M quan tri vién va glam dac tronyg, cac cong i Phap, va ti
¢ nay trong nha nudc tham chi con cao hon.
DT \ar ndm sau do, Darboux, Chi tich ctia Cy ban wam khao luin
an viét, "Ta cdr nhin dau tién, toi da rat ro rang rang nd Khaong pha
la binh thuong va dang duoc khen thudng. Chac chan La két qua
cia no du Jdé cung cap tai liéu cho nhiéu luan an tot." (1oi ca tung
cla Datboux, trich dan trong ghi cha 101, 21.).
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qua cua ong la phong phu, doc dao, nhung khong ha
long véi phan trinh bay ¢o phan cau tha cua Poincaré, dac
biét la doan cudi. Cac chirng mmh con nhimg 1o héng va
ban thao c¢é dau hiéu cia viéc viét vdr vang. Nguai ding
dau héi dong tham dinh luan dn, Darboux, théi thac dng
tiép tuc phat trién mét sd y tedng cua minh va trinh bay
mach lac han. Poincare nghiém tuc sira chira bat ki 156i ndo
ma hoi dong nay nhac dén, nhuny tir chdi tiep tuc phat
trién cdc y tuomg, ndi rang 6ng ¢é qua nhiéu tha khac dé
suy nghi. Darboux tén trong didu nay, va do do dng vugt
qua ki sat hach.

V@i bang tién si trong tay, Poincaré tim duge mot vi
tri trg If giao su tai Pai hoc Caen vao thang 12 nam 1879.
Lam viéc ¢ tinh 1& 1a khai dau quen thudc ciia mdi su
nghiép mang tinh hoc thuat & Phap. Caen 1a mot thanh
phé nha, thu pha ctia Calvados, viing Normandy, ving
noi tiéng vai rugu tao trit danh va pho mat hao hang. Co
tiéng vdi cac toa lau dai theo kién thdc Norman, va dac
biet la phdo dai hung vi caa Willilam-nha-chinh-phat
(William the Conqueror) ¢ nién dai tir 1060, Caen clu
cach b bién Normandy d6 mudi dam. Truong Bai hac
Caen’™ duyc thanh lap nam 1432 bdi vua Henry VI cta
Anh, sau nav hean toan bi phd huy bagi cac tran khong
kich ién quan dén cudc d6 bbd cta quan déng minh len
Normandy nam 1944,

"™ Truong duac xdy dung lai sau chién tranh, va khanh thanh vao
nam 1837
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Tinh ¢&, nam 1878, Viecn Han lam Khoa hoc Phap
cong bo mot cude thi "dé cai thién dang ké maot vai khia
canh cuta li thuyet phuong trinh vi phan tuyén tinh mot
bien doc lap.” Poincaré kha quen thudc vai mot vai cong
trinh ctia Lazarus Fuchs, dong tac gid vai thay hudng dan
luan van cua 6ng ve mot lop cac ham so bien phirc phat
sinh trong moi quan hé véi cic nghiém cia nhing
phuong trinh vi phan. Poincaré da tu hoi, liéu cdc ham sb
tugng tu o ton tai trong cac bdi canh todn hoc khic

khong. Cuoi thang 5 nam 1880, Poincaré gui bai luan cua

Hink 42 Henri Poincaré.
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minh dé du thy. Mét thai gian ngfm sau do6, 6ng nhan ra
rang cdc ham <6 nay ¢6 mdi quan hé véi hinh hoc Phi-
Euclid.

"Trong vong hai tuan,” éng viét, "toi di o ging
chiang minh rang khong thé cé bat ki ham sé nao la tuong
tu van nhimg gi ma luc d6 tai goi 1a cadc ham <o ctia Fuchs.
Lic &6 t& da qua ngu dot """ Ong tiép tuc md ta lam thé
nao ma sau mot dém khong ngi do mat tach ca phé dac
lic tdi, éng phat hién ra ring - trdi nguoc vdi nhimg gi
ong da ting tin - ton tai mot 1dp rong 1on caa cac ham 5O
giong nhur vay. Sau dg, dng tim ra mét cach thuan tién dé
bicu dién cac ham sb nay. Day la bude dét pha dau tién.
Di nhién, mét didu bat ngd tham chi con Idn hon dang
ch& dén ong,.

“San d¢ tor rén Caen, noi t6i dang song vao thoi diem da,
dé tham mia mot hdi nghj dia chat té chire béi Truong
Mo, Nhimng su viée xay ra bat nga cda chuyén di nay da
lam to1 quén di cong trinh todn hope ctia minh. Khi dén
Coutances, chung t6i tam nghi va lai xe di mot vony, thoi
diém it chan lén thém nha, y tudng dé chot dén v 1oy,
mac di chang cé bat ki nhang suy nghi nao trude day
trong dau i chuan bi cho na. réng cac phép bién d6i ma
toi dimg dé dinh nghia han 38 Fuchs gidng hét cic phép
bién ddi trong hinh hoc Phi-Euclid. T khong kiém

chung lai va cing chang co thoi gian dé 1am véc dé do

"™ T Poancaré, "Khoa hoc v Phuong phap” (Science and Method)
dich sang tiéng Anh boi Francis Maitland. Trong 1he Value of
Scurnee: Essential Wittings of Henri Fomcasé, bién tap bdi Stephen Jay
Gould (New York: The Modern Library, 2001, 392,
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phal (ro chuvén vl narn khac ngay khi vira ngdn xuong
ehé. nhung tér da cam nhan mol su chac chan hoan hao
va toc ther Inén duong tro vé Caen, td xace nhaa la két
quad trong thin gian ranh 1 dé thoa man tam Irf clia
minh,”'-"
Dicu nay tham chi coOn hon 1a mdt su chan déng. Nhung
~ v . - » « r ~ 2 - A
khong phai chi ¢6 vay. Poincaré da chuyén sang mot sé
cau hoi vé sd hoc ma khong hé nghi ngd liéu ching cé bat
ki lién hé vai nhing gi ma dng da lam hay khéng.

“Chdn nan vi khong thanh cong, toé1 bo mot val ngay di
bo ben bay bidn dé suy nghi vé nhimg didu khac. Mat
Lom, khi dang & bd doe theo nhimg vdch da, v tudng do
da dén vai 61, mat 1an nixa midt ciach ngdn gon, bat ngd,
v3 hac chan hac thai, rang cac phép bién déi cua cdc
dang tam nguyén bat dinh gidng hét cac phép bién doi

ctia hinh hoc Phi-LEuclid. "

Trd lai Caen, Paincaré nhan ra rang diéu nay déng nghia
vai su tdn tai ma truée day chua ai tim ra caa mot lap
hoan chinh khac cia cac ham s6 Fuchs. Ong da lac vao
mot thé gisi than tién caa todn hoc. Poincaré gl dén
Vién Han 1am Khoa hoc & Paris ba bai bo sung cho bai
Juan cia minh, trong d6 éng phdc thao mat cach can
trong moi lién hé voi hinh hoc Phi-Euclid.'? Ong duoc de

™ I'rich dan nhu trén,
12 Trich dan nhu trén.
1= Ba bai bd sung cho bii ludn cua 6ng gui cho Vien Han lam Khoa
hoc & Paris (28 thdang 6 1880; 6 thang 9 1880; 20 thang 12 nam 18R80)
vach ra cac nguveén lac co ban cta hinh hoc Euclid va mos quan hé
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it cho giai thudng trong Vién Han 1am Khoa hoc lan dau
vao cudi ndm 1880, va thang 3 nam 1881, Vién Han lam
trao cho Poincaré mot giai tuyén duong rat danh du, mac
di1 khéng phai la giai nhat.

Kham pha ctia Poincaré cho phép 6ng tién xa hon
nita, dng cong bd cac két qua ctia minh trong hai bai bao
ngan gon vao thang 2 nam 1881, va mot bai thir ba vao
mung 4 thang 4. Pdy la nhing bai bdo ma Klein da luu
y.'® “Sehr Geehrter Herr!" (cach néi lich sy va mang tinh
cdng thire trong ticng Dic khéng thé bat chude duge cia
"thua 6ng") mé& dau bic thu ctia ngai Gido su Tién si Klein
gl dén Poincaré, ngay 12 thang 6 nam 1881:

“Ba ghi chi ctia dng & bai Comptes Rendus (bao cio) ma idn
lan dau tién dugc biét vao ngay hom qua - va to) nhan ra
rat nhanh chi ngay sau dé rang no ¢d hén quan chit ché
dén nhung su suy xét va cdc nd hre do chinh toi bé ra

£ — - R - . £ = b
trong suot nhimg nadm qua - khién td cam thay rany can

cia chung v3i ham 56 Fuclis. Nhitng bai bao nay bi lang quén va
MoN Moj ndm trong kho luu trix Vién Han lam Khoa hoc & Paris
cho dén khi duoc phat hién lai vao thang 12 nam 1979, chin muoi
chin nam sau dd bgi Jeremy Gray, lic do 1a mt sinh vién sau dai
hor (va bay g1 la mat su gia toan hoc ndi tiéng). Doi véi cac bai bao
bo sung, va binh luan lich s ve chang, xem Jeremy J. Gray va Scott
A. Walter, Henri Poincaré, Three Supplementary Essays on the Discovery
of Fuchsian Functions (Berlin: Akademic Verlag GmbH and Paris:
Albert Blanchard, 1997).

'** Vao ngay 11 thdng 4, nha toan hoc néi tiéng ngusi Thuy Dién
Mittag-Leffler, sau khi viét thu cho Hermite, da viét cho Poincaré.
Ha trér thanh nhiang ngudi ban sudt ddi cia nhau. Mittag-Leffler da
du dinh xuat ban mét tap chi toan hoc mdi va mdi Poincaré xut
bian cac bai viét trong d6.
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phd viet thu cho ong. Hau Hen, toi hi vong omg & uu
tam dén mal s6 cong trinh khac ma tdi da xuat ban trong
trong cac Quyé:n XIV, XV, XVII caa Mathematische Armalen
v nhimg ham sé elliptic. DS tat nhién 1a cdc ham 56 mo-
dun, chi 1a mot trudng hop dac bidt cia mébi quan hé phy
thude ma ong dang dat ra, nhung mot sy so sanh ki hon
5& cho Ong thay rang toi ¢ 1¢ da rat ra duge cac dic tinh
chung.”™
Mac du Klein chi 1dn hon Poincaré nam tudi, ong da la
mdt gido su toan nang ¢6 dia vi vitng chac ¢ Dac véi tam
anh hudng rat lon. Klein biét rang Poincaré sé nhan ra tén
minh. Ong can than ghi cha tdt ¢ nhimng gi 6ng da cong
bd ddng thai chi ro rang éng ciing da thu duge mot 56 két
qud khac - mic du chua duge cong bd nhung da duoc
thao luén véi nhixng ngudi khac. Tranh gianh tham quyén
da xay ra: Klein bay té hi vong rang la thu cta ong sé la la
thu mdé dau mdt cude trao ddi kéo dai, bo qua danh tinh
mét sd ngudi, gid bd néi rang dng sé khong 6 nhidu thai
gian dé suy nghi vé nhitng van dé ma éng dang viét cho
dén hoc Ki sau, va giai thich mét cach bién hé ring tiéng
Phép ctia 6ng khong dugc tbt nhy mong muédn.

Poincaré da chang rut r& chut ndo, "Thua ong
(Monsicur)”, Poincaré trd 13 hdu nhu ngay lap tiace (15
thang 6).

™ Cac bure thu duge in lai trong toan tip tdc pham caa Poincaré
(Oermes, vol. 2) va coa Klein. Toan tap Poincaré bao gém mot trich
dan dai tir cudn Gid brf Khoa hoc (The Value of Science), va tuyén
chon tir mé ta kham pha cua Klein (hoi khac tir ban 1927). Dudng
nhu khang ¢6 ban dich tiéng Anh toan bd cudc trao ddi (do vay tai
da trich dich & day va & nhimg cho khac).
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“Buc th cua omg cho téi thay rang ong da Kip thoanyg
thay tnse o mat =6 ket qua ma toi da dat duge trony, i
thuyet ve cac ham <& cua Fuchs, Toi khong hoan toan
ngae nhién, bai i 19 et ong (hang thao nhur thé nao ve
hanh hoc Phi-Fuclid - chia khéa that sucta van de Jdang

Tam ban tam chang ta

[aincaré sit dung déng v thadng thay khi not dén céac ket
qua cta Klein va dong tir daf duoc khi néi vé cac két qua
cva chinh minh mot cach rat tinh té, nhung gan nhu
khéng ngau nhién.'* Tho hoan déi vi tri cia chang néu
ban chua cam thay Hunvét phuc DU ¢d y thic hay khang,
Poincaré da danh trinyg mot diém, do 12 Klein, hay tat ca
nhimg ngudi khac, da2 ¢6 tiem nang khdm phd, nhung
chua that su d&én noi dén chdén. Klein chua tim ra duoc
moi lign he vai hinh hoc Phi-Euclid. Mau chét nam o mot
trong nhimg “van dé dang lam ban tim chang ta”
Poincaré da khong nhudng lai sin choi cha Klein. Ong
khang dinh rang 6ng duong nhién sé cong nhan nhirng
tham quyen thudc vé Klein. Sau d6 la mot giong van
danh thép. "Ong noi vé cic ham s6 mo-dun elliptic.”'
Nhung tai sao lai 1a s6 nhiéu? Néu cac ham sd mé-dun 13
binh phuang cia mo-dun duge dien ta nhu mot ham sd
cua cac chu ki, thi chi c6 duy nhat mot ham s, Thual ng

“ham s6 moé-dun” hin phai c6 mét y nghia gi khac.”

= {ai (tde gia) da dich cha apercovonr thanh thadng thdy va obtemnr
thanh dat deoc. FLa donyg Hr ¢d nghia khac nhau va cach chon tit
cua Poincaré la c¢d tinh toan. Thit ddo nguge chung néu ban chua
tin.

2 tdie elliptischen Modulfunktioncu]
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Tat nhién, né con ¢6 nghia khdc, nhung tilng Duc
ctia Poincaré du tor dé nhan ra danh tir s nhiéu 36, va
khd nang todn hoc cta ong thi chic chan nhu da tang.
Bon ciau hoi nita tiép Lheo sau, tat cd déu hiém héc. "Ong
ham ¥ gi khi nai vé cac ham sb dai 6 ¢6 thé duoc bidu
dién bang cac ham 56 mo-dun? Ngoai ra, Li thuyét Ba
giac Ca ban la gi?". Poincaré khong e ngai dat nghu van va
thach thic vé miat thuat ngi. "Ong da tim thay tit ca cdc
da giac tuan hoan'® lam phdt sinh mot nhém khong lién
tuc chira? Ong da chi ra su tAn tat cda cac ham s6 tuong
ung vai mdi nhom khong hién tuc chwa?”. Nhimng diém
nay tat nhién Ja trung tam cua van dé. Poincaré da timg
khong nghi rang nhimyg didm cudi cung nay ton tai,
nhung lai khdm phd ra ching khi udng mot tach ca phé
den. Poincaré két thac thu phac dap bang cach néi rang
ong da chuyén nhimg nhan xét ctia Klein den Ticard, mot
trong nhimy nha toan hoc ngudi Phdp ¢d anh huong ma
Klein da dé cap, va noi vai Klein rz:mg ong sc rat vui neu
ho tiép tuc git lién lac. Va, cOn nua, "Tor da ta y viet cho
ong bany tiéng Phap bai ong noi vai téi rang dng biel
nedn ngu nay.” Hoan hao, Khéng hoan toan chinh xac
v nhimg dicu Klein da viét, nhung 1a su suy ra hop I
ca vige dou ching.

D6 1a cach bat dau cia mot s irao déi hap dan
nhung cang khéng kém phan phite tap va khinh bac. Cac
buc thu cit ngang moi dudmg ranh tri tué va tinh cam. O
bén ngoat nuac Pace, Klein 1 hinh tugng caa dinh cao

%7 [Kreishogenpolygone]
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van héa Pac. Tu tin, dep trai, ¢ gido duc cao, va két hon
voi chau gar cia Hegel, éng c¢o 1at ¢a moi quyén lgi cua
mot giaa sungud e vai mot doi ngt sinh vidn téan tam.
Tronz nudc Biac, tuy nhien, cd sir phan chia gitga ruong
phai giai tich, ma dat dién la nha todn hoc vi dai va déy
anh hudng Kar) Weierstrass, va truong phai nhimg ngudi
ung hd phuang phdp thién vé hinh hoc licn quan dén
Riemann. Klein cling cac sinh vién gan két vai xu hutnyg
thit hai, va di¢u nay ¢ép phan lam king vét ran nat gitra
hai truomyg phdi, b sy nhic¢t tinh cda Klein vua ca tac
dung chia cit vira c6 Lac dung thong nhit. Su ran nat nay
déng thai ciing co hé qua d bén ngoai nude Pirc.  Phap,
thay hudng dan cua Poincaré 1a Charles Hermite cuc ki
ngudng ma Weierstrass nhung ghét bat cir dicu gi lién
quan dén hinh hoc, va khong bao yid ban tam dén viéc
tim hiéu bat ki phuong phap nao cia Riemann. Két qua
la, sy gido duc cua Poincar¢ kha mat can bang. Fuchs,
ngudi 33 thuc hién mot s6 cong trinh quan trong trudc
chién tranh cing Hermite, hoan toan & ciing trudng phadi
vai Weierstrass va vo cumy hoai ¢6.

Vi vav, mot dicu khién ta bat cuoi la Poincare, nguai
hau nhur chang bi¢t ve nhimg gi Riemann da 1am, da bat
f.tfm ty minh sdng tao va kham pha lai mot 6 két qua cua
Riemann. Thé ma, ong lai dat téen cho nhirng ham sé mdi
cia minh theo téa ctia Fuchs, va dieu nay duong nhu dat
dng vao cung truong phdr véi Weierstrass. Lic dau con
hoa nha, sau d6 manh bao hon, Klein dé nghi Poincaré
doi tén ham sé Fuchs dé cong nhan dong gOp cua
Schwartz va nhimg nguoi khac. Poincare tir chdi. Mot
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diéu khién ta bat cuon thu hai la Klein da nghién cau can
Lthan cong trinh cua Riemann va cdc cong trinh khac phat
tricn tir d6. Su mi m ka la cia Poincaré vé cde ¢d ng trinh
nay di cho Klein mdt s khoi dau rat 6t dep. Nhung
Paincaré, ngudi thue sy xuat chung, ngay lap tic Jam cha
bat ¢ diéu @1 ma Klein am chi. Cudc trao ddi nay da dan
Ong dén voi cong trinh cda Riemann.

Mot loat nhimg sur trd tréu khac phat sinh tir van dé
quéc tich. Quan heé gira Phap va Dac tdi té. Poincaré, do
dia diém noi Ong ra doi, da truc tiép chung kién sy xam
lang cla Puac va trdy thanh dai dién cho tinh hoa caa nuéc
Phap. Khau hiéu non inudtus premor ma éng dinh kém vao
bai du thi trong cudc dua tranh gianh tai trg cua Vién
Han lam Khoa hoc Phép la cua Nancy, qué huonyg ong,
Mot khau hica day thi dich duoge dich gén nhu la "khong
thuong tich nao ma khoag duge trd thi,"'™ va tham chi
vét thuong dé com bi Kheét sau hon sau khi nude Phap bi
lam nhuc vao nam IR7D. Vé phian minh, Klein véi tinh
than véu nude da xung phong vao quan dai Bac va phuc
vu trong chicn tranh. Mac du khong phai la ngudi theo
cha nghia dan toc cxe doan, nhung mot 56 ngudi da
khién dng cd vi nhu vdy, ong cé mot diem yéu la ton
sing mot cach mi quang vao cac truyén thuyét vé nhimng
ddc tnlh wu viet cia tii tué qudc gia va chung toc, cai sé
bép méo hinh anh nudc Dic trang the ki 20. Vai ndm sau

12 Khau hiéu nay am chi sy that bai cua Charles le Teméraire trudc
Nancy nam 1477, Thudng dugce dich tue trong hényg Phap la "Qui sy
trotte. sv pique”, tam dich nhu sau: "Pung vao, s¢ nhan ducc dau
thuang” hav "Khicu khich ta, nguoi sé tra gia."
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d6, ong néi chuyén gan nhu theo cach than bi vé bau
khong khi tai Gottingen,'=" va ong Hin rang tu tuong cua
Riemann la bicu tugng ctia tri tu¢ khoa hoc siéu viét Ehre.
Nhung ong lai thiy & Poincaré, mot chang trai Phdp tré
tudi tham chi con gifmg Ricrmann hon chinh ban than
Riemann.

Cac bire thu trao doi qua lai trong khaiang hon mot
nam. Vé veé bé ngoal, ho rat lich su nhung thuc chat lai
cuc ki nhay cam. Ca hai dan nhau vao chan tuong, Klein
de nehi Poincaré gui mat bai bdo mang tinh tém luoc
phac thao mot s6 két qua ctia dng dén Maihematisddie
Asalen, Wac 6 13 tap chi hang dau va Klein 1a nguoi bién
tip. Paincaré dong v. Piéu nay tao ra sy bat dong ve tén
tudi va tham quyén gitta hai 6ng. Klein thém vao 1o tur
chéi trach nhiém déi véi bai bao caa Poincaré, néu ro bat
ddong cia dng truoc sy lua chon cac thudt ngiy caa Fuchs
va cta Klenr (thudt ngir sau phdn nao 1a cau tra 1&i tinh

- . - » £ . - P ’ . X . A
qudi cua Poincaré cho phan doi trude dé cua Klein vé viée

= F. Klein, Vorlesungen iber Jdie Entwickhung dey Malwmatik im 19
Jadrhundert, el 1, 11

{Berlin: Springer, 1926 | Teil 1]. 1927 | Vol }). BXac bidt xen trang 249
cua tip | "Chang ta khong the tong két khac hon la khong khi
Gotlingen da bdao hoa vin am vang hinh hoc gay ra mét lyc hap dan
manh mé tir mot Ricemann nhay cam va tai nang. Moi trirong xung
quanh ma mél ngudt thay minh tham chi con quan trong hom 13 cdce
su Kien 14 kién thue cy thé cung cap cho anh". Mot ban dich téng
Anlt Lo tdp dau tién, ¢d tua dé Development of Mathematics i the
Niveteenth Contury, bai M. Ackerman xuat hién trong tap 9 cua sen
Liv Guoups: History, Frontiers and  Applications, bién tap bdéi R
Hermamn (Brookline: Math Sci Press, 1979)
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s dung én 'uchs). Poincare khang khang rang viéc ong
duge phép tu hya chon cac tén goi Ja hoan toan xac dang.
Nlein giap do bfmg cach (hen mét doan trich ¢ga mat la
thur ma Poincaré viét vé chi dé nay, nhung dong than viét
cho nha toan hoc nyurai Phap rf}ng ong khong hai long ve
diéu do.

Trong Ta thy tra lai caa Poincaré vao ngay + thang 4

nam 1882, so 1&én visi thai 36 tha dich Pha.

“Téi vira nhan thu ong thi vor vang, trd lagi ngay Ong cho
Lol biét rang ong mudn cham dut cuoc tranh ladn véa ich
viklioa hoc va toi hoan nghénh g phiap dn 161 lam
nlier vay vt bict rang gidi phap nav khong gay ton that
nhucu cho éng bai trony ghi chd ma ong gut kem cho tai,
chinh Gng 1a ngudi noi nhitng W nglr cadi ciing. Ve phia
13, toi Khong phdi 1 nguae bat dau cude tranh luan nay
va tdl da nhap cuac vai chi don thuan mdt, va chi mot v
kién duay nhat ma thor de [t Khang dong v xda bo (tén
ham s& Fuchs) Tor Khiomy phas 14 nguai muon kéo dai
cude tranh luan, tor <& kXhong bao gis ban vé né nua tiu
phi bi bal buge, va lor ciing chang thav bat o dicu ¢ &ép
budc (o1 ca....

Toi hi vong rang cudc cudi ngua dau vo vor vin kK cun
ma chang ta vaa mdi nhen nham vé mot ca 1IEn sé
khone lam tdn thgone mai quan hé coa (hung ta. '
Trong bal cir linh hudng ndo, tdi khong chit phat v vi

s cong Keh caa ong, va hi vong ang cang khdng phadt
¥ Vi toi da tr bdo vé ban than Da g & nda, ¢ qua la
vo li neu chang (a phai cai nhau thém vi mot cai tén,
Nante tst Schall und Rawch (cdi tén chi la héug dn vd may

— N . - .- x - * - - A
khon), cting hoan toan nhu viv v 161 Ong iam diéu
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6ng muon, ve phan (61, t&1 canyg <€ lam diéu tdi
L

muon.”

" Bde thu hoan chinh sau. Doan thi ba la doan ma Klein sé khong
bao gio quén. Klein gui cho Poincaré mdt trang, ban thao chung
minh caa mot bar bdao cong b mot dinh U 16n, va Poincaré néi véi
Klein rang ong da bict két qua klid Jau roi. Khi nhin ban ghi cha
cua Klein, Poincaré voi va gui mot thong bao [én Comples Rendies
(Yham khao). Nai cay dang ctta Klein 16 16 trong doan trich di kém
vdi cac bace thu trong cong trinh toan tap tieng Phap. Diéu 16 rang
sau mol thé ki 1d ca hai dng déu "biét" két qua la diang, nhung
khaong thé hioan toan chang minly diéu d6. Cace cong cu toan hoe
lac d6 chua ¢é san, va chung minh day du dugc hodn thanh bo
Poincaré va Koebe vao nain 1910.

Paris, 4 Apnl, 1882,

Je viens de recevoir votre lettre et jo m'empresse de vous répondre.
Vous me dites que vous désirer clore un débat stérile pour la
Science ¢l je ne puis que vous (€éliciter de votre résolution. Je sais
qu'elle ne doit pas vous cotter beaucoup puisque dans cotre note
ajoutée a ma derniére lettre, c'est vous qui dites le dernier mot, mais
je vous en sais gré cependant. Quant a moy, je n'al ouvert ce debat
el je n'v suis entre que pour dire une fois et une seule mon opinion
quil m'était impossible de taire. Ce n'est pas moi qui le prolongerai,
et Jo ne prendrais de nouveau la parole que si j'v étais forcé;
d'ailleurs je ne vois pas trop ce qui pourrait m'y forcer.

Si f'ai donné votre nom aux functions kleinéennes, c'est pour les
raisons que jai dites et non pas comme vous linsinuez, zur
Entschadigung; car je n'ai a vous dédomuager de rien; je ne
reconnattrai un droit de propriéte antérieur au mien que quand
vous maurez montré qu'on a avant moi étudié la discontinuité des
groupes ct Funiformité des funchions dans un cas tant soit peu
gendral et gu'on a donné de ces functions des développements en
scries. Je réponds a une interrogation que je trouve en note a la lin
d'une page de volre lettre. Parlant des functions définies par M.
Fuchs au tome 89 dc Cieffe, vous dites; "Sind diese Funktionen
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Day khong phai la cude giao dau lich thiép, ma chi la mot
tram au da trén dudng phd toi tim bing dao bam gidu kin
trong tai do - va Poincaré, mét cach dicu luyen, da tra
nguoe mii dav. Ong nhao bang quyvét tam cham dut cudc
tranb luan cua Klein bfﬁng cach su dung mat cach dién
dat ("giat phdp nay khaong gay ton that nhieu cho dng”) cé
thé nhac lai cac khoan thanh toan chi phu tdi thiét sau

wirklich emdeutig? Ich verstehe nur dass sie in jedem Wertsystem
welches sie errcichen unverzwergt sind.” Voici ma réponse, les
functions etudiees par M. Fuchs se partagent en trowe grandes
classes; celles des deux premiéres sont effectivement unitormes;
celles de la trotlgeme ne sont en général que wnverzivwg?! Elles ne
sont uniformes que s J'on ajoute une condition & celles énoncees
par M. Fuchs. Ces distinctions ne sont pas fates dans le premicr
travail de M. Fuchs, on Jes trouve dans deux notes additionelles,
malhicurcusement rop conases el insérces l'une au fournal e
Borchardt, +.90, Yautre aux Gottorger Nachrichten, 1880,

Je vous remercie beattcoup de votre derniere note que vous avez eu
la bonte de ntenvoyer. lLes résultats que vous enoncez
m'intéressent beaucoup, voici pourquoi; je les avais trouvés il y a
déja quelques temps, mais les publier parce que je désirais €claircir
un peu la demanstratian; c'est pourquol je désirais connaitre a
votre quand vous l'aures éclaircie de votre cote.

J'espére que la lutte, a armes courtoises, d'ailleurs, a laquelle nous
venaons de nous livrer a propos d'un nom, n'altérera pas nos bonnes
relations. Dans tous les cas, ne vous en voulant nullement pour
avolr pris I'nffensive, yospére que vous ne men voudrez pas non
plus de miétre défendu 11 serait nidicule d'ailleurs, de nows disputer
plus longtemps pour un nom, Nawe 1st Schall und Rauch et apres
tout ¢a m'est égal, fastes commme vous voudrez, je ferai comme |e
voudrai de mon coté.

Veudlez agréer, Monsicur, ['assulance de ma considération la plus
dislinguée.

Poincaré
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chién tranh ma Duc da budc Phap chi tra.'*! Ong sir dung
cac thudt ngr quan su mat cach tinh quai, ma khong thé
la g1 kliac hon ngaai tiéng vang doéi lai tir nam 1870, va
trich dan mot doan tra 1o thu ndi tiéng va nong voi cua
FausH* cho Gretchen ngay Lho trong tac pham Faust cia
Gocethe ("Gefahl ist Alles, Name ist Schall und Rauch®
[Cam giac 1a tat ca, con cai tén chi 1a tiéng On va may
khéi.]), nhu mot 1oi ché giéu tot cing; dng két thuc voi
viéc thay doi dot ngdt tir van viét sang van néi ("ong lam
diéu gi 6ng mudn, ..., 16i cing ¢ lam didu tdi mudn.”).
Cude trao daéi 1iép tuc cho dén thang 9 ndm 1882, Klein va
Poincaré tuyét giao khi cd hai tu minh sap xép dé xuat
ban cdc ¢dbng bd day du vé nhiang khdam phé caa moi
ngudt.'’

"1 Néu didu nay 6 vé cuomg diéu 61 v@ ban, hay xem xét rang
Poincaré o thé, vi du, si dung & néi van con xac pham nhung bat
ning né, "Né ¢é thé khong qua kho khan cho ong.”

2 C4 Poincaré va Klein hin déu quen thuéce véi Fanst cua Goethe.
Can nay 13 cau tra lor caa [aust cho cau har "Gretchenfrage,” cua
Gretchen hoi nhimg suy nghi ctia Faust vé tdn gido. Sau mdt hai
vong vo, tranh di vao van d¢é ai tao ra Chua va thé gisi than linh,
Faust cudi cunyg két ludn, "Gefihl ist Alles/Name ist Schall und
Rauch", duoc dich 1a "Cam giac la (Al ca, con cai tén chi la tiéng én
va may khoi" Tham chi ngudi ngayv nay cing s dung phan sau
cta (rich dan dé ha thip tAm quan trong ctia ngir nghia, nhung
Klein chic han da nghy dén ph‘%m dau ngay lap tac.

™ Ghi chu cudi trang cta Klein vé cude trao ddi (trang 621 ciia tap 3
bd toan tip tac pham coa éng) khang dmh rang day la trao doi cudi
cua hg. "Mit diesem Bricfe land die Korrespondenz seinerzeit thr
Ende. Ich vermochte es nur noch, dic Abh. CIII fertigzustellen und
mu~temich dann, wegen des Versagens meiner Gesundheit, von
der wveileren Mitarbeit an der Theorie der automorphen
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Su ddi dau da lam ca hai 6ng tang gap ddi nd luc lao
dong cua minh. Mac da lgi ich khoa hoc la khong dong
dém duoc, nhung tdn that ciia mdi ca nhan that ghé sg.
Ca Klein lan Poincaré déu lam viéc caAn man hon ma
khong can thém bat ki ddng Juc nao khdc. Dan gian
truyén miéng rang c6 mot sinh vién sau dai hoc dd nhac
Klein rang 1am viéc qua khuya dan dén sy mat ngy, va
Nlein cau nhau rang thudc ngu la cin thiet cho lic nay.
Lam viéc qua sic la bénh nghe nghiép ctia ciac nha toan
hoc: nhung van dé la cuc ki thua vi, va khong qua kho
khan dé bi ching am anh (Mot cdu chuyén dua lac dé
nhung mang tinh kham pha dugc cac sinh vién sau dai
hoc nam tha nhat lap @i Iap lai 1a cau hoi tai sao cac nha
loan hoce hang dau déu can ¢ mdt ngudi finh. Két luan
eay cuoi la, vi nhu thé, anh ta ¢é thé néi véi vy rang anh
dang o vai ngudi tinh, va ndi vai ngudi tinh la anh dang
O vai vy, do vay anh ¢é thai gian ranh dé lam nhirng gi
ma anh thuc s mudn: ngdi trong van phong va nghién
ngam veé cac bai toan doi hai nhidu thoi gian.).

Su cang th{’m-cc,‘r va lam viéc qua sitc anh hudng dén
Klein nhiéu hon Poincaré. Ong sup d8 hoan toan vao
mba thu nam 1882 va bude vao mot giai doan tram cam
nghiém trong keo dai gqua cac ndm 1883 va 1884, “Cac

eog mnh todn hoec I thuyet thuce sy htru ich caa toi da lui

lunkttonen sunickzichen, wie schon oben auf S. 585 und in Bd. 2
dieser Ausgabe, S, 258 ausgefiihrt wurde. Auf die Obersendung
meimer Arbeit habe «clh von H. Poincaré keine Antwort mehr
erhatten. Auch spatere personliche Bezugnahme haben die hier
benihrten Fragen nur wenig geklart.”
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tan Hr nam 1882", ang viet lai sau nay.' Ong Hidp tuc
nhan xét, hoi cay dang, rang ong hoan toan phai nhuong
lai linh vuc nay cho Poincaré Klein van tiép tuc dong gop
nhiéu cho toan hoc, nhung chi dudi vat tro cia mot ngudi
truyén ba va kich hoat. Ong khong con xuny phong di
dau cua sy khdm pha toan hoc nira Cudn sich ma ong
ha hen trong bice thu cudi ciing g Poincaré khong suat
hién cho dén mudi 1am nam sau do. Poincaré, mal khacg,
xuat ban mot ban cong bd day dir thang qua nam bai bao
trén tap chi Acta Mathematica, mot tap chi mat duge thanh
1ap bdi nha todn hoc ngudi Thuy Dién Gustav Mittag-
Leffler. Nhung Poincaré cimg phai tra gia. Bac si chan
dodn dng kiét stic vi 1am vi¢e qua nhiéu vao mua heé nam

1884, va budc Ong phai an dudng mot thang.

" Pu Felix Klein, Vorlestrgen ufer die Entwicklung Jder Mathemalik i
19 Jahwhndert. Teil | (Rerhny Spriger, 1928). Cé mot ban dich tieng
Anh, Decelopment of Nathematics ar the Nineteenth Centtiry bai M.
Ackermann (Brookline: Math Sa Press, 1979). Doan tiich dan ¢ thé
duge tim thay trén trang 361 "Cdl gid ma tor phai trd cho cong viée
cua toi la cue ki cao - suc¢ khoe ctia t6i hoan toan suy sap Irong
nhimg nim tiep theo, tai phai dimg lar rat lau va tir bo tat ¢d cdc
hoat dang cang viec Moi vice khéng ¢6 gi ién Inin cho dén mua
thu 1884, nhung, toi chiva bao gio 1ay lai duoe ndng suat lam viée
tridge dav. Tow kKhany bao gidy c6 thé quay tid lai hoan (hanh cac y
tudng truec day. Va sau do, khi & Gattingen, toi trd vé ma rong
pham vi cong viée va tdng ket nluém vu (§ chie khoa hoc cua
ching toi. Vi vay ¢é thé hiéu tir do 1o chu thinh thoang cham vaa
ham sb tur dang ciu (automorphic functhion) Cic cong trinh toan
hoc 1i thavét thue su hitu ich cla tédr da 1oy 1an 1 nam 1882 Tat ca
nhing gi theo sau, néu khong phai la truyén ba toan hoc thi cting
don thudn chila van dé trién khai cac chi tiét ca ma thé.”
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Cudi ciing, cd hai deu lai ding vimg trén ddi chan
ctiia minh, mac du su nghiép cua ho tich xa nhau mot
cach nhanh chong. Klein nhan 1or moi cho mot vi tri tai
Gottingen va chuyén tai nang tuvét voi cua minh sang
inh vuc truyén b, gidng day, va guan I, Ong bién
Gottingen thanh trung tim tedn hoc va vat Il khaong co
doi 1hu ben toan thé Zidi. Giai doan dau cia cudc trao ddi
trong nam 1881, Poincaré hau nhu chua dugc biét dén,
ma¢ du da co mot vai nguai cong nhan dng la ngdi sao cd
tiém nang & muc téa sdng. Ong virza mdi két hon,'™ va
trong, thang 10 nam do 6ng da nhan dugc mét cong viée
chinh thie & muace khai didm™ & Paris. M6t nam sau khi
ket thuc cude trao ddi vai Klein, Poincaré bat dau danh
gld cao ¢ong trinh cna Riemann, da lam chu no va tham
chi vugt xa nhiéu cong trinh cia ca hai truéng phai Klein
va Weierstrass. Bai bao dau tién trong s& nhimg bai bao vi
dai xudt hién trén tap chi Acta xuat ban vao thang 12 nam
18R2; va bai cudi cung, va la bai thir nAm trong sb dd, xuat
hién chura day hai nam sau. Céc bai bao nay da giy dung
uy tin cho tap chi va lam Poincaré noi tiéng. Nam 1884,
ong khoi nguon mét linh vue nghién. cau hoan toan mdi
ma nam nam sau da cdch mang hoa cac nganh vit It lién
quan dén toan hoc. Trong khi d6, nam 1885, 6ng nhan
maot vi tri (theo chuyén nganh vat ) trong khoa Khoa hoc

tai Paris. Naim 1887, cung véi viéc dira con diu tién ra doi,

135 Ong kélHhon ngay 20 thing 4 nam 1881. Vg ong la Poulain
d'Andcecy caa dong ho Geoffroy Saint-Hilaire,

" Maitre de conferences (tuong duong vai trg I gido su), Poincaré
file, Centre histongque des Archives nationales, Pans, AJ/16/6124.
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ong duoc biau vao Vién Han 1am Khoa hoc Phap o tudi ba

muoi hai, tré gan nhu khong thé tudng tuong duge.™

7 Céd mdt moc than gran hau ich trong kho luu triv bruc tuyén duoc
duy in bdi ruedmg Dai hac Naney (www.univ-nancy?2.fr/Poincare/
index.html) Cuc Luu trd Qudc gia ¢é cdc ngay bé nhiém. Cac tai
lidu luu trir cda Vien Han lam Khoa hoc cho thay Poincaré dugc dé
ctr [An ddu vao nam 1880 va vai lan sau do, kha 1a dén dap.



10

Nhitng bai hoc vé

topo hoc ctia Poincaré

Hau nhur khong ai tranh khéi tdAm anh huéng cua nhang
thanh tu tr7 tué ma PPoincaré va Klein da dat duoc. Ho da
Mo ra mat ki nguyén toan hoc hoan toan mdi. Hinh hoc
Phi-Euclid ké tir dé chiém mot dia vi vimg, chic trong
dong toan hoc chinh thong. Hon nta, diéu thi vi nhit la,
mac di cac chi tiét phai mat thém hai thap ki nira mdi
duoc xay dung diy du, cong viéc cia ha da dan dén mot
mdt lién hé cue ki <au sdc va hoan toan bat ngo gitra topo
hoc va hinh hoc trong khdong gian hai chiéu. Dinh Il va
cing 1a két qud cua didu nay 1a mot trong nhing thanh
qua dep hap dan nhit clia toan hoc va, vi vay, trong ca tu
tudng nhan loai. Gid thuyct Poincaré phai mat hai muoi
nam nua mdéi ra o, va lac d6 duimg nhu khong co lién
hé gi vdi két qua nay. Tuy nhién, nhu s6 phan da dinh
doat, mot két qua tuong t dén muc khong tudng cla
dinh 1i d6 trong khong gian ba chieu lai c6 rang budc chat
ché vai gia thuyet Poincaré.
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Pé xem Poincaré va Klein da kham pha nhimg gi, ta
nén nhd rang mot trong nhimg thanh tun 16n nhét ctia
thé ki 19 1a sy phan loai cua tat ca cac bé mat khac nhau
vé mat topo hoc. Vav su phan 1oai cide bé mat theo hinh
hoc thi ra sao? Néu chi nhin thodng qua, diew nay duong
nhu la vo vong. Co qud nhiéu kha nany. Mat cau ¢ ban
kinh khac nhau la khang dang cu vai nhau, ké ca cac mat
cau ¢6 chd tring hoic dbi nii nhé cao. Tuy nhién, cdng
trinh cta Poincaré va Klein ham y rang trén bat ki bé mat
nao cang cd thé xac dinh duge mét dang hinh hoc ma
theo d6 bé mat ¢é dé cong khong d6i (va dién nav dan
dén mot hé qua dé dang la dang hinh hoc nay phai 1a duyv
nhat - néu mat bé mat co dang hinh hoc phﬁmg, chung ta
khong thé dat mot dang hinh hoc cla mat cau lén trén
no).

HINH HOC TU NHIEN TREN MOT BE MAT

Piéu nay khong qua ngac nhién d6i vdi mét mat cau.
Ching ta biét r;‘ing-m(’)t mét cau tron hoan hao 1a dong
phoi vai bat ki mat can nao, va do dé mat can cd dang
hinh hoc mat cau. Nhung, con hinh xuyén thi sao? Bat ki
hinh xuyén nao trong khdng gian ba chiéu ciing ¢6 khu
vuc ¢6 do cong am va khu v ¢d dd cong duang. Dac
theo mat bén ngoai ciia hinh xuyén, tam gidc co t5ng Cac
goc han 180 do, do do, & day do cong la duong. Doc theo
mat bén trong, hinh xuvén cd hinh yén ngua va tam giac
<6 tdng cac géc nho hon 180 46, do d6, do cong & diy la
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am. Dayv gig, hay tudng tuong vé hinh auyén theo céch
ma chung ta da Idm trong Chuong 3 - tudng tuong rang
d6 1a be mat thu dugc tir mot hinh vuong bang cach dink
nhung 1¢ doi dién tuong tmg. Nghia la, chung ta xem mai
diem o 1é dudi cua téy gidy gidng het nhu diém tuong ang
& 1& trén nam o huong lhfmg dung phia trén dau no, va
médy diem fréa 1é trdl giéng hét nhu diém tuony aug trén
ié phai.

Chuny ta hay lam theo 16i ciia Riemann va xac dinh
mdt dang hinh hoc trén bé mat hinh xuyén, bang cach néi
ring ching ta sé do cac chiéu dai va cac goéc trén hinh
xuyen bang cich do cac chidéu dai va cac goc tuong uang
trén hinh vudng.'* Chung ta phai nhd rang khi mot ¢di gi
do di ra ngoai hinh vuéng qua mot trong s nhimg chiéc
1&, n6 s& quay trd ve qua diém tuong Gng trén 1é doi dién.

Hiéu ung nay noi 1én rang cac doan thang trén hinh

1 Nhé lai ring, theo ¢cdng trinh ctia Riemann, viéc xac dinh mét
dang hinh hac tdm lai chinh 1a dé quyét dinh cich thac do chiéu
dai ciia mot vecto van tae (nghia 13, tdc dd) tai mot diém trén mét
duong cong vé nén ba mat ddi tuong trén hinh xuyén nay. f:hfmg
ta co the dong y vai suy nghi mot dudmg cong trén hinh xuyén nhu
mot dudng cong trén mot hinh vudng, va vi vay chiang ta dong, v
vai vice st dung, mdéiric Euclid trén hinh vuong. Chang ta se khong
gap bat o rac rdi gi b vi cac gac an khdp vd nhau khi chung ta
ddng nhat ching - dac biét 13 boHn géc vudng khdp van nhau vong
quanh médt dinh (cua hinh vueng) DOi vai dde gia o kicn thirc vi-
tich phan, ching ta thong nhat dinh nghia do dai cia mat vecty
van téc tai mbi didim cvia mat dai tugng di chuyén doc theo mot
duéng trén hinh xayén, bang cich xem xét duding tuong dny trén
hink vuong va do dd dai thea tiéu chudn Eadlid ctia van tde chuyen
dong tuong tng cua doi teany do
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xuyven cang 1a cac doan thang trén hinh vuong, voi diéu
kién la chiung co thé di ra ngoai qua mét canh va tro lai ve
qua mot canh khac. That vay, cac doan thang ngan nhat
ndi mot diém vao mot diém khac ¢o thé di ra tir mot canh
va trd ve qua canh khac (Hinh 43).""

Hinh 43. Budng thing nbi hai diém trén mét hinh xuyén.

|

Luu y ring ban ciing ¢6 thé cd dudng thing cé chiéu dai hiru
han. Cac dudng nay di vong quanh hinh xuyén mot vai lan theo
mot hudng va mdt so lan khic theo hudng khac, Ngoai ra cing ¢6
cac duong thiang cd chieu dai vo han: Chang di vong quanh hinh
cuven vo sb lan theo ca hai huéng tién gan dén bat ki diém nao
trén hinh xuyen, mot tinh hudng duge mé ta bang cich ndi rang
duémg nay o tinh fric mit trén hinh xuyén.

ks
Hinh h. Mt dudng thing hiu han trén hinh xuyén (cic canh ddi dign néi vai
nhau),
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Bat ki tam #1aC nao trén hinh xuyé‘n cung <o 180 do.
Vi vay, hinlh xuyén nay phﬁng va dang hinh hoc trén né
la hinh hoc Euclid (.ﬂh'ung khdc voi mat phéng Fuclid &
chd, cdc duong thang ciia no 1a hira han va cac dién tich
cing hiu hanj. Vi li do nay, no duge goi la hinh xuyén
phing.

Tac dung cia viéc noi canh trén vdi canh dudi cia
hinh vuong la dé cudn hinh vuang thanh mét hinh try.
Vice nay khong lam sai léch khoang cich va c6 thé dé
dang duoc thuc hién trong khong gian ba chiéu. Bé vi
khoang cach khéng sai léch, cac dudmyg thing va cac tam
gidc ve trén hinh vudng trd thanh cac duang thang trén
hinh tru. Pac biét, do cac tam giac doé co tdny cac goc 1a
180 do, nén hinh hru la phang. Chung ta ¢ thé d& dang
boc mot tam ga trai givong phang cho mat hinh tru (Hinh
H).

Tuy nhién, khi ching ta c6 gang nédi cac canh trai va
phai vdi nhau theo cung cach d6 trong khong gian ba
chiéu, va kéo vong tron & mdi dau cua hinh tru ra xung
quanh sao cho ching ndi vdi nhau thi chiing ta da lam
bién dang khoang cich va do vav da tao nén 4o cong. bi
tr hinh trén bén phai xudng hinh dudi bén phai trong
Hinh 44, chiing ta da 1am thay déi khoang cach gitta mot
vai diém. Tir d6 ta thdy rang khdng c6 cich nao dé c6
duge modt hinh xuyén trong khong gian ba chiéu ma
khong lam bién dang khoang cach cang nhur khéng tao ra
dd cong. Tuy nhién, viéc khéng thé thuc hién didu do
trong khdong gian ba chi¢u khéng cé nghia 13 né khéng
ton tai. DI nhién, no ton tai! Chang ta ¢ mot tap hgp xac
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dinh. Chang ta ¢6 mét khoang cach xac dinh. Con can gi
hon nita. Poi vai mét nha toan hoc, hinh xuyen phang tu
nhién hon la hinh xuyén nadm tron trong khong gian ba
chieu. Suy cho ciung, ban than khéng gian ba chiéu chinh
la mot cau tric toan hoc - ching khong ton tai bén ngoai
toan hoc. Khi chiing ta nghi vé mot moé hinh cia mot mat
cau, chung ta nghi ngay téi mat cau tron c6 do cong
khong dai.

Nguoe lai vai hinh xuyén thong thuong, hinh xuyén
hai 16 ¢ mot métric va mot doé cong am khong doi. be la
hinh thai tu nhién nhat, d6i xtmg nhat ma mét dang hinh
hoc hyperbalic ¢6 thé c¢6 duge. Pé luan ra diéu nay, ta
dung mot phuong phap tuong tu voi phuong phap dugc
dung dé lap luan rang dang hinh hoc tu nhién trén hinh
xuyen la hinh hoc Euclid (nghia 1a phiang), nhung dong
thon phiac tap hon mot chat. Trudc tien, viec quan sat qua
trinh cat mat hinh xuyén hai 16 dé cho nd ¢6 thé md ra

Hinh 44. N6 canh trén véi canh du6i khong 1am bién d4i khodng cich
trong khdng gian ba chidu. Nhung ndi canh tréi vao canh phii thi s& 1am
khodng céch bién ddi.
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thanh mét mat phang (Hinh 10 trong Chuong 3) thuc su
cho thay rang ban ¢6 thé xem hinh xuyén hat 1d nhu la
mot hinh bat giac (1 da giac ¢ tdAm canh) v&i cac canh lan
hrot df)ng nhat (Hinh 44).

Chiang ta khong, thé lam diéu tuong tu nhu da lam
v hinh xuyén de xac dinh dang hinh hoc trén hinh
xuyen hai 1d bang cach str dung 3o dai va gdc caa mot bat
omdc déu (tat ca cac canh bang nhau). Li do 13, sau khi két
hop tat ca nhimg diem gidng nhau, tat ca cac dinh cua bat
giac dugc dong nhat thanh mot diém duy nhat, va tat ca
tam goc cua bat gac xoay quanh diem do6. Nhung co 3n0
dd quanh mot dicm (day 1a dinh aghia cia don vi do d9),
va do do néu ching ta mudn tam goc vita van mot cach
tuyét ddi vao mot diém, thi moi goéc sé phai 1a 45 do (bai
vi 360 dd chia 8 bang 45). Nhung ré rang tir Hinh 45, mo
goc clia mdt bat gide déu co han 45 d9, vi vay sé khong
vira vin. ™"

Chung ta hay nhd lai rang, tuy nhién, trong hinh hoc
hyperbolic, cac tam gidc o tong s6 do goc it hon 180 do,
va khi chang t61 m& rong cac da giac thi guc cna chang

nho di. Diéu nay dat va kha nang cé thé tao ra mot bat

a . N . -~ - - A ' -
Y Trong thuce té, néu dangg hinh hoc do la Buclid - do vay tong cac

£0C cua Mot tant pac 15 180 do - thi tong cde gde trong mot da giac
tam canh bat ki, déu hay khong, phai la 1.040 do. Li do 1a néu ban
chon mot dinh caa da gide tam canh va vé cac duimyg thang tic do
dén cde dinh khade, ban chia da gidce tim canh thanh 6 tam gpac ca
1N kL cd cac goc bang tdng cdc goc cua da gidc tam canh ndy. V)
vay da giac tam canh ¢ 180 nhan 6 d4a, hay 1.040 36 (Diéu nay
cing cho phep ching ta Két Tudn tang da lon méi géc caa mot bat
e¥-Te dérla 1.040 chia cho 8, bang 135 dd.).
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gidc deu trong hinh hoc hyperbolic vai gac 45 d6. Sau do
co thé ndi tat ca cac canh lai va chung sé vua van tuyét
dai quanh dinh chung. N6i cach khac, chung ta ¢6 thé cat
duge mot bat giac déu ¢ mai goc 1d 45 dd ra khdi mot
tam khian hinh hyperbolic, va sau dé ndi cac canh lai dé
tao ra mot hinh xuyén hai 16 <6 d6 dbi xing tuyet dbi.
Dién nay sé cho phép xac dinh cac khoang cach trong bat
gidc Phi-Euclid nay d¢ do cac khoang cach trén hinh
xuvén hai 15 (cang nhu trong truomg hygp eia hinh xuvén,
thong thudong, khoang cach ngin nhat ¢ thé 6 dugce
bang cach vuot qua mot canh va san dé trd ve qua canh
khac. Vdi dang métric nay, hinh xuyén hai 5 sé cd dd
cong am khong doi (vi mit phing hvperbalic 1a nha vay).
Kbhu vye xung quanh méi diém 1a dang cy vai khu vuc
xung quanh bat ki diém nao khac. No hoan toan dbi

uny.

N
D« B
A

Hink 45. Nbi cic d1ém luong ng trén cip canh duoc dénh dhu béi cing mét
kf ty (theo hudng mii tén) cho ra mét hinh xuyén hai 16. Tuy nhién, mai [l s
16n hon 4S5 40, vi vay ta khdng thé dl*.»ng nhét ching lai quanh mébt diém chung
trit phi lam thay a6i cac goc (v khodng cich).

Nhirng hiéu biét cAn thiét dé lap luan rang cau tric
trén vira kha thi lai vira ¢é y nghia, cing chinh la nhimg
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gi ma Pomcare da nghi ra khi budc chan vao ¢ o
Coutances. Di nhiecn, de trien khai modt cach chi hét,
Poincaré can mat phuong phap phan tich sau hon dé
hinh dung veé mét dang hinh hoc ¢6 d6 cong khong déi -
s0 vOi cadch ma chung ta da phac thao trong Chuong 8, su
dung tam vai dét khong bién dang. Paincaré da phat trién
ciac phuong phap tu duy khac nhau ve hinh hoc cta
Lobachevsky bang cach tudng tugng maot phan cha mdt
phing thang thudng va dinh nghia khoang cach khac véi
khoang cach cua Euclid, sao cho tit gdc nhin cua nhirng
ngudi theo truong phai Euclid, cac duamg trac dia (nghia
1a cac duong thang) sé ¢d vé nhur bi dé 1én nhau. Mét
trong nhing phuong phap dé la mio lunh dia Poincaré cua
mat phang hvperbolic. Cho mdt dia, nghia 1a khu vuc bao
boc badi mat vong tron trén mat phang thong thuing
(khdng bao gébm dudng tron xung quanh). Ta hy tudng
tuong rang cic khodng cich & dav duge dinh nghia sao
cho chiing tré nén ldn dan hon khi ching ta Hén gan vé
phia vong tron ranh gidy, nhu thé ranh gidi do 13 xa vo
han. Dicu nay ¢é vé khac vai mot be mat [dam bang mot
tAm var duoc dét lai sao cho bat ki hinh tron naa ¢ nhiéu
dién tich hon nd déu nam trong mat phang Euclid. Tuy
nhién, hai phuong phap tr duv nay vé mat phang
hyperbolic 1a tuong duong: cach dau tién, chang ta
di{ng trén goe nhin cia mdt con bo séng trén be miat do
- tdt cd cac phan cia be mat déu gidang nhau, mat phang
kéo dai dén vd tan. Con theo cach kia, chang ta tuong
tuong minh dang ¢é thém mot chiéu nira bén ngoai beé
mat va xem nd gidbng nhu mot ¢idi dia trén dé cac khoang
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cach ngay cang lan hon khi ching ta ngay cang tiep can
gan dudong bién hon.

Trong m6 hinh dia nay, hoa ra la chiang ta ¢o thé dinh
nghia cac khoang cach trén dia sao cha: (1) cac dudng tric
dia Ja duimg thang di qua tam dia va cac cung tron ma khi
chiing cat vong tron bien thi ta dugc cac goc vudng, (2) cac
26¢ tao bai giao diém cua cac dudng trac dia trung vai cac
goc cua Euclid, va (3) qua mdi diém chi ¢d chinh xdc mat
dudmg trac dia duy nhat di qua thco mét hudng bat ki
(Hinh 46). Trimg hop thay, phén ndi bién caa hinh tron
don vi la déng phoi vdi mat phang, bat ké dang hinh hoc
nam trén ching1a gi. Mo hinh dia nay rar thuan tién trong
tinh toan. Né cling ¢4 tAm quan trong nira; né chi ra rang
ta ¢6 thé ban vé cac dang hinh hoc Phi-Euclid bang cach st
dung cac thuat ngd cua Euclid.

Hink 46 M hinh dia Poincaré wdi cic duding tric dia,

Var ma hinh dia nay trong tay, ching ta hay tim mgt
- . s > - - X - . r . - . 4
bat giac déu trén chiec dia v&i dang métric ma Poincaré

da st dung. Gdc bén tra cvia Hinh 47 chi ra mot bat giac
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deu nhd ma trong dé mdi géc¢ cha nd 16n hon 90 dd (Hay
nhd rang cac dudng thang la nhing dudng tron cit
duong brom bien bang cac goc 90 dd). Goc ben phai, ching,
ta cO mot bat giac déu trong do moi ghe [a 0 do (cac dinh
cuia bdt giac ndm & vo cuc). Néu ta my rdng bat gidc & bén
trdi cho dén khi né trd thanh bat giac & bén phai, thi cac
z6c cang ngay cang nho hon, cudi cung tién dén 0 do. Do
v mot bat giac trung gian nao do, cac goc cua ng sé
chinh xdc bang 43 da, cung gidong nhu khi chiing ta giam
toc mot chiec xe dang di nhanh hon 90 danvgid cho dén
khi x¢ dimmg han; vao mot thai diém nao do trudc khi
dung han, xe s¢ cd mot van toe chinh xac 1a 45 dam/gio
Bat gidc nay, vdi tat ca cac gic bang 45 46, 1a da giac
ma chung ta tim kiém. Néu ndi cdc canh theo cach cua
Hinh 47, chung ta sé ¢6 duge mot hinh xuvén hai 16. Dinh
nghia cac khoang cach nhu ching duge dinh nghia trén
bat gidc Ao, se dem lai mét dang hinh hoc co d¢ cong am.
Con hinh xuyén ba 15 thi sao, hoac hinh xuyén vdi s6
heang (3 bat ki? Li luan theo cach tuong tu nhu trén, ta sé
thay tat ca cac hinh nay ¢ thé duge gan vdi cac dang
métric sao cho ching ¢4 dg cong am khong déi, vi vay
chiang la hyperbolic. Do d6, dang hinh hoc tu nhi¢n caa

“hau hét” cac bé mat phai la hyperbolic.!!

M -1 . A 3 - . £ x - ¢ o 4 - = s\
HE Can bict rang mot hinh xuyen i 16 ¢6 the duac biéu diéen thanh

da gnac 41 canh véi cac cap canh [An luot Jugc <de dinh theo cung
mot kiGu nhur ¢ hinh xuyen hai 16, D6i vol doc gia o kién thixe todn
hoc vira phar, xem thém Chuong LT cua J. Weeks, The Shape of Space,
2nd ed (New York, Basel. Marcel Dekker, 2002). Pdc g13 nao nwudn
di sdu hon vé chi tiet toan hoe, xem J. Stillwell, Geometry af Sui faces
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Hinkh 47 Bét gidc & bén Lrds c6 cac géc 16n hon 90 do. Bat gisc & bén phai cd
cic g6c bing 0 da. Néu bt gidc & bén trdi \ir tif to ra ¢ic goc cha né s€ thu
nho {ai din, la s& ¢6 duoc mt bat gidc v6i cdc géc bang 45 36 trudc khi né
bién thanh bl gidc bén phai.

Cac nha todn hoc tim ra mot két qua nira, do A moi
bé mat déu mang mot dang hinh hoc ty nhién va ¢o ve
dep khong thé cuang lai dugc. Bdn muoi nam hrudc dé,
ho chi biét 1‘511g topo hoc va hinh hoc va cang khdc nhau
va khong thé két hgp thanh maot. Bay gig, ho vo le rang
mai lién hé gilra hai dac tinh nay la khéong thé nao gan
¢ui hon dugc nira trén cac bé mat hai chiéu. Thuc té 12
hau hét cac bé mat ¢6 dang hinh hoc hyperbolic - ma
ngay nay van con la bi an - con cang lam ta kinh ngac
hor.

Tuy khéng thé lap mot hinh xuyén phang vao khong
gian Euclid ba chiéu (mac du van co thé lap nd vira van
vao mat khong gian Euclid ba chiéu bang cach thay doi
d6 cong), nhumg vdi vai nam kien thire toan hoc & bac dai
hoc (Mot it dai s6 tuyén tinh va ba hoc ki vi-tich phan), ta

(New York. Springer-Verlag, 1992) hodc A. Beardon, The Geantetry of
the Discrete Groups (New York: Springer-Verlag, 1983).
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ciing o the chirg minh rang hinh xuyén d6 ¢é thé dugc
lap vao khong gian Euclid bon chidu sac cho métric ma
nd cd dugce la métric cua mot dang hinh hoc phang.'*
Hilbert da chi ra rang khong cd bé mat nao ¢ thé dugc
dat vao trong khong gian Euclid ba chiéu sao cho no ¢d
mét métric vai dé cong am khong doi. Dac biét, mot hinh
xuyén hai |6 hyperbolic khong thé dat vao khéng gian
Fuclid ba chiéu. Ta ¢é thé tu hoi, liéu cd thé dat moi bé
mat, hay t(ﬂng quat hon Ia moi da tap cé mot dang métric
duoc dinh nghta theco phuong phap cua Riemann, vao
mot khdng gian Euclid n-chiéu nao d6 sao cho dang
métric (do vay, cic khodng cach) trén da tap la gibng vau
dang melric ma no cd duoc tie khang gian Euclid bao
quanh néd? Cau hoi nay duoc biét dén voi tén goi la ba
toidn wluing Riemaiut, né khéng cd 1oi giai dap trong nhiéu
nin. Nam 1956, trong mot bai bao phi thuong var cac ket
qua duang nhu duge kéo xuong Hr hu khong, John Nash
da ching minh rang cdu tra 1&i cho cac bai toan nhing
tong quat nay la c6. Két qua nay lam ong nai tiényg, nhung
ngay sau d6 ong lam vao trang thai roi loan tam than

nang. Cudc dau tranh chf‘)ng lai bénh tam than phan liet

42 Trong thue te, ncu ban xem hinh xuyén [a mat vong tron don v
S! trong B> va xem hinh xuvén §! x S! la mot tap hop con caa E* x E*
(tap hop nay tuong tu E bor mot cdp cua cie cdp so thiee 1a ban <
thue, va nguire ¥ai), do vav hink xuvén nay co duge mot Khoang
cach tir kKhoang cach Euclid trong EL Néu ban thich tha vor tinh
toan, ban cd thé chi ra cang, var khoang cach nay, hinh xuyén pha
phang bing cich kidm tra cdc tam gide bat ki ¢ 180 9. Tring hop
thay, theo cing cdch i luan, tat ca hinh xuyén nhiéu chieu 8 x....x
S' déu la mat métric phang by nhién (natural flat metric).
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va vicc gianh duvc giar Nobel vi nhing cong hien trong
kinh te hoc cua ong la chu dé cua cuon sach Taue hon dep

va bo phim noi tieng cimg tén.'"

NHUNG BAI BAO VE TOPO HOC Vi DAI

Poincaré biét dén himh hoc Phi-Fuchid théng qua
Beltrami, ngudi dau tién nhan ra dang hinh hoc
hyperbolic 1a hinh hoc ¢4 dd cong khong doi va do cong
d6 13 4m. Beltrami chi ra mot bé mat ¢é tén gol la gid mat
cau mang dang hinh hoc nay. Ong cang khdam pha ra mo
hinh dia va nhan ra rang quan niém cua Riemann vé hinh
hoc cung cap s¢i day lien hé thdng nhit hai truong phai
quan miém. Poincaré tricn khai chi tiét va kham pha ra
nhieu ma hinh hon na. Thém vao dé, Poincaré da khong
dung lai ¢ hai chiéu. Ong m& rong cdng trinh nay dén
nhirmg dany hinh hoc nhiéu chiéu hon. Ong da mé td mé
hinh cta ong vé khong gian ba chiéu hyperbolic theo
nhang thuat ngle ctia riéng ong:

“Ghd str ot theé gion ndm trong mot hirth cau lom va bi chi
phol b cac quy ludt saw: nhiét dd khong phai 1a dong
nhat ma can nhat 6 chinh gitra tam cau, va dan dan giam

. P - .- H - - a .
khi chong ta dr chuyen ra ngoal ve phia mat cau ngodt

U Chang minh cho dinh 1 nhiing Riemann \wat luen tiang bai bao

ctta John Nash, The Imbedding Problem tfor Ricmannian
Manifolds", Armals of Mathematics 63 (1956): 20-63 Tiéu su trich dan
trong cudn sdch 13 cua Svivia Nasar, A Beautiful Mol (New York:
Simon and Schuster, 1998) va bo phim cung tén.
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cung, noi nd co khong do fuvel dor Quy Tuat nhiét 4o
nay cé thé tom luge nhir sau Néw R 1a ban kmh caa hinh
cau, va r la khodng caclt cua diem dang, xem aét dén tam
hinh cau, thi nhiét dé tuyét dbise b 1é v R Hon nia,
(o1 s& gia su ranyg trong thé gidi nay tAt ca cdc vt thé oo
cung mot B 1& dan nd <ao cho sy dan nd nay cua mét vat
thé lu_vC'n tinlt déu b le v nhiét d6 tuyét dbi e ne.
Cudi cung. hav gla su ring mot vat thé di chuyén tic diem
ndy dén mol dicin khace vdi mot nhidt do khac sé ngay
lap tic co duoec trang thdr cin bing nhiét vdi mdi truong
mdi cua nv Khong cd @y irong nhimg, gid thuyét nay la
mau thuan hay khong thé tudmg tuenig dwae Mot vat thé
chuyén dony s¢ cang luc cang nhd hon khi 16 hén gan vé
phia mdt bién cta hinh cdu. Ching ta hav guan sdt, diéu
ddu tien 13, mac du tir goe nhin hinh hoe binh thuong cua
chdng ta thi thé gidi nay c6 vé nhu hitu han, nhung dd
vn cu Jan cia né thi thé gidi nay vo han. Cang tiép can
vdi bé mdt cia hinh cau, ching cang trd nén lanh hon, va
ciing hic cang trd nén nho bé hon. Cac budce di cda ho do
d6 cang ngay cang ngda lar, saa cho hg khong bao giag cé
thé cham duge mat-cau-bién cia hinh cau. Néu déi véi
chiing ta, hinh hoc chi nghién clru cac quy ludt ma dya
vao dé cac vat ran bat bien di chuven, thi déi vai nhing
sinh vat tudng tugng nav 3 1a sy nghién cdu vé cac quy
luat cua su chuyén dong b bién dang bort ste chénl léch nhiét
ds..”

Chang ta hay dua ra mot gia thuvét khdc: gia st anh sang
d: qua cac mat tramng ed dd khue xa khac nhau, sao cho
Ao Khie xa ti 1@ nghich véi R~ Dudi nhimg dien kién
nav ro rang la cic tia sang khong con thang nita ma cong
tron .. Néu ho [sinh vat trén mdt thé gidgi nhu vay) xdy

dung mit dang hhinh hoc. thi dang hinh hoc d6 sé khong



254 GIA THUYET POINCARE

gidng nhu dang hinh hoc cua ching ta - néu nghién cuu
vé chuyén déng ctia cac vat ran bat bién - ho sé nghién
ctre syt dich chuyén vi tri khac biét va 1a “dich chuyén
Phi-Euclid”, va vi vy do s¢ la dang hinh hoc Phi-Euclid.
Do d6, nhimg sinh vat gidng nhu chinh chang ta, néu
dugc gido duc trong mot thé gidi nhyu vy, sé khong 6

dang hinh hoc giong nhu caa ching ta '+

Trong sudt cudc d&i, Poincaré da dbi mat vdi nhing van
dé gai g6éc ma mat gan mét thé ki, nhirng ngudi khac maéi
biét cach tran trong ching. Su tiép xic dau tién clia dng
lién quan dén mé hinh khéng gian ba chiéu hyperbolic
ma ong vira méi ban dén & trén. Ong phat hién ra rang
nhimg tic d6ng cua cic nhém con clia cdc chuyén dong
khac nhau trén mat cdu & vo cuc phirc tap hon bt cif thit
gi ma cac nha todn hoc da gap phai hrugc d6. Mot vai nam
sau (1887), vi vua Na Uy va Thuy Dién tuyén bd mot cudce
thi toan hoc cho cong trinh hay nhat vé todn hoc ctia Hé
Mat Trgi. Ngudi ta sau d6 nhan ra rang muc tiéu la qua
tham vong. Poincaré gui mdt ban bao cdo va qua dé gianh
dugc gial thuomg, nhung sau dé o6ng phat hién ra mot sai
56t trong bai bao 6.1 Ong da gia dinh mot loai van dong
vo ciing phirc tap va khong thé xay ra, nhung sau dé6 6ng

phat hién ra rang ki thuc né cé thé. Ong da kham pha ra

" Poincaré, "Science and Hypothesis", The Value of Science: Essential
Writings of Henri Poinear¢, ed. Stephen Jay Gould (New York: The
Modern Library 2001).

Y3 DE biét chi tiét, xem bai gidi thiu cia D. Goroff trong H.
Poincaré, New Methods of Celestinl Mechammes, bién tap va gioi thicu
bdi D. Goroff (New York: American Institute of Physics, 1993).
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dicu ma ching ta ngay nay goi 1a by Juén hin loan
(chaotic behaviour), tiép theo dng Him kiém ngdn ngif va
cac cong cu dé md td va lam cho phu hgp vdi nhimng g
ong viua tim ra. Ngav nay, ching ta su dung thuat nga 7
tHityét hion loan (chaotic theory) dé ma td biéu hién phic
tap d6i khi khong thé hinh dung durgce, 1a hé qua tir cic
quv ludt chuyén ddng don gian hoac cac quy tac don gian
dugc ung dung mot cdch lap di lap lai.™

Pé lam rd nghia nhing suy tudng ctia minh,
Poincaré - ciing nhu Riemann - nhan ta ring cic khiaj
niém mang tinh topo hoc la thuc su can thiét. Khi danh
gia lai cang trinh cta minh nam 1901, 6ng viét:

“Mot phuong phap cho phép chang ta biét cic moi quan
hé dinh lugng trong mot khong gian cé s chieu Ion hon
ba. ¢$ thé, theo mot cach nao dé, cuny cap cic tic dung
tuang tu nhir cic bidu do. Phuong phap nay chi co thé la
tpo hoc clia cdc khang gian ¢6 sb chiéu I6n hon ba. Mac
di vay, nganh khoa hoc ndy cho dén hién tai van rat it
dugce khai thdc. Sau Riemann, Betti da dua vao mdt s
khai niém co ban, nhung chua ai tép tue cdng viéc cua
Betti ca. Vé phﬁn toi, tat ¢ca nhing con duang khac nhau
ma t&i lién tuc dan than da dan t dén véi nganh topa
hoe. Tar can nhdng khai niém cia mon khoa hoc nay dé
theo dudi nghién cru trén cdc dudng cong dinh nghia
bdi cac phuong tnnh i phan, va dé md rdng chunyg lén

cac phuong trinh vi phan bic cao hon va dac biét, dén

Yo Xem thém bian phd bién vat hay danh cho ¢ong ching vé i
thuyél hén ioan trong James Cleick, Chaos: Making a New Science
(New York: Penguin, 1988)
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van dr coa (Ac vat thi bac ba. Tai can chang dé nghién
cun ham 50 h bién khong dang diéu For con can chung
brong ca vige nghidn cdau nhang chu ki caa tich phan
nhicu lop va d¢ dp duny nglhuén cuu nay vao nhimg khai
trien nhieu loan Cudi cung, tae da nhin thdy trude trong
topo hoc chia khaa dé Zidi quvét At bai toan quan trong
cua i thuyét nhdam, dd 13 bai todn nghién ciu veé Cac
Ahém con roi rac hode hire han cta mot nhom lLién
tl._]C."HT

Nhung dng khoéng da dong gi dén vide cac khéi niém ma
ong can da vugt xa nhiing gi ma Riecmann doi hai, va
vugt xa nhimg gi dang ¢6 san ¢ thdi diém d6. Nhing
déng gop cua Poincaré trong nganh topo hoc 1a qua lon
lao va van ding doc ngay ca vdi thoi nay. Ngoai cac
thong bao nghién ciru, chiing ¢on xuat hién trong sau bai
bao khoa hoc bat dau tir nam 1895 va két thie vao nam
1904. Bai dau tién in trong tap dau tién cla tap chi truimg
Bach khoa Paris va da tao nén mong cho inh vue nay mét
cach khong go bé chi v4i hon mdt tram trang.'* Day la
mot thanh tuu tuyét déi. Ong dua ra mdt so dinh nghia
khac nhau cua da tap: hai dinh nghia déu rat thuan tén
cho cac nha gidi tich, dinh nghia tha ba thuan tién hon

cho vi¢e tao ra céc vi du trong khéany gian it chieu dong

"7 Ban ddnh gia lai nay in trong Acta Mathematica, vol. 33, 1921, va
dugcun lai trong toan tap Poincaré. (Oenvres, 2: 183.)
W ~Analysis Situs” trong Joronal de FEcole Polytechiique 1 (1895). 1-
121, (Qeurvres, 2: 193-288.) Analysis Situs luc &6 la tén thuong goi
nhung gicr 3a 151 thai cta nganh topo hoc, ¢6 thé duac dich thanh
“giai tich vi tri”, 1an dau tién duge dang badi Leibniz.
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that tao ra co s cho bé mdn ma chung ta goi 1a topw hinh
hoc, va dinh nghia thir tu lién quan dén I thuvet nhom.
Dinh nghia cubi cung nav fr& nén rat quan trong trong
topo dai s6 - inh virc ma chi riéng Poincaré phat minh ra.
Poincaré ban dén cong trinh clia Betti (ngudi ma ong
cing da de cap trong doan trich & trén), mot ngues ban
cua Riemann, va ¢6 1€ 1a ngudi duv nhit linh hai day da
nhung v tudng vé topo hoc cia Riemann. Betti da lay ¢
tudng cua viée cat bé mat doc theo cac duding cong clia
Riemann va tdng qual héa nd thanh viéc cat mat da tap
nhiéu chicu doc theo mot da tap & bén trong no. Paincarg,
dén lugt minh, tAdng guat hda cong trinh cia Betti va
nhitng con s6 ma Betti gin cha cic da tap. Ong dinh
nghia mot da tap con (submanitaid) 1a mdt da tap ben
trong mot da tap khac (gidng nhu mat dudomg cong bin
trong mot be mat, hay mat dudng cong hodc mot bé mat
bén trong mat da tap ba chiéu) va xem hai hodc nhicu da
tap con la lién quan dén nhau néu chiing la bién chung
cua mdt da tap con khéc, Ong giai thich lai nhimng can <4
ma Betti da_dua ra, ngay nay ta goi 1a cac so ciia Betti'™,
bang cach gidi thiéu cadc phuong trinh gitra cac da tap con
ctia moét da tap, goi 1a cac phép dong dicu trén mot da tap,

4% G6 Betti (Betti number): dugc dé ra bdi Enrico Betti va Henri
Poincaré ¢é phan biét cic khong gian topo. Mét cach truc giac, s6
Betti dau tién, b, cuia mot kKhong gian 1a tdng sd thanh phan lién
thong hay 1a tdng <& nhat cét c6 thé thue hién trén khong gian ma
khong chia khonb blan va thanh hai phan. S6 Bett tha hai, b; 1a
tdng sb cac 16 “trdon” hai chiéu va s Betti thi ba, b, 1a tong s I
hay ché tréng ba chiéu (ND).
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thé hién mébi quan hé vé bién trong da tap nay. Tap hop
1l ca cac phép dong diéu doc lap cha mot s6 chiéu cd
dinh déu duoc goi Ja mét nhom goi la nhém dé:zg didu
(homology group). Cac nhom dong dicu dugc phong
doan la gibng nhau d6i voi cac da tap dong phoi va mot
khi ban biét duoc cac nhom dﬁ\ng dicu ban <é biét dugc
cac s6 Betti va con nhién thong tin hon thé nira.™
Poincaré da lién két mot ddi tugmg dai 50 hoan toan
mdi véi moi da tap, ma ong goi la nhém co bdn
(fundamental group). N6 bat bién dudi phép dang phoi
va cdch manyg hoa hoan toan cach nghi cia chang ta ve
da tap. Mot phan tr cia nhom nay la mot vong lap hinh
thanh tai mot diém ¢d dinh trany da tap; co nghia la, mot
quy dao xuat phat tir diém d6 va tro lai vdi chinh nd. Noi
mot cach cong thire hon, do 1a mot Anh xa lién tuc tu
khoang don vi 1én da tap sao cha ci har diém dau va cudi
cta khodang nay anh xa lén diém da cho trang da tap. Hai
quy dao duoc coi 13 tuong duong néu chiing ¢ thé duoc
bién déi qua lai lan nhau theo mét cach lién tuc sao cho
cach nay c6 dinh diém dau (va vi vay cang cd dinh diém
cudi). Ching ta ¢6 thé nhan hai quy dao bang cach di
vong quanh mdt diém, sau d6 di vong quanh diém khdc.

™' 8§ Betti dugc coi 1a bat bién vé mit topo, nhung théu chimg,
minh nén da gay ra mét chuat bdi roi. Su thuc veé viéce s6 Betti bat
bién dudi phép ddng phdi da phai chd doi cdng trinh cua James
Alexander. Ong chung minh diéu nay trong khéng gian ba chicu
vao nam 1913. Y tudng dang sau chiing minh ctia Alexander nhin
chung 1a diing, nhung plidi mat vai nam san thi Alexander va thay
hudng dan Q. Veblen mdi chiang minh diéu ndy dang irong truong
hap tong quat. Ta sé ban dén ¢4 hai ngudi ndy sau.



Nhirng bai hoc vé topo hoc clia Poincaté 250

Tap hop tal ca cic quy dao nhu viy hinh thanh mdt
nhdm, nhung 1a nhom ma thi tu cia cac phan 17 trang
phép nhan gita cac quv dao cé tinh chat quan trong. Ong
trién khai cach giup chung ta ¢6 thé mo ta cdc nhom nhu
vay, va di dua ra mdt 5o do, trong d6 nhdém nay cd thé
duge xem nhu Ia tap hop ctia tat cd cac tie viumg, hay cua
tat ca cac chud chir cai ma chuang ta <o thé tao ra dugc tix
mot tap hop cho trudc cac chir cai. Phép tuong duong la
kha nang <6 thé thay thé mét vai chudi nay hang mot s
chudi khdc, va phép nhan la kha nang cé thé sap nhap
hai chudi ké tiép nhau. Péi véi bat ki nhom nao, nhimg
chir cai ma ching ta dugc phép st dung goi la phan i1
sinh (generators), va cdc quy tic mang tinh tuong duong
duaoc goi 1a cde moi gran hi (relations).

Poincaré dac biét quan tam dén cac da tap ba chieu.
Nhing da tap nay mdé phong hinh dang ma va tru cua
ching ta c6 thé ¢é. Riemann trudc dé chi aem xét khi
cau ba chiéu, con Poincaré thi mong mudn tim hidn £t ca
cac da tap ba chieu.

Vi du, Poincaré cai lép cta tit ca cac da tap ba chiéu
thu duoc bSng cach két hop cac mat déi dién cha mot
khdi 1ap phuony visi nhau theo cac cach khac nhau. Ong
thu dugc khdi hinh xuyén ba chidu da dé cap trong
Chuong 4, cing nhu mot sd da tap khac (cung vai mot
ddi tugng ma éng chung minh rang né khong phai la da
tap). Onyg da chi ra cach xac dinh cac dbi tuong la cac da
tap hay khong. Ong nghién citu cdc nhém co ban cua
chung va chi ra rang cac da tap ndy ¢é thé dugce xem nhu
la khong gian ma ta co dugce néu ta dong nhat cac diém
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brong khong gian ba chiéu ¢6 the di chuyén dugc dén mot
diém khac bang mot nhom dac biét (ta néi rang da tap dé
duoc bicn dién b:ing Hurong cna mot nhdm (quotient of a
group) tac dong 1én khang gian ba chidu).

Paincaré dac biét chu vy dén viéc im kidm mot tap
hop ctia tat cd cac phan b bat bién ma nhivtap hap nay ta
cO thé phan bict duge cac da tap khac nhau (Noéi cach
khac, vi chung ta dang sﬁng trong mot va tru la mot da
tap ba chiéu, nhung 1am thé nao chang ta ¢6 thé chi ra dé
o da tap g1?). Ong ching minh rang viéc chi biét dugc cac
s Betti cua da tap 12 chua dua, Ong da tao ra mdot ho vo
han ca cac da tap ba chidu déng khong déng phéi va chi
ra rang ta <o thé tim ra cdc da tap khong dong pho
nhung cé cdc s Betti gidong nhau; va trén thuc té, tham
chi 6 cung cac 56 Betti vai mat khdi cau. Ong cung cap
cdc vi da ve nhung da tap ¢d cac nham co ban hau han,
va nhac dén mot két qua "¢d vé nhu mau thuan” (I cda
ong), ma duva vao né éng hi vong bai bao cva minh se
thap Ién vai tia sang: két qua nay chi ra réng mot da tap
¢ thé ¢ mot nhom co ban phic tap hon nhicu so véi
mot da tap khac, nhuny 1ai ¢6 sa Betti dau tién nho hon.
Ong tiép tuc vict:

“N\em x€t cac cau hai sau co lé sé la tha vi.

b Cho trudc mat nhom G duge xac dinh bdi cac phan ti
sinh va cdc md quan hé, lidu nd ¢d thé 1a nhoém co ban

cua mdt da tap 1 chicu Khonyg?

2. Lant thé nao ta ¢4 thé hinh thanh nén da tap nay?
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3. Licu hat da tap bt kI co cung <o chicu va cung mot

nhan ¢ banca Juan domg phoi hay khong?”

Nhang cau hdr nav doi hoi senghién ciu vat va va qua
teinhe plaat tnens Lo dan neén 161 s¢ khong ban chung
\L_I}'.I !

Vao buoi binhh minh cda thé ki 20, nam bai bao ma
ong goi ja "bd sung” da tidp ndi bai bao tuyét vai cua
chinh &ng nam 1395 Tat ca deu xuat hién trong cac tap
chi dinh cao.'™ Bai bd suny dau tidn vao nam 1899 lam ro
dinh nghia cia cac 6 Beth, dap trd nhimg 10 chi trich cua
nha toan hoc Ban Mach Poul Heegaard. Hecegaard dua ta
mot phan vi du, chi ra rang mol dinh i, bav gis dugc goi
13 finh d0i ngedu Peinand (Poincaré duality), Khong thé
ding nhu da néu. Su viéc hoa ra 1a do dinh nghia cua
Poincaré khac vai dinh nghia caa THeegaard, va su khac
bi¢t d6 1a rdl quan trong dé 1am tinh déi ngau Poincare ¢o
y nghia. Trong bai bo sung thir hai, xut hién nam 1900,

ong da thao luan vé cac ¢ so xoan, duoce phat trien tir cac

U Tuang tu (Oveeves, 6.238.)

P2 Complément a Yanalysis situs”, Readiconfi del Circolo Matematico
dt Paleinio 13 (1899): 285-343. "Second complément a analysis situs”,
Procecdings of e London Mathemnfical Society 32 (1900): 277-308.
"Certaines surfaces algébriques; troisicme complément a Fanalysis
sttus”, Bulletin de la Sociélé Malldmuatique de France 30 (1902): 49-70.
"sur les cycles des surfaces algébriques; quatrieme complément a
Fanalysis  situs”,  forrnal  de AMathdmatigues 8 (1902) 169-214
(Livuville's journal). "Cinquieme complément a lanalveas sius”
Lemdiconti del Civeolo Mateniatico di Palermo 18 (1904). 45-110 Tat ¢d
bar bav nav, clng vdi cic thong bao nghicn ciw duwoe in lai trong
tap 6 cua toan tap Octrcres,
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56 Betti, vd ding ching ¢ md rong dinh li déi ngau
mang tén minh. Ong xem xét lai cac vi du ctia dng vé da
tap ba chiéu. Bai bao thir ba nghién citu mot 1op dac biét
cia cic bé mal dai 6./ Nhimg bé mat nay ¢4 hai chiéu
phitc va do d6 c6 bon chiéu thuc. Poincaré dua ra nhirng
y tudng hoan toan mdéi, bang cich quan sdt sy thay doi
trén cac bé mat hai chidu bén trong mat da tap khi ching
ta di chuyén xung quanh cic diém ki di (singular points).
Bai bao thir tu md rong nghién ciru nay cho cic bé mat
dai sb bat ki. Trong bai bd sung th nam va 1 bai cudi
cling, xuit ban ndm 1904, Poincaré quay trd lai véi cac da
tap ba chiéu, cung vdi su hd trg cta nhirng céng cu khéc
ma Ong da co trong tay.

Da tap ba chiéu don gian nhat 1a khdi cau bac ba, va
o rang 1a v tudng phai mo ta dac diém cu thé cta né da
ludn tdn tai trong suy nghi ciia Poincaré. Trong bai bd
sung thit hai, dng tudng rang minh da dat dugc diéu dé.
Ong bat dau bang cach hudng vé hai bai bao trude dé cua
ong. "Mac du cau hoi nay con 1adu méi dugc tra 1oi mot
cach thau dao va chac rang t6i sé trds lai véi né nhiéu lan
nira. Lan nay, toi tu gici han minh trong mot s su suy xet
nhat dinh nham don gian hoa, lam ré6 hon va hoan thién
hon cac két qua thu dugce trude d6."'™ Ong tiép tuc phat
trién va cin than vach ra mot quy trinh dé tinh todn céc

h¢ $6 x0dn ma ong da dinh nghia trong bai bé sung tha

133

Bai bdo b sung tha ba nghién ciru mot 1ap bé mit dai s6 dic bict
c6 dang z2=F(1,y).
™ Oenrres, 6:238.
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. . - . ' ' M £~ = - .. -~
hai va dé phac thao ra dinh li d6i ngau. Tuy nhien, ong

da di qua xa.

“Dé khong kéo dai cong trinh nay, téi tu han ché minh
trong vicc chi néu lén dinh li sau day ma chirng minh cua
no van dothor thém mot sé cOng viéc mang tinh chuan bi
Khac nua.

Mg khar da diéin ma tat cd cac sé Betti cia nd déu bang 1 va tat
cd cic ddy T, ctia 16 la song phuang Hi dong phéi oot hinh can

ba chuén, "

Lich sir phitc tap ciia gia thuyvét Poincaré bat dau nhu
vay. Faincaré tin rang 6ng da mé ta khoi cau ba chiéu.
Nhung “dinh 1i” ma ong cong bd va cho in nghiéng ra 1a
sai. Ong nhan ra didu nay bén nam sau d6, va danh mot
bai bo sung thir nam dé dung lén mot phan vi du hoan
mi. Bai bao bat dau bang nhing 181 sau day:

“ToHr tny las cimg cau hot nay (lope hoo) ngay hon nay dé
thuyét phuc rang ngudt ta chi ¢d the thinh cdng bing
nhiing no luc 1ap di 1ap Jai. va rang chu dé nay du tam
quan trong dé& ximg dang vdi nhing ad luc d6. Lan nay
16y gidi han ban than trong viéc nghién ciu vé moét sé da
lap ba chidu nhat dinh, nhung cic phuong phap ma toi
sir dung duung nhien ¢é thé duoc ung dung mot cach
téng quat han, Trang qua trinh nay, tor trinh bay rat dai
¢d cac duomyg cong khiép kin ma ta cd thé vé ra trén céc bé
mat khep kin trang mot khang @an théng thudng. Két
qua cud cuny ma t ¢d trong diu duge néu sau day.

Trong bai bd suny thir hai, tai da chi ra rang dé ma ta cu

5 Oenmes, 6:270.
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the mot da tap, bidt $6 Betti cna né 1a chua du, nhung cac
Ié sa nhat dinh ma ko goi 1a cac hé 6 xoan déng mot vai
o quan bong Ta co theé hoi chi mét sucan nhic dén cac
hE =0 may ieu co du hay khong; nghia 1a, kh tatcd cic o0
Gelh va L cd he s xodn cta mat da tap bfmg L, lieu da
du dé ket ludn da tap 3o ddng phat vor mét khai cau ba
chietr hay (hua? Hodc, lidu co can thudt nghién ol cde
Nhom co ban cda mét da tap, truoc kKo Khany, dinh rang
nd la nhu vay? Ching ta bay gio co the ira 1o nhuny, cau
hoi nay; Wi dd xdy dung duge mot vi du, thuc vay, ve
Mot da tap ma it cd cac sb Betti va hé <d xoan bing 1,

nhung no khong dong phoi véi khai cau bac ba.'™

N6i cach khace, Poincaré nhac nhd ngudi doc rang ncu ta
bict tat ca cac s Betti cua va tru, ta van chiua thé biét hinh
dang cua nd. Con bay gio ong dat ra cau hoy, néu biét cac
5O Betti va cac hé sb xoan, liéu ¢o thé xac dinh da tap d6
hav khong? Khang, 6ng ndi. Ong dua ra vi du cua mot da
tap ¢6 cung cac s6 Belti va cac hé sd xoan g1ong nhu khoi
cau ba chicu, nhung khéong phai 13 khdi cau ba chiéu.
Ditu nay gdv ngac nhién; trong bai bd sung tha hai,
Poincaré da timg tuvén bd ring dng khang nghi diéu nay
la co thé.

Viy vi du cia Poincaré I3 gi? Trong bai bd sung tha
nam, é6ng moé ta nod nhu Ja hai hinh xuyén ran ¢ hai 14
ddn véi nhau theo mot cach thich hop (theo so do
Hecgaard), va can than mo ta mot cap quy dao khong theé
co lai thanh mot diém. Da tap nay ké tir d6 duge goi 1a

S Optrres, (2435,
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kKhong Qian khor e hai magt Poincaré (Hinh 48), va ngay
nay thuong duge md td nhua mot da tap bac ba ¢6 duogc
bang cach dan cdc mat dbi dién cua mot hinh khéi déu
mudi hai mat véi nhau theo mot phan mudi vong ban

nguoc chicu kim dong ho.' Xin nhac lai rang mat hinh

“ Poincaré chac chan khong bict Khong gian ma ong khiam pha ¢6

the duge mo 83 bang cdch xdc dinh ede mat dbi dién caa mot hinh
klidi mudi hay mat, Mo ta nay duoce in trong C. Weber and H.
Seitert, "Mie beiden Dodekaedraume”, Mathematischie Zeitschiift 37,
no 2 (1933): 237 Xem (hém mot mo ta Khae hay, dé doc vé hai
kKhong mian mudi hay mat trong bat baa caa Jeff Weeks, The Shape of
Space: How to Vistalize S fac es and Three-Dimensional Manifolds (New
York: Marcel Dekker, 1485). An ban thi hai xuat hién vao nam 2002
Toi mudn gidi thiéu cudn sich nay dén moi déi tugng. Cudn sach
nav dé doc ca cho nhimg nguai khong phai la nha toan hoc, va dac
¢t cho cac hoc sinh trung hoe mudn tin hidu thém, Mot cach ma
ta chi tiet khéng gian khdy puca har mat Poincayé khde nghiéng ve hinh
hoc hom st dung mat cau hai chiéu cb ban kinh mot don vi. Nghia
3. chung ta xem mdr hinh khéi mudd hai mat rhu mat dicm. Diéu
nay tuong tu nhu xem khong gian ba chidu la tap cua tat cd bo ba
s thue Khang gion cia tit ca cée hinh khdi mudi hai mat trén mot
mat cau don vi 1a ba chidy, bdi vi né can hai tham sé dé xac dinh
m6Ht dinh trén mat cau lai chiéu, va tham sd tha ba dé mo ta hudng
ma ban phar hudng tn dé ¢6 duge dinh ké tiep, Nou cdch khic, xac
Jdinh Jduge ba tham 56 12 xac dinh duae mot hinh khoi mudi hai
mat. Dé céd duye mol duimg cong, khong thé co rat thanh mot
digm, ta can xem xét tap hop cac hinh khéi mudt has chicu c6 mt
dinh ¢6 dinh Mriéu nay tuamg (g vdi vige vugt qua Lit ca cc gac
gitta 0 va 120 o tir dinh ¢b dinh: cac hinh Khoi muai hai mat ¢é
Juoe tai diém dau (khong dd) va diém ket thac (120 dd) 1a giéng
rhau. Xem théem, ] Milhor, "The Poincaré Conjecture One
Hundred Ycars Later” (www math.sunysb.edw~jack) va "fowards
the Poincard Conjecture and the Classification of Three Manifolds®,
Nuotices of the Amerfcan Mathemnatical Society 50, no 10 (2003): 1226-33.
Milnor mé ta no giong nhu khényg gman cda hinh khdi mudi hai mat
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khoi mudni hai mat deu la khoi da dién mudi hai mat ta cé
duge bang cach dinh mudi hai ngu giac déu cé cung kich
thude dé tao ra mot bé mat khép kin bao boc mot vat ran.
Day la vat ran kiéu Platon thir nam va la cudi cung,
Nhirng ngudi thude truéng phdi Pythagoras han da rat
vul mung.

Nam muoi ba trang sau, Poincaré da ket luan trong
bai bao bo sung thit nam:

Hinh 48. Khong glan khdi mudl hal m3t cia Poincaré. NOI cac mit ddi dién
sau khi quay ngugc chidu kim ddng hd mdt phin mudi vong tron.

“Do ¢6 hai vong lap trén da tap khong tuong duong véi
mét diém, da tap nay khong thé dong phoi vai khdi cau.

N6i cach khac... [Ong trinh bay lai, gidi thich rang
nhém co ban clia né khong phai la dong nhat thuc).

Van ¢on mot cau hoi can phai x li: lieu c6 xdy ra
trudng hgp nhom co ban cia mot da tap co thé 1a dong

3 =} - & x - s &
deu ndm trén mat cau hai chieu.
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nhat thize va ddng thoi da tap d6 van co thé khéng ddng
phoi vai khoi cau ba chiéu hay khong? [Day chinh 1a gia
thuyét Poincaré.).

Nai cach khac... [Ong can than gidi thich, dua vao cac
vi du ma ang da xdy dung, can phai lam nhing gi dé 6
duge mét da tap nhar vay).

Nhung cau hoi nay sé dua ching ta &i qua xa.”'™

"Van con mot cau hdi can phéi xtr i - 1a cau hot "Liéu
nhém co ban cia moét da tap b thé 1a déng nhat thac va
dong thai da tap 6 van ¢ thé khong dony phdi véi hinh
cau ba chiéu hay khéng?" - gan nhu ngay lap tac duge
bic¢t dén v&i tén 1a yud thuyét Poincaré. Poincaré da dinh
nghia nhém co ban cila mot da tap la tap hop cia tat ca
cac vong lap tai mot diém trong da tap, trong do har vong
lap dugc xem la gié)ng nhau néu nhur vong lap nay o (he
bién hinh dang d¢ trd thanh vong kia. Dong nhat thue la
mot vong lap ¢ lal mot diem duy nhat ma khéng di dau
ca. Mot vang lap tuong duong véi dong nhat thiac néu va
chi néu né cé thé co rat thanh mot diém. Do dé, néi
nhom co ban la ddong nhat thie tac 1a ndi rang tat cd cac
vong lap trong da tap ¢6 thé co rit thanh mot diém.
Trong bai bao diu tién ctia minb, Poincaré da luu y rang,
diéu nay dang vdi cac khéi cau ba chiéu. Ong ddng thai
dat ra cau hai liéu c6 ton tai mot da tap khong déng phoi
vdi khoi cau ba chién, ma mdi vong lap bén trong ctia nd

- 2 - N - R
co the co riat thanh mot diém.

S Oenores, 6:498,
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Cau hoi nay la rat ty nhién, va v& ban chat la rat thi
vi. DPay la mot trong nhuang, didu div bén ma ta s¢ thac
mac khi gdp phai khai niém da tap ba chiéu va nhom ca
bin. Ngay ca khi khong ¢6 Poincaré, né van st cuon hiit
cac nha nghién cqu. Nhung ro rang la Poincar¢ da xem
né nhu la trong tam. Ong quav trd lai van dé nay hét lan
nay dén lan khac. Dau tién d6ng da hiéu sai vé nd. D6
chinh la cdu hai “sé dwa chang ta di qua xa”, cau hoi dugc
néu lén trong ménh dé cudi cung cua loat bai bao vi dai
cua Ong. Su thuc la cdc nha toan hoc vi da nhat 8611g
cung thot do da khéng thé Bim ra dap an, dien nay haa
hen dem lai su ndi tiéng cho bat ki nha toan hoc nao

thudc thé hé sau giai quyét duge cau hoi nay.
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Nhiing nha bac hoc khang 16

Khi the ki mdi bat dau, Paris van la thu do xa hdi va van
héa cua thé gisi. ( day tap trung s6 lugng lon nhat cic
nha toan hoc. Noi bat nhat 1a Henri Poincaré, nha toan
hoc noi tiéng nhat thé gidi duung thai. Pung trén dinh
Olympic cua kim tu thdp khoa hoc Phap va thé gidi,
Poincaré da tiép can vdi tit ca nhing y tudng hay nhat va
nim gitr trong tay nhing thanh tuea khoa hoc vi dai nhat
ctha thai dai. Cdc cong tanh cda ong bao trum gan nhu
toan boé cac linh vue todn hoc va mot phﬁm ldn cua vat
li. Gilra cac nam 1901 va 1912, Poincaré dugc dé cit khong
it han 49 lan cho gidi Nabel, nhiéu hon bat ki nha khoa
hoc nao trudge &6 va sau nay.'™

Paincaré triet de tir chdi bat ki rang budc hay nhié¢m

. . N ~ - s ~ [
vl chinh tri nao, nhung duong nhu khong bao gio tir choi

1% 56 lan dé air giai Nobel rat ra tir Mawhin, "Henri Poincaré. A Life
in the Service of Science”, Notices of Hie American Mathematical Soctety
52 (2005) 1036-44. Day 1a ban in bai dién thuyét trong Hbi thao
Poincaré tai Brussels, 8-9 thing 10, 2004, trong dip té chic mung
sinh nhat 1an thi 150 cga Poincaré,
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nhiém vu quan li hay phuc vu khoa hoc. Tinh khiém ton
va khiéu hai hudc tinh té ctia 6ng dem lai su tuong phan
md&i mé vdi tinh cach cau ¢6 cta mdt sO dong nghicp il
thanh tuu hon. C)ng la thanh™vién cua Uy ban Trién lam
Qubc té Paris (y ban da dem lai cho ching ta Thap
Eiffel) va 1a ngudi dang dau Phong Kinh tuvén rat quan
trong. Ngudi ta tham khdo y kién ong ngay mot nhicu
hon trong moi quyét dinh Idn vé chinh sich khoa
hoc. Poincaré cdon ducce bd nhiém vao L’J_\-‘ ban Didu tra Gia
tri khoa hoc caa cic bang chirng dugc phoi bay brong vu
Dreyfus 1am rung chuyén nudc Phap thoi do.

T6i lac d6, danh tiéng ctia Poincaré da lan xa trong
cong chiing nudc Phap. Khoa hoc va gid thuyét, cudn sach
diu tién cua ong viet cho d6c gid dai ching, ban duoc
hon 16.000 ban tai Phap trong mudi nam dau tién sau lan
xuat ban dau tién vao nim 1902. Thanh cong cda né da
dan téi 161 néi duia di dém quen thude ddi vdi tat ca hoc
sinh Phap, "Quest-ce un Cercle? Ce n'est point carré?”
(Mgt vong tron la gi? N6 khong vuong mét chiat nao?),
bdi vi “point carré” ¢é phdt am gidng "Poincaré”. Cudn
sdch sau d6 di duac dich sang 23 thi tiéng. Cudn sich
thd hai hudng tdi dai ching xult hién ba nam sau, va
cuén tha ba vaa nam 1908.'" Nhirng cudn sach nay, vai

' Sewence amd Hypothesis 13 ban dich tiéng Anh cta La Science et

[gpothése duae in lan dAa nam 1902, Ban chinh 1§ in vao nam 1906
va hien nay van can duge phdt hanh. La Valeur de la science (dich
sang tieng Anh nam 1958 dudi tén The Value of Science) duge in nam
1905, Cudn cudi ctng cila bo ba Science e Méthode (dich sang tiéng
Anh {d Scrence and AMethod) phat hanh nam 1908, Ban dich tiéng Anh
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phong cach van xudi cd duyén cua Poincaré, da giap cho
tac gia cta chung duge bau vao chiéec ghé bd trong cua
Sully Prudhomme 0 Viéen Han 1dm Phap. Thai d6 va ké ca
ngay nay, duoc bau vao mot trong bdn muoi ghé caa
Vién Han 1.am ¢6 lé I3 piai thudng cao quy nhat duoc trao
tang cho mot tri thire Phap. Dugc bau vao ca Vién Han
lam Khoa hoc va Vién Han lam Phap 1a &iéu cuc K
hiém. '

Mot sd phé binh chi trich rang céng trinh cua
Poincaré ¢6 nhiéu 16 va rang éng da khéng can
than. Khong co dicu gi 1a sy that. Khac han véi nhirng 1oi
chi trich, Poincare quay trd lai cac cht dé ca khi dng hodc
ngudi khic tim thdy sai sét trong cac két qua cua
minh. Ong tu hao vé su lao déng ctta minh va sé khéng

cta bd ba cudn sdch nay co tua de The Value of Science: Essential
Writings of Henri Pohicaré (New York. Random House, 2001). Cudn
sach xuat ban sau khi ng mat Denéres Prnsées duge in nam 1913
(dich sang tiéng Anh thanh Mathematics and Science Last Essays ndm
1963).

1 Hoc vién Phap quéc (Inshtut de France) duge thanh 1ap nam
1795, hai nam sau khi cdc hdér hope thuat duee thanh 1ap vao giaa thé
ki 17 bi giai tdn trong cnde Cach mang Phap Hoc vién nay gom
nam vién thanh vién, Vién Han lam Phap (40 thanh vién, ngon ngi
va vdn hoc, thanh lap nam 1635 bai Dic Hc"mg, y Richelieu), Vién
Han lam Mi thuat (55 thanh vien, thanh lap nam 1816 bé'mg cach
théng nhat Vién Han tam Hoi hoa va Diéu khdc, thanh lap nam
1648, va Vien Han lim Am nhac, duac thanh lap nam 1671), Vién
Han lam Co ngu (55 thanh vién, Lich sk va khao <0 hoc, thanh lap
nam 1663), Vién Han lam Khoa hoc (190 thanh vien, y hoc, toan hoc
va khoa hoc, thanh lap nam 1666), va Vien Han lam Khoa hoc dao
dic va chinh tri (50 thanh vién, thanh lap nam 1795, giai tdin nam
1803, tai lap nam 1832).
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cdng bo ¢ho dén khi dng giai quyet duoc van dé mot cach
thaa man. Mac du dang la ong it khi hiéu dinh nhtung g
ong da viét, nhung do khong phai ta vi dng it dé y, ma la
do 6ng théu kién nhan Vdi rat nhiéu y tudng, ma lai ¢
qua it thor gian, hicu dinh la mot su xa xi ma ong khoéng
muon dau tr vao. Diéu ki diéu 1a Poincaré xuat ban lién
tuc, ngay cd sau khi dng da c6 du moi véu td can thidt dé
tao danh tiéng cho minh. Hau nhu tit ca nhimg g1 ong
xuat ban déu duoc nghién ctru ki ludng. Cac nha toan hac
bam riét vio tung tir ctia dng. Néu 6ng quan tam dén
cong trinh cua mot nha toan hoc khac ¢ bat cir diém nao,
thy diéu dd sé thiac dﬁy s nghiép caa ngudi do. Ngugc
lai, tim hoac stra chita mot 16 hong trong lap ludn caa
Poincaré cing s& day manh sy nghiép ciia ai d6. Ong c6
thé dugc ton kinh, nhung déng thai cing la mot myc tiéu
tan cong. Ap luc chic han 1a rét ion, va ta chi <6 thé
ngurong mo long can dam da cho ong stc manh dé tiép
tuc xuat ban.

Cdc bai bao topo hoc caa ong la mot truong hop
minh chiing cu thé. Chiang c6 ngudn gdc tir mot sai <Gt
ma Poincaré mac phai trong dé trinh ca dng vé tinh on
dinh ctta va tru. Nha toin hoc nguoi Ban Mach, Poul
Heegaard, lam nén tén tudi cua minh bang cach dua ra
mot phan vi du cho phién ban dau tién ctia dinh i déi
ngau Poincaré. Mong mudn sua chra dinh i nay cia
Poincaré da 1aa ra co héi cho bai bao bo sung thu nhét ra
doi. Bai bo sung thir nam, va cung véi nd la gia thuyét
Poincaré, ra doi cang 1a vi nguor dan ong Phap nay tu

phdt hién ra mot 16 trong cong trinh cdia minh. Cho du
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khong gian khoi mudi hai mat cva éng dep dé nhu thé
nao di nda, trong mat thé gidi ma mai tir ctia dng deu bi
soi xet, thi nhitng sai sét ré rang nhu vav at han da phai
lam Poincaré dau don lam. Khéng ro ong c6 dé cip dén
tam trang nay trong cuon sach cua minh hay khong,
nhung ro rang né ¢é anh hudng dén vin phong clia dng
Trong cuan Gid tri khoa hoc, ong viét mot cach cdm dong
vé su kién tri theo dudi hanh trinh cia mind.

“Tim kiem chan If phat 13 muc dich cda cac hoat dong cha
chung ta, bt vi d6 1a két qua duy nhat tuong xing. ..
Nhung thinh thoang chan If lam ta sg har.. Ching ta
ciing biet rang chan li thuomg nghiél nga bt duang nao,
va ta hy hoi ligu ao tudmpg khéng lam ta d¢ chiu hon sao,
vang, hay tham che lam tang thém suc manh cua chung
ta, bosi o tiranyg cang 1 tha dem lai niém tin... D613 1i do
tai sao nhiéu ngudi trong ching ta so hai chan i, chiny
ta xem NS nhu la mdl nguyén nhan gay ra su yéu dudi.
[uy nhién, chan h khong dang sy bdi chi riéng no la
dep... Khi tdi dé cip dén chan li d day, khéng nghi ngd
gi, cdt toi mudn nal d¢én dau tién la chan i khoa hoc
Nhung t3i cang am chi chan | dao dic ma trong dé diéu
ma chang ta goi la cong Ii chi 1a mat khia canh. Dudng
nhu 161 dang lam dung tir ngda khi gdp hai khar mém
hoan toan Khéng cd diém chung vao mat cai tén, vi chan
li kbhoa hoc la thi da duge chang minh, khong thé theo
bt ki cich nao két ndi vai chan Ii dao duc, thir ma ta cam
nhan. Tuy nhién, ti cing khéng the tich roi hai khii
niém nay, va mot khi ai do da tdén thd chan i nay thi
cang khéng thé ndo khiang yéu chan 1 kia Pé tim ra

chan !i nay, cang nhu dé nhan thay chan If kia. ta phai
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miai phong tuyét ddi tdm hén khdi dinh kién va khoi
tham vong, dé dat deén su chan thit tuvét doi. Ci hai
danyg chan i nay déu dem lat hanh phuc gidng nhau mot
kv Khaw pha va, ca hiar Kl ba Lo o drar, Ao sang chor
MOl Uy dnh sang rwc o giony wlnin ina b hodc phar nhin
thang hodc phai nhim achen mdt, (hing Khang bao gidr c6
dinh; khi ta (in rﬁng da cham U3 (hong, 1a nhan thav
minh van phai tiép tuc budc 1én phia trude, nhing a
muon theo dudi chang déu phai chdp nhan hinh phat ia
khong bao gio dugc biét dén su nghi ngon. Cang can phai
noi thém rang nhimg ai s¢ chan If nay thi chdc chan cang
sg chan li kia, bai nhung ngudil nay chi quan tam trudc
ét dén nhimg hé qua. Tam lai, tdi mudn <3p nhap hai
chan li lai, bai nhang li do chung lam ching ta yéu ching

va cang nhung li do do lam ta sg chung.”'™

TOPO HOC VA GIA THUYET POINCARE

Ngudi ta ndi rang Poincaré khong phat minh ra topo hoc,
nhung éng da dem lai cho né déi cinh. Piéu nav chac
chan ddng, nhung gan nhu 13 da néi giam di. Sau bai bao
vé topo hoc vi dai caa dng da tao ra linh vyc topo dai 50,
gan nhu tir con s6 khong. Mén nghién ciu mdi nay sé
dua dén nhiang thanh cong 16n nhat caa toan hoc thé ki
20. Poincaré viét dé ngudi khac hiéu dng, sir dung rat
nhieu vi dy, dudng nhu theo mét phong cich dé doc

ngay ca so vdi cac tién chuan cda ngay nay. Tuy nhién,

fo2

Poincarg, Lon g thiéu, The Value of Science, dich sang Hiéng Anh
bai . B. Halstead, 189-90.
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dbi vai cac nha toan hoc thai dé, mot sé6 lugng 1dn nhimng
y tudng mai va thién tai lam cho viéc doc cac bai bao topo
hoc ciia 6ng gidng nhu viéc ubng nuoe tir mdt vai cau
hoa. Truc giac giup 6ng vuot xa ra khoi cac inh vuc
nghién ciru da dugc biét dén véi mdt nen lang vang
chac. Ting két qua trén ting trang giay loi kéo nguoi ta
vao bai da ngam nguy hiém caa tr tué ma dé chinh phuc
dupc chung doi hoi phai co nd lue nhat dinh cta hang
chuc nha toan hoc. Linh vuc topa t(‘ing qudt va topo to
hgp phdt trién phan nao d6 nhu la nd luc gitp nhimg
ngudai khac dao choi trong cac khu vue ma Poincaré da la
ngudi dau tién dat chan tdi.

La ménh dé két thuc ctia bai bao bd sung thit nam va
la bai cudi cung, gia thuyét Poincaré da tao ra mot anh
hudng mang tinh chit than bi ddi véi cac nha toan
hoc. Day la cau héi don gian nhit nady sinh trong qua
trinh suy nghi vé hinh dang v tru. Do) vai nhing nguoi
da mao hiém xéng vao cic bai bdo topo hoc, cau hdi nay
trd thanh mdt ndi &m anh. Nan nhan dan tién, trir ban
than Poincard, 1la mot nhan vat 16i lac, Max Dehn.

Dehn tao nén tudi cta minh khe con Ja sinh vién tai
Gottingen bang cach gidi quyét bai todn tha ba trong
danh muc 23 bai toan noi tiéng ma Hilbert dé xuat nam
1900.'™ Dehn chi ra r(}mg ta khong thé cat mat khadi ta
dién thanh mét s hiu han cdc manh nhd vai lat cat

"' Dehn bat dau la sinh vién ciia Hilbert tai Goitingen nam 1899,
Nam 1900, Hilbert trinh bay danh muc cac bai fodn tai mot hoi thao
& Paris. Danh muc ngay lap tac trd nén ndi tiéng ngay ngay hom
sau.
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ph::mg rdi dan cdc manh véi nhau dé tao thanh mot khbi
lap phuomg. Day 1a mot bai toan khong <o 161 giai tu thoj
Fuclid, ca Gauss va Hilbert da tim cach gidi quyét né
nhung khong thanh cong. Mdt hé qua tir cong trinh cuaa
Dehn 12 ta khong thé dinh nghia thé tich ctia mot khéi da
dién ma thiéu di mot s6 lugng vd han cac phép dung. '
Tai Gottingen, Dehn ¢6 sd thich xav dung chat che
cac dinh nghia va tién d¢ hoa céc I luan. Phan vi du coa
Hceegaard chéng lai phdt biéu dau tién cua Poincaré vé
dinh 1i d6i ngiu Poincaré day Poincaré nghiéng hon vé
cac dinh nghia mang tinh t6 hop nhi¢u hon cta cac da
tap va cac nhom dong diéu ma chinh ching sau d6 cang

dugc xay dung theo hudng tién dé. Dehn va Heegaard

™ Ban ¢ the tinh toan dién tich da gidc trén mat phang bang cach
chia chiing ra thanh mét s4 hitu han cic tam gidc va cong tat ca
dién tich cua chung la:. Néu can than, ban thim chi c6 thé xay
dung mét dinh nghia dién tich cho cac mat phang da gidc vé bang,
cach nay. Cong trinh ctia Dehn chi ra rang bat ki phuong phap tiép
can nao nhu vay trong khong gian ba chieu cang la ngu
ngoc Ngay ca doi voi cac da giac co ban nhat, ban cing phai can
cong thé tich cna vo s& vat thé, va do dd, t;.‘?an dén vi-tich
phan. Chimg minh cia éng cuc ki xuat sac. Ong tim thiy mat bat
bién khdng thé phan tich dugce cho phép 6ng dic két lai thanh bai
toan trong, li thuyét sb co s&r ma dng ¢é thé giai (Xem su phat trién
thin trgng cua bét bién Dehn trong Dupont va Sah, “Scissors
Congruences”, fournal of Pure and Applied Algebra 25 (1982): 159-95).
Bat bién Delin thyc su dong mot vai trd trong If thuyét da tap bac
ba ngav nay. Sa dung thuc té 1a da tap bac ba ¢é thé duge dinh
nghia bang cach xac dinh cac mat ciia mdt khdi da dién, Thurston
dicu chinh cac bat bien Dehn dé tao thanh mat bat bién hinh hoc
cta da tap. Do cing Mostow sau d6 ngu y rang bat bién hinh hoc
ciing la bat bién topo.
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gap nhau tai Pat hoi T'oan hoe Qubc té & Heidelberg nam
1904 va bat dau 1am viéc cung nhau.” I1o cting viét méot
bai bao, mot cach can than va rat trirua buong, dat ra
nhing nén tang cia nganh topo to hop cho du an Bich
khoa toan thie Kicn thire todn hoe ma Klein dam trach.® Bai
bao xuit hién nam 1907 dua ra su phan loat tuyét déi
nghiém ngat dan Hén cic be mial. No cang chita dung
mot cach hicu sai vé phep dung khang gian khoi nuadi
hai mdt caa Poincard: cac tac gia dd pham phai mot sai sot
ma Poincaré da tranh duge. Vi du ma ho thay thé cho vi
du ctia Poincaré thuc ra 1a khai cau biac ba, khéng phai la
khong gian khoi mudi hai mat. Sar st nay cia ho cang
lam r6 hon su tinh té trong phép dung caa Poincaré. Ong
at han da phai thir nhiéu phuong an khac nhau dé tim ra

7 ~ ) ~
vi du cu thé cia minh.

T That diém chinh xac khi Dehn gap Heemoaavd Khong ro rang.

Xem ). Stitlwell, "Max Dehn”, 965-78, trong Ihistory of Topolegn ed 1
M. James (Amsterdam: Elsevier, 1969). Theo Stllwell (p 968), ho
gap nhau vao nam 1903 hoac 1904. Bai diéu van cua Johannson viet
rang Heegaard noi ho gdp nhau tai Kassel ndm 1903, nhung vor cia
Dehn, Toni noi voi Magnus ring ho 2ap nhau 1An dau ticn ta Da
han Joan hoe Thé gidi d Heidelberg nam 1904

' M Delin va P. Heegard, "Analysis Situs”, m Enzyhlopodie dey
AMathematischen Wisaenschaftern L ADB 3 (Lapzig Teubner, 1907), 153-
2200 Ba bav nay duse vict vao nam 1905 va chua dung mat chung
minh chi tiét cda I thuyét phan loai cac bé mat compac duoc phdt
hien bar Mobuas trong rudng, hop dinh hudng duge, va bai Dvek
trong truong hop tong quit. Mot ghi cho ¢ phan dau o,
"Heegaard Gién hanh thu thap tai liéu cho bai viét, cing nhu tnén
khiai cic phan can thiét. Trach nhiém vé bai viét cudi cing thude vé
Dehn "
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Dehn rat an hrong \ ai bai bao nam 1904 ctia Poincaré
va trd lal voi né trong sudl cudce ddi cta minh. Nam 1908,
Dchn tuang rang ong da thanh céng trong viéc chung
minh gia thuyét Poincaré. Trén thuc té, dng da g chung
minh cia minh dén tap chi Mathematische Annalon, va vict
cho Tilbert thuc giuc dng mau chong xuat ban dé phong
al do <o thé sé lam trude. A1 dd ¢ thé la ai? "Chéng han
nhu Poincaré”, ong viét. Tuy aluén, sau khi trao déi vai
nha topo hoc Heiarich Tictze vao nam 1908 tai Dai hoi
Toan hoce Quéc té 0 Roma, Dehn nhan ra 1‘5ng phuong
phdp suy luan clia dng ¢6 sai sét, do do rat lai bai bdo ctia
minh. !

Khong gian khdi mudi hai mat cia Poincaré 13 vi du
dau tién ve mot da tap bac ba ma cac nhom dfmg diéu cha
né gidng voi nhig nhom ddng diéu ciia khoi cau bic ba,
nhimg khong dong pht vai khéi cau bac ba. Lic d6, md
td don gran vi du nay bang cach dong nhat cac mat do
dién cua mot hinh khdi mudi hai mat lai v&i nhau chua co
sin, va khéng gian duong nhu hoan toan 1a bi an. Cac da
tap nhu vay dugc goi 1a cac khdi cau ddng dicu va duomg

4 N I~ ' -~ . - -
nhu den tir hu khong. Phai chanyg co nhiéu hon cac da

"7 Moritz Lpple chi ra 1ang Dehn d3 ¢4 gang chimg minh gia
thuvét Pomcaré vao nam 1908 va nghi ong da thanh ¢ong (Stillwel),
969). Ticize tim ra mal sai 6t trong chimg minh caa Dehn va bai
bao da duac rut xufmg. Nhu Volkert néi, Dehn gﬁn nhu tro thanh
‘nan nhan dau tién cua gia thuyét Poincard.” (xem K. Volkert, "The
Larly History of Poincaré's conjecture", trong Henri Fomncaré, Science
and Plulosophy, eds. J. L. Grelte, G. Henzmann, and K. Lorenz

[Berling Akademie-Verlag and Paris: Albert Blanchard, 1996], 241-
30).
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tap nhu vay? Va, neu dung, liéu co cach nao dé tim ca
chung?

bé tao ra cac vi du, Dehn phat minh ra tién than cua
dicu ma hi¢én nay ching ta goi ta giai plidu Dehn. Dé mo
td dicu nay, dau ticn hdy nhd lai rang mot khbi cau bac ba
€6 thé duae tu duy nhu 13 hai qua bong dac dinh vao
nhau bang cach sap nhdp lai cac diém nam trén mat cau
bao boc cac qua bing dé. Ban 6 thé thay dieu nay qua
Mot qua bong dac nam trong Khdi cau bac ba. Bai vi khoi
cau bac ba c6 thé duge xem nhu la két qua cua viéc gan
hai qua bong dac vai nhau bfmg ciach dan chiang lai doc
theo bién cua chang (xem Chuong 4), khu vue bén ngoai
qua béng dé cang 13 mot qui bong dac. Tuong tu, néu
ching ta 1ay mdt hinh xuyén dic (khong that nit) trong
khéi cau bac ba, thi khu vize bén ngoai hinh xuyén nay
ciing 13 mot hinh xuyén ran. Giai phau Dehn la qua trinh
cat bd mot hinh xuyén rdn ra khai khir cau bac ba va ndi
noé lai theo each khde. BE lam diéu nay, chung ta chi can
chiéu bé mat hinh xuyén bao boc himh xuyén dac ma
chiang ta viza cat ra 1én bé mat hinh xuyen (gidng hét né)
bao boc phfm con lai. Cé rat nhiéu cach khac nhau ¢ ban
d¢é thuc hién cung moét viée nay. Vi du, ching ta ¢d thé cat
mdt be mat hinh xuyén doc thea mat dudmg vicn, xoan lai
mot vong hoan chinh (hoac nhiéu) rai sau d6 ndi né v
Khdi ran hinh xuyén goc. Hay nghi vé mat bac si phau
thuat ghép co thé ngudi, mé toang ca thé ai dd, cit qua
rudt, xoan lai moét vong, roi khau no lai va déng vit
mao. Cang nhu mot ngudi co thé nhan théy chinh minh
dang gap mot sb kho khan sau khi trai qua mét quy trinh
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nhu vay, két qua co dugc sau yiai phau Dehn c6 the sé
khang dany phoi vai khbi cau bac ba.

Nam 19]0, Dehn va Heegaard suat ban mét bai bao
noi tiéng sir dung giai phau Dehn dé€ tao ra mét chudi vo
han cac da tap bac ba la cic khd cau dong diew.'™ Bai bao
két thiac bang viéc phac thao mot [ap ludn ma ho hi vong
s¢ dan dén chimg minh cho gia thuyét Poincaré, nhung
dong thai, ho cing chi ra mét 16 hdéng quan trong can trd
ldp luan nay. Ca hai tac gia ro rang da tin rang gma thuyeét
Poincaré 1a sy that. Bai bav nay da khién cho phfll\ con lai
cua cOng déng toan hoc hiéu 1o rang la, du dang hay
khong, phéng doan nay la rat khé.

Bai bao ra dot nam 1910 nav tha vi bdi mat s6 I
do. N6 chi ra rang c6 mét méi lien hé gita cac khdi cav
déng diéu va hinh hoc Phi-Euclid '’ N6 canyg nghién cau
mot so lién hé gita li thuyél that nut va cac da tap bac
ba. Mot trong nhirng két qua noi bat nhat cua no duoc
dua vao mot két qua noi tiéng, nay duge goi la bo dé
Dehn, ma Dehn tudng ring dng di ching minh
duoc. Tuy nhién, sau d6 ngudi ta da tim ra |6 hong trong
chung minh cua 6ng va bé dé Dehn chi duge chizng minh
hoan toan vao nam 1957\

"™ M Dehn, "Cher die Topologie des dreidimensionale Raumes”,
\nthemati=the Annalen 69 (1910): 137-68.

v

Chuh xdc hon. Dehn chi 1a rang cic nhom co ban cia cac kho
ciu dong didu hoat dong trén mat phang hyperbolic theo mét cach
hop quy tac.

L

Bo dé Dehn noi rang néu mot duong cong khiép kin trong khoi
cau bac ba giap vadi mor dia lién tuc cat khae theo mt cach ma mot



Nhing nha bac hoc khong 1o 281

Tietze, nha toan hoc can trong, nguoi da ngan Dehn
\udt ban chimg minh sai sot cua 6ng vé gia thuvét
Poincaré, 1a mot trong nhiung nhan vat tAm cd cda bd mon
topo hoc non tré. Sinh ra & Ao, 6ng quan tamn dén topo hoc
nhd nha li thuyét ham sb ngudi Ao, Wilthelm Wirtinger. Vé
phan Wirtinger, ong chiu anh hudng manh tir Klein va
quan tam rang rai dén cac nganh toan hoc, da bat dau si
dung phuang phap topo hoc dé khao sat cac ham s6 hai
bién phitc c6 dinh nghia an trong mét da thire ba bién
phic. Luan éan Habilitation cia Tietze cung cdp mét gidi
trinh sang sudt va mot cach tiép can thea phuong phap to
hop mang tinh chdt ché vé cac da tap bac ba. Tictze cing
chi ra mdt O cau hoi co ban ma cdng trinh cna Poincaré
chura gial quyét dugc, va dé ra cac phan bi¢t quan trong
cho sy phat trién cta linh vae méi néi lén nay.!”

vanh khuvén doc theo bién khaong co diém ki di thi dudmg cong do6
thue su @ap vai mét dia nliing déu. Chung minl dang chi duoc
it ra vao mam 1957 boi nha todn hoc Hi Lap C D
Papakyriakopoulos ("On Dehn's lemma and the asphericity of
knots", Proceedings of - the Nahimal Academy of Sciences U.S.A. 43
[1957): 169-72 va Ammls of Mathematics 66 (1957]. 1-26). BO dé nay
dugc dung dé gidi thicu mot Héw chi mai cho su that nit (do 13,
MmOt dudmg cone khep kin 13 khéng thit adt khi va chi khi nhan co
ban cua phan bl cua né la nham Abel). Bo dé Dehn cho phép ta
2l thich mét hién heé trong cac nhom co ban madt cach hanh hoc dua
vao cac dia gidp véi cac vong lip bicu dién cdc thanh phan.

F1H. Tietze, "Uber dic lopologischen Invadianten mehrdimensional
Mannigfaltigkeiten”, Monatshefte o Mathematik vnd Physik 19 (1908):
1-118. Ba1 bao nay quan trong trong viée phd bién cac § tuong topo
cia Poincaré Tietze nhin manh tAm quan tronyg cta nhdém co ban
trang viéc suy ra bl bien cua cac da tap. va nhan 1a ring mét »d y
tudng cta Whatinger cho phép ta tinh toan cac nhom co ban cua
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THUYET TUONG DO!

Mac dit topo hoc thé ki 20 bat dau tir Poincaré, va mac du
chinh Ong 13 nguoi bio hi¢u tam quan trong cda no,
nhung d6 chi la mat phin nhd trong toan bd cac cdng
trinh caa 6ng. Poincaré can gop cong vao mot s6 thanh
tuu khoa hoc to 1ém khac caa thoi dd, va bii phan tich
danh gia vé cac ¢ong trinh khoa hoc cda chinh éng viét
vao nam 1901, chi danh ba trong so chin muoi chin trang
cho topo hoc. Tuong tu, topo hoc chiém chua dﬁy Imaot
trang trong >0 bay muai bén trang ca tung Poincaré vict
bai chu nhi¢m khoa ctia 6ng, Gastan Darboux.'* Chi hai

phan bu cira nat that. Ong chi ra mét <3 vin dé trong dinh nghia
ctia Pomncaré vé cac bat bién dong diéu. Ong chi ra ring cac khai
ni¢m tuong duong cua nit that can sif cha y dé tranh cdc nuat that
“hoang da”. Cac nuat that “hoang da”, vi dy, khong can phai gidp
var mot dia theo nghia thong thudng cda tir nay. Tielze dau tién
dat ciu hoi vé viec lidu phan bu cua hai nat that ¢o thé 1a domyg
phio ma Khéng cin cac nat that phai dong hudng vui nhau hoac
voi hinh anh phan chicu cia ching (§15). Diém nay trg thanh mot
bai todn ndi tiéng chi via mai duge gidi quyét gan day. Ong hai
liéu tat ca cac da tap con cta khang gian Euclid ba chiéu gidp voi
hinh xuyén 13 cac phan bu cia nit that. Ong nhin vao phan bu cda
tap hgp cua hinh ba 13 trai va phai, chi ra ring chua ai chig minh
hinh ba ld trai va phai khong gidong nhau. Tuony, tu vai phuong
phdp coa Riemann nghién ciu bé mat nhi 1a cde bé mat bao trum
mat cau hai chiéu nhung ché nhianh ra nhidu diém hitu han, dng
nghign «du da tap bac ba bao phu khédi cau bac ba nhung che
nhanh trén cac mdn ndi. Ong dat ra cAu hoi héu tat ca cac da tap bac
ba cé thé duoc tan va nhu vay hay khong (818).

4 18 tac 13 mudn né dén viee Gastan Darboux 1a Tong Thu ky
clia bd mon toan hoc trong Vién Han lam Khoa hoc ma Poincavé la
thanh vien.
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trong s6 tdAm muoi lam trang cda Jacques Hadamard la
nhdc vé cac cong trinh todn hoc lién quan dén topo hoc
cua Poincaré.””" Va chi ¢6 chua ddy mudi trang trong sb
hon nam tram trang cong trinh cua Poincaré 1a dé cap téi
topo hoc.

Poincaré la mnt thanh vién ciia Phong Kinh tuyén va
dan dat cong cude tim toi cua phong dé cung cap thoi
yian mot cach d?)ng bd héa cho the jatelt Ong glam sat ban
bdo cdo nam 1897 veé viéc dp dung hé thap phan trong
biéu dién thdi gian, va 13 cau noi gita Vién Han 1am Khoa
hoc va phai doan thyce thi nhiém vu do dac kinh tuyén
phic tap & Quito, Ecuador. Ong la mot trong nhimg
ngudi ¢ tim nhin xa adng rong da quyét dinh st dung
thap Eiffe) dé phat di cac tin hiéu vé thoi gian da dugc
dong ba hoa, tién than cia he thong GPS ngay nay, mot
cach st dung mang tmh dot pha chiéc cot sat khong 16
cua Paris cho phép cai dat gid mang tinh théng nhat va
xac dinh kinh do6.

Mot phan 1a két qua cua cong viéc nay, phan khac la
két qua clia mdi quan tam cua dng dén vat li toan hoc va
co hoc thién thé, ma Poincaré da tu duy mot cach sau sac
vé ban chat cua thai gian. Nam 1898, 6ng viét mot bai bao

73 ]. Hadamard, “L'oeuvre mathémahque de Poincaré”, Acta
Mathematica 38 (1921): 203-87. Pay la ban danh gia lai cdc cOng trinh
caa Poincaré, vict bai nha todn hoc ngud Phap hang dau ngay san
thai Poincaié. Dé xem thém mot ban tong két rat hay vé topo hoc
nia dau thé ki 20, tham khao C. McA. Gordon, “3-Dimensional
Topology up to [960", 449-89 in History of Topology, ed. J. M. James
(Amsterdam: Elsevier, 1999).
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dit cau hoi licu mot gidy ctia ngay hdm nay ¢ bang mot
giay cua ngay mai hay khéng, va viéc noi ra ng hai su kién
xay ra cung mot lace & hai noi khac nhau liéu ¢6 y nghia gi
hay khong. Ong tham gia tich cuc vao viéc trién khai cic
h¢ qua cua cac thl nghiem, ma chung duong nhu goi y
ring khoang cach thu hep lai theo huéng chuyén
dong. Nam 1905, vién thir ky ciia mot oo gquan cap bang
sang ché khong tén tudi thii do, Albert Einstein, gay chan
dong san khau khoa hoc bang bon bai biao Jon, ma ngay
nay tit ca déu d3 trd thanh kinh dién. Cho dén nam 1909,
Einstein dugc cong nhan la mot nha tu tudmy 1on, o cung
dang cip vai Poincaré. MOl quan he¢ gitra hai nguoi dan
ong nay rat phirce fap: ho gap nhau chu mat lan, trong mot
hol nghi nam 1911 tay SG: Salvay, Bi. Poincarée dauh ¢ia
cao Einstein; Emmstein nhin nhan Poincaré nhu mdl ong
nhimg nguin pac dén lac hau van con bam vao nhimng
khai niém vo ich nhir 1a é-te '

Mot 50 ngudi cong nhan Poincaré 13 nguwai khdm pha
mot cach doc lap thuyét tuonyg déi hep, trich dan bai bdo
tuyét vai cia ong vé dong luc cua electron.'™ Mdi quan
hé qua lai gia cac gid dinh triét hoc cia thai dai, cac

nganh khoa hoc co ban (dac biét la vat ki), va nhu cau vé

7 Xem thong tin vé mdi quan hé gira har ngudi trong P. Galison,
Emstem's Clocks, Potncard's Maps: Emprres of Tome (New York: W W
Norton, 2003).

7" H. Poincaré, "La mesure du Temps®, Revwe de metaphysique ef de
morale 6 (1898): 371-84; "Sur la dynamique de I'¢lectron”, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palevimo 21 (1906): 129-75 (thong bdo trong
Comptes rendus de TAcndemie des sciences 140 (1905): 1504-08).
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cong nghé cua thot do1 (nude Phap phdi quan i mot hé
thf)ng cac thuoe dwa & hai ngoai; Thuy Si phai phéi két
hop mot thai gian biéu phic tap ctia hé thong duong sat),
la nhirng nén tang cho cac mat tinh cach cua ca Poincaré
lan Einstein - tat cd duge md ta doc dao trong mot cudn
sach gan day ctia nha nghién ciu lich st khoa hoc Peter
Galison:

‘Lidu Binstein thue sy khdm pha ra thuyét tummg
d6i? Hay Poincaré da tim ra n6? Nhimg cau hoi co ki nay
da u¢ nén té nhat va khong ¢6 nhicu lgi ich... (3 day 1a
cd har au hudng cach tan vt dai cua vat Ii, hai khat vong
manh fiét trong viéc nam bat toan bd thé eidi ... Mot (cua
Poincaré| theo phuong phap kién thiél, xay dyng mét hé
thdng phuc tap 6 thé nim bat cac mdi tuong quan vé
mat cau tric cda thé gid. Mot [cua Einstein] thiet yéu
hon, it dé ¥ hon dén sy phue tap dé nam bat, mat cach
nghicm ngat, rowdng nguyén tic phan anh cic trat tu tu
nbien dang ¢hi phdi thé gidi... Phong Kinh tuyén ma
Poincare gldam <t céd vi thé cia mot trong tdm vé thai
gian vi dai cba thé gidi trong viéc xay dunyg ban dé. Trony
khi do, Phong cap bang sang ché Thuy Si, noi Einstcin
gitt vi i agudi bao vé cho ban quyén sang tao, a4 mot
trung tdm kiém duyét lon cla &k nuoe givp cac nganh
cong nghé cua dat nunc cung tao nén sy déng b veé thoi

gian cua nganh dudng sit va cac thanh pho.™

Gidng nhu topo hoce, thoyet tuong dbi di tao ra nhimg sy
dot pha vi dai trong hiéu biét khoa hoc théi d6. Nguyén

76 P. Calison, Einsienr's Clocks, Pomenré's Maps. Linpires of Thine (New
York: W. W._ Norton, 2003).
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tac chia khoa theo dé cac quy luat vat if phai dugc nhan
thdy 1a gidng nhau dbi véi nhimg ngudi quan sit dang di
chuyén vdi van téc khong déi so véi nhau dem lai nhimng
hé qua khong 16, vai trong sb do 1a viéc phat hién ra vat
chat va nang lugng 1a hai biéu hién cua cung mot hién
tugng, Ja thoi gian cung khony gian co quan hé qua lai va
dan n& & van téc cao. Poincaré ¢é 1é Ja ngudi dau tién dat
khong gian va thai gian cung voi nhau nhu Ja mot déi
tuong toan hoc ma san nay dugc goi la khdng-thot
gian. Hermann Minkowski, ctia Gottingen, da chi ra rang
cac ¢ong trinh cua Lorentz, Poincaré, va Einstein dugc
hiéu mdt cach rd nhat dua theo ngon nga cua mot dang
hinh hoc Phi-Euchid mai thiet lap trén khang-thoi
gian. Einstein lac dau hoai nghi. Tuy nhién, dén nim
1912, dng bat dau tiép thu nhiéu han khi tm cach khai
quat hda thuyét tuany dbi, cu thé [a trusng hop ma agudi
quan sat chuyén dong vai bat ki cich thue nao, dac biét 1a
khi anh ta dang ting toc so voi ngusi khic. Cudi ciing,
ong kham pha ra rang, c6 mét cach thidt lip cac quy luat
tOng quat caa vat li, d6 1a dua vao hinh hoc Riemann trén
khong-thot gian.

NUGC BUC VA GOTTINGEN

Sau dot suy sup nam 1882, phfm nao 1a két qua cna viéc
lao dong qua sirc khi canh tranh vdi Poincaré, Felix Xlein
bit tay vao xay dung Leipzig thanh modt trung tam
nghién ctru 1én, ngay ca trong lac dang bi can bénh tram
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cdm tac dong. Danh tiéng cua 6ng tiép tuc lén cao trén
toan thé gidi. Su kién Pai hoc Johns Hopkins, hoc vién
nghién ctru sau dai hoc dau tién & Mi moi dng gi chiéc
ghé diéu hanh veé toan hoc vita méi bo tréng, da vuc lai
tinh than cta 6ng. Ong gan nhu chac chan sé dén d6 néu
ong higu truong truong nay dap ang muc luong 6.000 46
cho 6ng nhu vi gido sur tién nhiém duoc trd. Thay vao do,
ong hiéu trudng khang khang chi tra 5.000 d6, va Klein da
tir chéi. Mac du 1a vd ich nhung sé kha tha vi khi ta tha
hinh dung nganh toan hoc & Mi sé phat trién nhu thé nao
néu nhu Klein chuyén dén Johns Hopkins. Hiém khi nén
gido duc ciia cd mot thé hé lai bi mat co hdi chi vi 1.000 d6
nhu vay.

Trong thdt gian tra o1 John Hopkins, Klein nhan
duoc 168 mdi hip dan cho mdt vi tri tai Géttingen nam
1886, thai diém ma s sinh vién ding ki tuyén sinh vao
nganh toan cua ca nuéc Pic bat dau gidm dan. Ong la
thay gido tai nang, day nhiét huyét, va doi hdi cao va c6
mot sitc hdp dan gan nhu Faust.'” Cac buéi thao luan cao
cap ctia dng c6 mot sy tuyén lya ngat nghéo cac sinh vién
tham gia. Ong khéng vui vé nhan nhimg sinh vién téi da,
va chi nhang ai c6 kha nang nhat va nhing ai ludn sin
sang lam viéc cham chi méi dugc nhan vao. Bai giang cua
ong ludn duoc chuan bi ki ludng, con ban than ong la mot
thién tai trong viéc dan dat cau chuyén. Ong kiém tra mot

77 Faust: tén cila nhan vat chinh trong mot cau chuyén huyén thoai
cla Puc. Tinh tir “Faust” thudng duoc dung dé miéu ta khat vong
hi¢u biét.
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dieu g d6 bang cach ké mét vi du, trién khai vira du chi
tiet dé dién ta dong lap Juan chinh. Sau do, dng sir dung
vi du d6 nhu mét cach dé khao sat toan bd noi dung. Ong
yéu thich cac chu dé rong va nhan manh cac khdi niém
khac nhau lién quan dén nhau mét cach hinh té nhu thé
nao. Cac Ki nang tinh toan chi lam ong chan nan. Sinh
vién cua éng cing chép lai can than timg bai giang, thém
vao cdc chi tiét (mot so chi tiét cuce ki kho chiu va thuong
chira cac bai toan tan khéng dé giai quyét chut nao).

Tam nhin hoc thuat rong rai coa Klein khac hin véi
su tap trung vao cac nghién ciru cuc K hep cua vai déng
nghiép da thu hat nhiéu sinh vién nudc ngoai, dac biét 13
tir Mi. Ong déng vai trd quyét dinh trong viée thanh lap
cong ddng tedn hoc Mi bang cach dao fao cdc nha toan
hoc, nhimg ngudn dat nén méng cho cac vién nghién ciru
chii dao trong nhing nam sau nay."* Ong cang rit
khuyén khich phu nir nghién ciru toan hoc va huéng dan
mot vai nghién ciru sinh nir.

Bén canh viéc la mot thay gido (va nha nghién ciu)
tai nang, anh huong.1dn nhat cta Klein cd 18 1a trong vai
trd mot nha quan It Ong rit tinh tudng trong viéc nhan

"% Hai sinh vign Mi cua Klemn 1a Cole va Fine khi ¢dn hoc & Pai hoc
Lewprig 13n lugt tedr thanh Trudng khoa tai Dai hoc Michigan va
Princeton. T Gattingen, Haskell dén thang Pai hoc Michigan, va
~sau da 13 Berkeley. Osgood va Bocher la sirc manh cua khoa Toan
Pai hoc Harvard. Hai trony 5¢ cac sinh vién ngudi Dac eta Klein 13
Oskar Bolza va Heinrichh Maschke tir Leipzig, di cu sang Mi va trd
thanh ché dua chinh cla khoa Toan Pai hoe Chicago. Van Vleck,
ciing la sinh vién cua Klein tai Gottingen, la nhan vat hang dau
trong viec thanh lap khoa Todn Dai hoc Wisconsin.
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biét tai nang toan hoc va khdng ngan ngai cat nhic nhiéu
ngudi tai nang hon minh. Vi tri gidang day va bién tap cua
tap chi c6 anh hudong Mathematische Annalen da dem lai
cho 6ng mdi quan hé vdi cac nha toan hoc tré va tai nang
nhit thai d6. Ong hao phéng vé mat tii tué, git lién lac,
quan tam dén cic cong trinh cia nhing ngudi tré tudi, va
giip ho nam gitr cac vi tri. Cung vai su thiét lap moét hé
théng hoat dong nhu mot trang trai, su sin sang chfxp
nhan rni ro, Kha nang van dong va tinh ban cua ong vai
Althoff, BS truony Bo Giao duc bac cao caa Phé, da cho
phép 6ng tuyén chon duge rat nhiéu ngudi tai.

Tai Gottingen, bict tai cua Klein trong viec tao ra cOng,
dong hoc thuat da tao dung mot Camelot toan hoc. '™
Budc ngoat 1a viée tuyén David Hilbert, cuu hoc sinh tai
nang cna 6mg d Leipzig. Klein van gid lién lac vdi Hilbert
sau khi chuvén dén Gottingen, va khuyén khich Hilbert
dén tham Paris, noi Hilbert da gap nhiéu nha toan hoc
ngudi Phap, trong dad ¢b Poincaré. Khi trd ve Birc, Hilbert
bat dau guan tim dén mot trong nhang bai todn quan
trong nhat than dé, Bai toar Gordanm, bai toan dac két
nhimg kinh nghiém ma nhd dd chang ta nhan ra cac d6i
tucang nhu ngudi, cdy ¢di, va noi chan ngay ca sau nhirmg
thay ddi do thoi gian va gdc nhin. Theo ngdn ngir toan
hoc, ta nghi dén mot nhém cdc phép bién dai tac dong
lén moét tap hop cac doi tugng taan hoc, thudng duge md
ta bdi cdc phuong trinh, sau dé dat cau hot liéu cd mot so

179 Camelot: lau dai cua vua Arthur (nuéc Anh). Ngay nay, tir nay
duge diing dé chi moét not tu hop ctia nhitng ngudi yéu chi nghia
lang man va lac quan (ND).
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ddi tuong hoac cac dai lugng, thuong dugc mé ta bai cac
bicu thirc dai sd, 1a bat bién dudi tac dong ctia mot nhom
cac phép bién doi. Bdi vi c6 qua nhicu tap hop cic
phuong trinh ma ta c6 thé gat hai thanh cong néu tap
trung vao ching, va qua nhicu nhém cac phép bien doi
qhan trong vé mat hinh hoc va dé tiép can nho tnh toan,
nén viéc tinh toan cdc bat bién cho cac tap hap phuong
trinh cho trudec va mét nhém cu thé [a mot linh wue it
quan trong, cung cap hang trdim bai toan tinh te nhung
tuong doi dé tiép can cho cac nha toan hoc va sinh vién
cuia ho.

Nghién ciu ve cac bdt bién rat phd bién tai Anh
cong nhu Pic thai d6, con nhang sinh vién nudge Mi
dau ticn tét nghi¢p tai truong Johns Hopkins, dudi anh
hurdng cua ngudi Anh di cu J. J. Sylvester, da tinh toan
ducc bat bién cho mot s luong Ion d6i tuong toan
hoco. Ngudn duge thira nhan 13 vua cua toan bd hinh vuc
nay la Faul Gardan, mot ngudi ban cua Klein va la giao
su tai Bai hoc Erlangen. Ong thu duogc két qua tong
quéat tdt nhat vé cac bat bién. Thanh qua clia nhing nd
luc nay 1a viée tim ra cdu truc t(fmg quat cua cac bat bién
nhu vay cho mot tap hogp kha 1én cac phuong trinh va

mot s6 nhom. ™ Bar toidn Gordan dat cau hoi, ddi véi mot

"™ Mbi khi ban ¢6 mét biéu thue bt bién dudi cac phép bién ddi thi
bat ki phép nhan nao cda bew thie nay cang bat bién. Vi viy, luén
¢S vd 56 cac bat bidn cho mol 1a p hop phuong, trinh nhat dinh va mot
nhém cdc phép bién d6i nhat dinh. Hon thé naa, tdng va tich cia hai
bat bién cing 1a bat bién Do d, tip hop cac bat ién khep kin khi
duge nhan vai s6 thue va ban ¢d thE cdng hoace nhan cac phan 1 cia
né. Pay 1a mot cau bric ma cic nha todn hoe goi la dir 56 (algebra)
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tap hgp bat ki cic phuong trinh va mot nhém bat ki
nao, lieu cd thé tim ra dugc mot tAp hgp hitru han cac
bicu thie cia mot sd bat bién ma dua vao do6 ¢d thé suy
ra tat ca cac bat bién khac. Bang cdc tinh todn cé stc
manh tuyeét voi, Gordan chi ra rang ditu nay thuc su
diang cho tit ca cac phuonyg trinh hai bién va mot 1&p
rong ldn cac nhom. bay duoce coi la mét thanh tuu
tuvet voi.

Neéu cau tra 187 cho Bdi tannr Gordan 1a ddng, thi tat ca
moi ngudvi déu mac nhién thira nhin ring dap an nay
lién quan &én viéc trién khai mdt cich tudng minh céc
bat bién cho cdc tap hgp biéu dién cla cac phuong trinh
va c¢dc nhém, chi ra mot cach nhat quan rang danh
sdch cac bat bién da duyc hoan tat cho timg trudng hgp,
va tim cach chi ra rang két qua nay ap dung cho tap hgp
biéu dién sé dan dén két qua cho moi nhém va moi tap
hop phuong trinh.

Pay la mot nhiém vu khéng 15, va cong viec co the
kéo dai hang thé_ hé. Trong mot bay bao bon trang dugc
xuat ban sau mot nam vat I6n v bal tadn nay, Hilbert
da giai quvét nd mot cach hoan toan bing cdch chi ra
rang, gia thuyet khong ton tai mot co sd hiru han nao
nhu vay s¢ dan dén mau thun. Do d6, dé cho hop li thi
mot o s& hiru han nhu vay nhat thiét phai ton tai. Phan
ang dauw tién 1a su gidt minh hoai nghi. "Unheintlich”
(That la Jung), Lindemann, mdt trong nhang 661‘1g
nghiép ldn tudi hon ctia Hilbert da khé thét 1én. "Das 1st
nicht Mathematik. Das ist Theologie" (Day khéng phai la
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toan hoc ma la than hoc) Gordan phat biéu. ' Klein thi

nhu bi m¢ hoic.

Rat chap tinh xac dang danh thép khong the phu
nhan trong lap luan coa minh, Hilbert la mdt nha toan
hoc gioi dén mac khong can quan tam dén wiéc trién khai
cac tap hop bat bién dé nhir thé nao, va ong da dat duqic
tién bd dang k&, mot 1an nira su dung nhimg phuong,
phidp duong nhu hoan toan xa la do6i vdi nhiang nha
nghién ciu trong linb vie nay."™ Ong viet lai tAl ca moi
tha, va theo 10 mai cda Klein, gii chang dén tap chi
Mathematisclie Annalen. Gordan, chuyén gia duge chi dinh
dé tham dinh bai bao, than phién rang chuin mue chan i
ciia Hilbeirt khong nam ¢ viéc dng da chi ra mot cat gi dé
vugt lén tren moi ngd vuce kha di, ma diung hon duogc thé
hién & ché chang ai ¢6 thé chiing minh duoc rang ong
mau thuan. Khi doc ban nhin xét nay cua Gordan,
Hilbert viét cho Klein thong bio ring 6ng khong chuan bi
dé thay ddi bat cir didu gi, va day 1a 1&i cudi cung ctia dng
vé chu dé nav trd phi a1 dé c6 thé chi ra duge rang lap
luan ctra 6ng la sai lam. Sy quyét tAm va quyét doan cuia
tudi tre han da got nhic Klein vé xung dét cua ong vai
Paincaré. Hilbert da dung, nhung lac niy da hi don ve

" Cau chuyén nay phd bién trong gim todn hoc. Xem thém thony
tin vé Hilbert va phat kién cia ong trong Constance Reid, Hilbert
(New York' Syringer-Verlay, 1970).

> Hilbert nghién cuu tap hgp quan heé cua cic bat bién, la mot caw
tric dai s6 khac var ban than bat bién (chiang c6 ciu tric cda mol
mo-dun da e thay vi ciu tric cua médt dai sd). Sau dd ong
nghien ciru quan hé trong quan he, va tap hop quan hé trong tap
hop quan hé trang tip hop quan hé v.v. Ong chi ra rang qua trinh
nay cé diém dirng, va két qua nay duge gov 1a dindy I Hidbert Syzygy.



Nhirng nha bac hoc khéng 16 203

phia chan tudng, va ong dong thdi cing kéo theo Klein
vao moét tinh thé khong ¢6 nhiéu lua chon. Klem dung vé
phia Hilbert, nhan thay rang tu tudng ctia ong "hoean toan
don gian, va do d6 hap dan vé mat logic.” Ong cimg
quyét dinh dua Hilbert vé vai Géttingen,

Nam 1895, cudi cung Klein da thanh céng trong viéc
tuyén dung Hilbert, va Gottingen trd thanh trung tam
toan hoc manh nhat nude Puc. Sinh vién nhanh chong
phét hién ra Hilbert. Ong uan tam nhiéu vé chi tiét va
thinh thoang <cing gap vudng mac, nhung viéc quan sat
ong vuot qua nhing vudng madc theo cach cha riéng
minh cing dem lai rat nhi¢u bai hac bo ich. Bai giang cia
ong tav nha, nhumg khang duac trau chudt ki nhu cda
Klcin. Klein cha tam vao pham vi réng, Hilbert thi nguoc
lai clu tap trung vao cac khia canh hep. Ong 1a mot nguai
theo chu nghia tdi thicu va ludn tim con dudng ngan
rhat hudng thang vao cha dé. Ai cing ¢é thé hoc hoi tir
nhimg bar giang cta Hilbert.

Vi vide tuyén dung Hilbert, Gottingen ¢6 dugc mot
nha toan hoc va mot nhan cich da tam dé vuot qua Klein.
Trong khi Klein thich ciac tuyén bd ¢o tinh long trong va
vl v tham gia vao cac vu vin ddng chinh tri va binh
han nhung hée qua san d6, Hilbert Khong tin tudng vao
cac tuyeén bb 6 Hinh khai quat va cue ki thang than. Klein
1a mot nha t6 chire tam @, com Hilbert 1 mdt bac ki tai va
kKhong bao gior wra sir bira bai trong todn hoc. Ca hai da
cung két hop that tuyét voi.

Cac nha toan hoc un un kéo dén Gottingen, cac su bd

nhiém an tuong noi tiép nhau. Dai hoc Berlin, trén Jdanh
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nghia 1a dai hoc uy tin nhat nuéc DPuc, da ¢o gang kéo
Hilbert vé vai ho. Nhung ong da & lai.

Mobi quan tam trong nghién ciru cia Hilbert thay doi
theo tirng nam. Nhin chung, 6ng chuyeén hoan toan sang
mot linh vue mdi et sau khoang mot thap ki, va tao nén
cac budc tien mang tinh co ban trong ting linh vuc ma
ong lam viéc. Ong bit dau vai li thuyét bat bién, chuyén
qua li thuyet so dai so, va gan thoi diém chuyén giao cua
the ki trudc, 6ng rat quan tam dén cac nén tang cia hinh
hoc. Hilbert viét lai toan bd cudn sich Co sé ctia Euclid,
dat tat ca su cai tién lén trén mot nen mong cuc ki chat
ché. Ong tién dén viéc phat trién cac tién dé mot cach ro

Hinh 49. Chan dung David Hilbert.



Nhing nha bac hoc khéng 16 205

rang, trong sang dé ching tuvét ddi khong con bat i sy
mo hd nao. Ong lap ludn rang cac tién dé phai cuc ki
hoan hao dén mc ma néu ta thay thé & moi trang sach
cac thuat ng cta Euclid nhir "digm”, "duong ", va "mat
phang” bang "chai bia", "chan ban" va "ghé” thi toan 1o i
thuyét van duge théng qua. Ta khong thé dya vao truc
gidc d¢ lap cac khoang tréng.

Sdch ngan cua Hilbert vé cac nén tang hinh hoc da
tro thanh mdt cudn sach ban rat chay."’ N&é dem lai su
tuoi mdi cho Mot chu (¢ rat ¢, va dng tién rat xa, xa hon
ca Euclid. Ong khong chi dua ra cic tién && mai dé nam
bit nhitng khdi niém nhu dieng e hay Hur e, nhimg
khdi niém ma tinh chat cita chung duoc Fuclid mac nhién
vién din, ma con da dang hda cac tién dé dé thu dugc céac
dang hinh hoc khac nhau.

Poincaré tat vui mimg, can thin viét mot bai phé
binh cho thay rang 6ng ro rang da doc ndi duny ciia cudn
sich mot cach ki luong va suy nghi rat chin chan veé
nhing an ¥ bén trong. Ong lo lang mot chit vé dam mé
logic cua Hilbert ¢o thé sé ¢é hai td hinh hoc: "Dudng
nhu duy chi quan diém logic 13 1am anh ay quan tam.”
Ong két luan: "Cong trinh ctia anh vi vay s& chua hoan
thién, nhung dav khong phai 1a 1o mat chi trich ma toi
dimg d¢é chong lai anh dy. Cony trinh chua hoan thién
chac chan s& ¢d var ted ctia néd. Da dé noi rang anh iy da

dura trict hoc caa todn hoc tién mot bude dai, sanh ngang

200 Hilbert, Fhe Grioudlagen der Geometrie (Leipzig: Teubner, 1899)
Ran dich tictg Anh cta E. J. Townsend (n.p.: 1902). Cic an ban sau
Jda A lién tue duoc xuat ban ké ti nam 1902,
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val nhimg ngudi nhu Lobachevsky, Riemann, Helmholtz,
va Lie."™ Poincaré tuyét nhién khéng phang dai trong 16
ca nggt cua minh. Do la sy that hién nhién.

Hilbert ¢6 kha nang ching minh rang hinh hoc
Fuclid 1a nhat quan vaéi didu kién 1a sb hoc phai nhét
qudn. Hilbert, cang nhu Klein, quan tam dén hau hét cac
linh vuc todn hoc. Ong chuyén sang logic todn hoc, dem
lai nhirng déng gép co ban ma sau nay 1a khoi dau cta
mot 56 thanh tuu vi dai nhat caa thé i 20, nhung didu @6
nam ngoai pham vi cudn sach nay. Nam 1900, 6ng doc
mot bai dién van tai Hoi nghi Qubc té 3 Paris liet ke 23 bai
toan ma ong nghi la chang st dem lar mat lich trinh lam
viéc cho cac nha toan hac trong thé ki sau. Danh sach nay
cd anh hudong cuc ki 1on. Trong nhang nam tiép theo,
Hilbert cang quan tdm dén vat li todn hoe hon, va
Gottingen trg thanh dia diém rat quan trong trong qua
trinly phat trién cac Ii thuyét mai vé tinh tuong déi va co
hoc lugmg tiz. Pén nam 1910, Géttingen tap trung hang
tram sinh vién todn trén toan thé gidi, va rat nhicu giang
vién trg li (priva-tdozcnts) va giang vien chinh thuc co ten

tudi cua vatl i toan hoc.'™ Phu na, nguoi Do Thai, moi

Y H. Poincareé, phe binh cudn sach “Foundations of Gevmetry", ¢da
Hilbert, Bulletrn of the Amervican Mathematical Socicty 10 (1903): 1-23
In dat tvomg T Saan, ed , The Way It Was: Mathematics prom the Easly
Years of the Bullehir 1Providence Amencan Mathematical Sacicty,
2003, 273-94

2 Danh sach o bt (wha's wha list): Danh sach tuyén chon nhing
ngun co anh huong trung mét nganh theo mét tiéu chi nhat dinh

cia MT(NDy,
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qudc tich, tat cd déu duge chao don.™ Hilbert tham chi
cOn myi Poincaré den giang nam bai tai Gottingen, trong

d6 c6 bon bai giang bang tiéng Duc.

POINCARE QUA B0l

Poincaré nga bénh nang tai Dai hoi Todn hoc Quoc té d
Rome thang 4 nam 1908. Phan 16n thai gian éng & trén
givong do bénh tuyén tien hét thém nang, khong thé
dién thuyét duge ma phai nhy Darboux doc thay. Ong
yéu cau dugc phiu thuat va vo ong, Louise, di t&i Rome
dé dua ong vé Paris. Mac di tinh trang clia ong ¢6 tien
trién phan nao va co ong thé trd lai 1am viéc, nhung ong
van chua thyc sy binh phuc.

Ong dudng nhu da doan hudce dupc cdi chét ciia minh.,
Thang 12 nam 1911, éng gui mdt buc thu dén nguoi phu
frach bién tap cua tap chi di xuat ban bai bao bo sung tha

ndam clia dng va bay bao vé chuyén dong cia mot electron.

"Bau than mén cua toi, tdi dA ndy vdi ban 1an cudi khi gap
ban vé maot bai bao ma tdi dang tap trung vaa da hai nam
nay Toi khong cd chut tién bd nao ca vé chi dc nay va
quyél dinh dé né tam lang mot thoy gian ché e how chin
mudt. Sé tdt néu nhu tdi ¢6 thé chac chdn vé kha nang
quay lai van dé nay méot ngay ndo d6 Nhung & tudi cia
toi, dicu nay 1a khong the.”

" Dau nam 1914, Gottingen ¢ trén 800 sinh vién todn, hon maot
tram ¢ cap cao. Xem thém cln Nt trong cudn sdch caa C. Reid va
bai bio caa Rowe
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Bién Lap vién thac giuc ong \uat ban, thuyét phuc rang
Poincaré co thé md dau bang mot i giai thich. Bai bao
duge m vao nam 1912, va md dau bang mot 13 xin 16i caa
Poincaré. "To1 chua bao gio cong bé mot cong trinth naa cé
tinh trang chua hoan tit nhu lan nay."* Ong tiép tue véi
vi¢e ndi rang mot <6 van dé trong dong hoc lién quan dén
sU tHN tai cda cac nghiém tuan hoan cua bai toan ba vat
thé phu thudc vaa mot két qua lanh hoc don gian ma éng
cang ngay cany tin chic la dang, nhung chua thé ching
minh dugc. Ong tiét 10 rang ong khong con nhiéu thes
pian v hi vong cac nha toan hoc khdc ¢é thé thanh céng

hon. Poan nay, tinh ¢g, lai xac nhan su can than cua

" Bt thu cua Poincaré g dién Giovan Battista Gueaa (9 thiang
12, 1901 Archives Circolo Matematco del Palermo [Mon cher ami,
Je vous ai parlé, lors de votre dernére visite, d'un travail qui me
refient depuis deux ans. Je ne suis pas plus avance et je me decide a
Iabandoner provisoirement pour lui donner le temps de muanr.
Cela serait bien < yetars sur de pouverlr le reprendre; a mon ape j¢
ne puis en répondre... Dites moy, je vous prie, ce que vous pensez
de celle question et ce que vous me consceillez.]

Bde thu cua Cuccia gii dén Poincaré (12 thang 12, 1911). Collection
particulére Pans, chup hinh lai trong trung tam lhsu trir Poincaré
trén mang cua Narcv., (Mon cher ami, Je vous conhrme ma
dépéche’ "Conscil pubhez.” Quoique machevé, votre travail ouvnra
cevtainement des voies nouvelles aux autres chercheurs, et la
Scierice en profitera. Aw surplus, si vous le croyvez nécessaire, vous
pournez ajuter au commencement (sows forme de lettre ou dans
unce note), que c'est sur les instances prieés de la Direchions des
Rendwonti que vous vous ¢tes deade a publier ces recherches
inachevées.]. Ba bao "Sur un théoreme de géometrie” in trong
Rendicontr det Cticolo matematico i Palesrimo 33 (1912) 375-407 va in la
tromy toan tiap Ocrrres, 6:499-338
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Poincaré d6i véi cac cong bd cia minh. Ong cd thé khong
danh nhié¢u thot gian d¢ ra soat lai, nhung 6ng toé ra than
trong vé két qua cua minh. Pay la bai bio hinh hoc cudi
cung cuia Poincaré, va cimg la sy md dau ciia mot nganh
mdi, nganh topo dbi ngau, nghién ciu cac da tap bang
mot cau triic bd sung cho phép ta dinh nghia cac dién tich
ciia cac bé mat trén da tap (ma khong can dén chiéu dai
cua dudany cong).'**

Ca phau thuat thit hai vao thang 7 nam 1912 dudng
nhu thanh ¢cong mi man. Nhung mot con tic mach da
khién 6ng khong qua khoi khi dang mac quan do & Paris,
ngay 17 thang 7 nam 1912, Cai chét bat ngd khi dang &
dinh cao su nghiép caa 6ng da gay sdc cho ca thé gidi.
Nhing ngudi tudng nhé dé vé Paris. “Henri Poincaré
thuc su la ba nao séng ciia cac moén khoa hoc i tnh", mét
bai diéu van trén bao Le I'emps khoc thuong.™ Dam tang
cua ong & Paris ¢6 mat nhiang nguyén tha quéc gia va dai
di¢n ctia tat cd cdc truong dai hoc 1dn. Nha toan hoc xuat
chung nhat nudc Phap khi do, Jacques Hadamard, chi tre
hon Poincaré nam tudi, soan thao mot ban t6ng két cdc

cong trinh caa Poincaré. Gottingen cang chuan bi mot

™ Hinh hoe dai ngdu 12 mot loar hinh hoc khdc duoe xay dung
khong phai bang khedng cach va géc (tac la métric) ma bang dién
tich. Con topo ddi ngdu 13 nganh hoc nghién cru cac da tap mang
cac chu trac d8i ngiu Nhimg nganh nay da rd nén cuc ki guan
trong trong haj thap ki rudi via qua.

™ P, Painleveé viet trong Le Temps: "Henn Poincaré etat vraiment le
cerveau vivant des sciences rationelles " Cau nay dugc trich dan
rong, rai.



300 GIA THUYET POINCARE

ban danh ¢a lai cac cong trinh caa dng. Gaston Darboux
dién thuvét mot bai ca tung dai ghi lai nhing dong gop
ctia Poincaré trong nhiéu linh vue.

Poincaré da hoan toan dam minh trong dong thaoi
gian cua 6ng, va nhung cong trinh phuc vu khoa hoc va
phuc vu nudc Phap tiéu biéu cho nhimg gi dep nhat cua
thoi dai. Su ra di sdm clia ong dudong nhu ¢o6 nhicu y
nghia sdu sic han nhimg gi ma nhing ngudi ca tung ong
van con nam ld ma. Diéu da trd nén rd rang hon mét
trdm nam sau d6 Ya viéc Poincaré da gieo trong nhitng hat
gidng cho nhirng nganh toin hoc hoan toan méi. Va
khoéng chi ¢6 toan hgc. Bai dién van nam 1904 vé tuong lai
cia vat li todn hoc ¢6 tinh tién tri la thudang.'™ Khong
gidng nhu Riemann, dng qua doi lac dang ndi ticng vai
sy ngudng mo cia nhicu ngudi. Nhung ong giong
Riemann & diém ong khang ¢ sinh vién, khang 1ap nén
truong phai. Phan lon cac cong trinh toan hoc cua
Poincaré khong dugc hiéu rd tai thoi diém do. Poincaré
da qua dm, nhung v tudng va phong doan cua éng van
con Sémg mai. Mac du, cdc su kién trén san khau 1én han
da can thiép lam chan dung su tiép ndi tic thai cac cony
trinh cia ong bai cac dong nghiép khdc, nhung nhing y
tuony va cac bai toan ma Poincaré vach ra da duge nhan
thizc mot cach day du hon vai thap ki san d6. Neu Hilbert
1ap nén Jich trinh, tht Poincaré da tao nén hinh dang cua
toan hoc thé ki 2.

" H. Poincare, "The present and tuture of mathematical physics”,

Bulletin of the American Mathematical Soctety, 12 (190b) 240-260; in lai
trong $6 37, no. 1 (1999):25-38.



12

Phéng doan kién dinh

Nhirng nam dau ctia the ki 20 dudng nhu 13 diém mad dau
mot ki ngnyén man, & do su qudc té hoa va chia sé cac gia
tri nham dam bao mdt sy thinh vuong ngay cang ting, va
mat trat by thé gidi trong do chau Au ¢d vi thé diung dan
virng chéc. Cac hai cho thé gidi, duoc t& chic hon mot
tram lan trong ba thap ki bat dau tix nam 1880, dé chao
mung tien bd trong hoc tap, van héa, va cang nghé.'™
Toan hoc, cing nhir khoa hoc ndi chung, dugc chuyén
nghiép hda mot cach trict dée va phan anh sy phat trién
cua thoi dai. Cac trung tam ldn van la cic trudng dai hoc
Puac va Paris, nhung su thanh lap cua nhiang hai toan &
cic quoc gia khac (Moscow vio nam 1864, London nim
1865, Phap nam 1872, Tokyo nam 1877, Palermo nam
1884, New York nam 1883, Berlin 1830) phan ani su hién
di¢n cua cac nganh toan hoc duge phat trién nghiém tac
d nhing noi khac. Poincaré va nhiang cong trinh clha ong

" C6 tal ¢ 37 hodi chg trong thap ki 1880, 35 trong 1890, 31 tir nam
1900 dén 1910 (en.wikipedia.orgfwikafWorld's_Fair). Mét trong
nhimg glan hang trung bav 1dn nhat 1a caa Krupps & hoi chg thé
g1 Chicago
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1a minh chung cho hudng di ma theo d6 xu hudmg manh
me cua s quéc té hoa cung tOn tai vung chac véi long
véu nudc kién cudng. Ong 13 ngudi Phap, nhung tam
nhin cta 6ng lai mang tinh quadc té. Cac bai todn ma ong
lap trung giai quyét ¢6 cam hirng tir - va ddng thdi ciing
dong gop cho - mét ¢dng toan hoc ma bdn than né cang
mang tinh quéc té rat cao,

Palermo. nam & phia tiy ctia bdy bac Sicily, 1a mét vi
du dién hinh cua thoi dai mdi nay. O d6 c6 mot tang lap
trung luu giau cé va mot nén tang van hoa dang phat
trién.!** Nhiéu ngdi dén Hi Lap & Sicily (nhi¢u hon ca & Hi
Lap) goi nhac dén cdi nguon van hoa va tri tué gan nhu
khong thé bi pha vo va dén mot qua khir thiéng lieng,
Haoi toan hoc ¢ Palermo, ké tir khi thanh lap nam 1884, da
phat trién thanh mot cong dC\\ng toan hoc 16n nhat the
gidi. Tap chi cua hdy, Rendwonti del Circolo malemahico di
Palermo, 1a tap chi quoc té duoc luu hanh rong rai nhat '™

"2 Tuy nluen, dang budn thay, su bing nd kinh te @ Palernio khong

dua vaa nd luec ma chi yen nho qui bong bong lam phdt tam thoi
duoc tao ra béi xuat khiu hang hoa ré hén cia Sicily nhd véu té nhan
cOng ré. Moi thi vuat tam kiem s0at. va xa hoi dan su thue su b pha
va. Chinh quyen dan su va chinh phi mac du trén danh nghia dang,
nam quyeén, da pha kéu gor Maha dip tit cde cude nai day cia nguoi
lac dong. Joseph Petrosina madt cinh sat cao cap New York da tung
dén Sialy dé truy tim ngudn goc cua hoat dang baa ké va téng tén
tai Mi, by cong khai ban chét vao nam 1909 dudi bae teang Ganbald:
 quang tnaong Prazza Marina, trung tam Palerma

T A Bngaglia: “The Citcola Matematico di Palermo”, 179-200 trong
K H. Parshall. A C Rice. eds Aathematics Lhnbonnd The Liolution of
an  Itersationad AMMathvimateal Researdt Comnnnntiy, 1800-1945
(Providence: American Mathematical Suciety and Landan: Landan
Mathematical Society, 2002). Xem trang 192.
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Céac bai bao bé sung dau tién va thi nam, va dac biét 13
gia thuyét Poincard, duge in trong dé. C6 vé kha hyp i
khi néi rang khong gian khdi mudi hai mat cia Poincare
theo cach pgoi cua ching ta hom nay duoge xuat hien lan
dau truoc cong chung gfin noi hinh khéi mudi hai mat
duoc phat hien hang ngan nam truoc: Palermo chi cach
Croton hai bram ddim, nar Pythagoras va nhom cua ong
smh sdng.

Poincaré cing la hinh tugng dac trung cho cic mdi
méu thuan cda thai dai d6. La mot ngudi theo chd nghia
quoc té, va tin tudng moét cach say mé vao cac gia tri
mang tinh phd quat, duy li cta trdo luu Khai sdng, éng
dong théi cang tin chac rang Phap va nén dé tam cong
hoa cia nude nay nam gitr mét chia khéa cua cac gia tr
nay. Pugce xem la biéu tugng cua nudc Phap, ong khong
bao gidy vuot gua duoc cam gidc xau ho nay sinh sau
tham hoa quéc gia nam 1870 Cudi cing, sy phan
dong cia chi nghia quoc gia da dan ap lan gié mdi cua
chu nghia qudc té thai d¢. Chura day hai nam sau cai
chét ctia Poincaré, Gavrilo Princip, moét thanh vién caa

hoi diép vién Serbia, ban cheét Thai tir Franz Ferdinand

™ Trong mol bai dién van cho mot nhém sinh vién, Poincaré da
canh bao: "Céc ban ¢6 nghi rang Wilhelm 11 sé ¢6 udc vong giong
nhu ban khong? Cac ban o tn turng anh ta st dung quyen luc cua
minh dé bao vé i tudng cua ban khong? Hoac cac ban 6 dat niém
tin vao moi ngudi, va hi vong rang li tudng ho sé gap nhau? Do la
nhimg gi ta hi vong vao nam 1860 Pimy nghi ring quyén lo hay
tur do ma ngudi Diac goi ten Ja cung vol mot thu ma chiing ta gai”
H. Poincaré, "Le Banquet du 11 Mai", iéc thudng mién cua Téng Ioi
Simh vién Paris, 1903, 63, trich dan trong Calison. 213.
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cua Ao vao ngay 28 thang 6 nam 1914, Hiép udc giup do
3n nhau giva cac quoc gia 1an lugt kéo hét nudc nay
dén nudc khdc vao tham kich Pai chién. Ao déng binh
chong lai Serbia. Nga ddng binh hd tro Serbia danh Ao.
Puc lai giup d& Ao chéng Nga. Phap déi nghich véi Dic
ing hd cho nudc ddng minh Nga. Dic tan cong Phéap
trirde, va vao cudi thang 8, hon mét chuc nudce da tuyén
bd chien tranh. Vao lidc d6, nhing cudc xung dot xay ra
"khong phai nhu trong mot tin tham kich tdt ciing, ma
nhu la mot sy dat quang theo cach thic khd chiu
nhat.. """

Cudc dai chién vuot xa gisi han cia moét sy dut
quang. Trong sb nhiéu thiét hai ma né gay ra, cudc chien
lam chia ré gidi toan hoc va pha vé cac cam tinh dbi véi
cac hiép dinh mang tinh quéc té. Tu hao va canh tranh
quéc gia cd dong thanb thu han. Klein da ki vao méot
théng cao chung dugc lap bai cac nha khoa hoc va nghé
si ndi tiéng cua Biie, tuyén bé hod by cho hoang dé va qua
quyét ri‘mg cO mot tap hoyp cic nhan dinh vé nugc Puc
dugc ké thu dung 1én la sai. Ong lap tac bi truc xuat ra
khoi Vién Han lam Paris, khidng bao gid dugc tha thir vi
chu ky cua ong trong ban thang cdo do. Cac nha toan hoc
c6 anh hudng nhat nude Phip bat dau chong Duc mot
cach dién cuong.

19 Day 13 Ioi ma Vera Brittain md dau cudn sach cna ba, Testmnent of
Youth: An Autobiograplucal Study o the Years 1900-1925 (New York:
Penguin, 1989; xuat ban lan dau tién tai London, 1933). "When the
Great War broke out, it came to me not as a supcriaiive tragedy, but as
an interruption of the most exasperating kind to my personal plans."
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Cudc chién pha huy trat tu c va lam suy yéu chau
Au tram trong. Toan b the hé toan hoc day hiia hen cia
chdu Au da bién mét trong cude chién nay. Tinh trang
kinh 1& pha huy nhirng yi con lai ma bom dan vi khéi Wa
chua kip pha. Su giau nghéo & Palermo ngay cang phan
cach, va tap chi circolo matenatico roi xudng vuc tham.
Siéu lam phat & Dic, phan nao la do viéc hai thuang
chién tranh, lam xa hoi dan sy suy ycu. Cach mang Nga
dem lai co hd cho cac hudng di cha nghia xa hoi, ma sau
nay da gay ra chudi tham kich cho ngudi dan Nga. Sy
hén loan ctia nén kinh té va mong muon thiét lap trat tu
da tao diéu kién thuan lgi cho chu nghia cuc doan. cha
nghia toan tri va mot cude chién khac.

Khi nhin lai, sy lac quan cia nhimg nam dau thé ki
20 dudng nhu ngay tha mat cach khéng thé dung thi, va
chu nghia quéc té mong manh dén mic khé tudng
tuong. Nang lugng ctia thai dai dudng nhu khéng gidng
vai sy khde khodn va tuoi tré, mad nhu la su cuang loan
bat hanh cua céc giai doan cudi ciing cua sif tan pha. Cac
hién vat mang tinh van hoa o cac hoi chg thé gigi ca tung
vinh quang cua tinh than nhan ban dugc dat canh cac v
khi dugc trung bay vdi 56 lugng khong 16.

THUYET TUGNG DOI RONG

Khong phai tat ca da mat. Cudc sdng cna tam tri, tat
nhién, khong bao gig ¢6 thé ngung ling, cho du nhimg
loat dai bic 6 dinh tai nhic 6c €& nao. Ngay trudc chién
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tranh, Einstein tir bo vi tri gido su tai Zurich @& nadm giix
mot vi tri nghién cuu thuan tay & Berlin.!"" Trong nd lyc
tm kiém md rang thuyét tuong doi cho cac trudng hop
ma & dé he quy chieu gia the so vai mat hé khdc éng can
mot neon ngu taan hoc thuan o cho vai tap hgp cac
phép bién dor mang tinh tdng quat. Vdi sy giup dd cda
Marcel Grossman, mot nha toan hoc va la mat nguai ban
ma ong lam viée ening & Zurich, 6ng nhan ra rang cang
trinh cua Riemann pht hgp mdt cach hean hao voi céc
nguveén tac vat i ma ong da phat hién ra: No cho phép su
bien doi db cong va dang hinh hoc tu diem nay tai diem
khac, va hé thong cic cong cu tinh toan dugc phat trien
b&i nha hinh hoc ngudi Y Gregorio Ricci-Curbastro va
sinh vién cta 6ng Tullio Levi-Civita da cho phép Einstein
phdt bic¢u lai cdc phuong trinh vi phan biéu dién cic quy
luat vat i co dién. Trong li thuyét rong cta Einstein, cac
luc do gia toc gay ra khong khic so vdi cac luc do luc hap
dan, do d6 bang nhau. Néu tir ta xem minh nhu 1a dang

gia tdc so vai mot diém quy chidu ¢d dinh nao d6, ta sé

" Emstein dd tnnh ludn dn sau ten si (Hatltationscligt) va co
ducse v i nang dav dau tién tai Dal hac Bern nam 1908, Peén nam
15909, éng da duge cong nhan la mat nha tu tusng lon va da co thé
13 bo cong viec (ai Phong cap bang sdng ché Onyg wd thanh grio
su Pai hge Karl-Ferdinand v Prague nam 1911, rdi tr& vé Thuy Si
ndm 1912, ndm gid mot vi tn tgi trudmg dar hoc noi tieng
Eidgenossische Technische Hochschule ¢ Zunch. Cong viée ma dny,
nhan & Berlin rat thoai mai. Ox s o1 vy tn bl Vien Han Jam Khoea
hoc Phé; ¢ mot vi tri nhung khong phar gidang day tai Dai hoc
Berlin va duogce bo nhiégm lam Giam déc Vien Vat )i Kaiser Wilhelm
vua duge thanh lap. )
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dién ta luc ma ta dang cam thiy dugc nhu thé né bat
ngudn tr gia téc. Thay vi vay, néu ta xem minh nhu dang
diing yén so véi mét diém cb dinh, ta sé dién ta luc d6
nhu luc hap dan. Gia toc ludn ludn mang tinh tuong doi
so vdi cai gi khac, va cac lyc gay ra do gia toc va do luc
hap din 1a tuong duong. Finstein dién td luc hidp dan
nhu la @6 cong caa khong-thoi gian (va theo Riemann, dé
cong la moét tensor biéu dién d6 chénh léch so vai 180 d6
clia téng cac goc trong tam giac trac dia theo bit ki su
dinh hudong kha di nao ddi vadi mot quan sat vién).
Phuong trinh cta Einstein mo ta cach thiic ma tensor db
cong bién dbi trong su hién dién cua vat chat. Vat chét
lam cong khéng-thoi gian. Dén nam 1915, khi cd mot thé
hé tré nim chét trong chién hao, dng da cé i thuyét tong
quat s& dinh hinh thé gidi quan cia cdc thé hé ké tiép.
"V&i niénm vui lgn", ong viét, "toi da hoan toan thanh cong
trong viéc thuyét phuc Hilbert va Klein."¥

Codng trinh ca Finstein nhu mét tran cudng phong.
Ong trd nén ndi tiéng trén toan thé gidi vao nam 1919 khi
mét doan tham hiém khoa hoc Anh trong lic quan sat
nhat thuc da do dugce "dé cong" cia anh sang khi di
ngang qua mat troi mot cach chinh xac theo phuong trinh

"7 Trich dan tir trang web ctia 5t Andrews. Einstein trinh bay hai
bai, “Vé Ii thuyét tuong ddi tdng quat” ¢ Vién Han ldm Berlin vio
ngay 11 va 25 thang 11; va Hilbert trinh bay mdt bii "Vé nén tang
Vat li" & Vién Han lam Gdéttimgen vao ngay 20 thang 11 nam 1915.
Bai bao cuia Hilbert 1a bai dau tién chia phuong trinh trudng chinh
xac cua thuyét tuong a6i. Cudc gap go gita hai nguoi dién ra than
thién, va Hilbert thang than thira nhan rang v tudng la cua
Einstein. Nhung suy luan caa Hilbert dé hiéu hon.
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Clia Ong. Anh sang, tat nhién, khong bi be cong - dnh sang
di theo mat duomg Wrdc dia trong khong-thai gian. Dicu
da xdv ra 1a mat trad khong 16 da udn cong khong-thaoi
atan xung quanh nd, va két qua 1a quy dao ma anh sang
ve ra trong giong nhir bi bé cong,.

Cong trinh cia Einstein kich thich hét stic manh meé
sy phat trictn cda hinh hoc Riemann. Vao lac d6, né
khéng tnre tiép anh hudng dén sy phat trién cta topo
hoc. Einstein chac chan nhan thae duoe su tdn tai caa cac
da tap ba chicu Khac nhau, va kha nang theo dé khong
gian va khong-thoi gian ¢ the ¢ cde topo khdc nhau.
Nhung 13t ca cae phuong trinh coa thuvet tuong doi tong
deéu la cac phuong trinh vi phan va dudc ap dung v cac
khu vuce nho trong khong-thod gian. Tepo hoc duge dp
dung trong cav bmic ¢ quy mod lon cla khong gian (va
cua khang-thoi gian). Khong ai ¢ thé ma tuang ve kha
nang cna mot sy két noi giva gia thuyct Poincaré va

thuvét raong doi rong

GIA THUYET POINCARE GIUA CAC CUOC CHIEN

Sau cde cang trinh ctta Dehn va Tietze, da Khong con nghi
ngd gi vé vice gia thuvet Poincard la vat kho giai quyét, va
cong trinh ve topo hoc cda Paincaré la mdt nguon quan
trong dan dén cac bai loan thi vi. Dehn cung vai lictze
da dua ra mot khdi diém kha di ma tir dé cac nha topo
hoc ¢6 thé bat dau tiép can vdi cac cong trinh cua

Poincaré noit chung va gia thuyet cua éng noi riény,
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Cdc budce tien quan tiong nhat dén tie mot nguoi Mi,
James W Alexander (IR88-1971), nguai da tui Chau Au dé
thue hicn nghien cau sau khi da nhan bang tién s tir
Princeton. Alexander da >(mg o [Marls trong chién tranh,
dich luan dn cua Heegaard sang ticng Phip.™ Ong gia
nhip quan dai Mi nam 1917, lén dén cip da dy, roi giai
ngl nam 1920 de trg thanh granyg vién Pai hoe Princeton.
Nam 1919, Alexander da chi ra rang co hai da tap bac ba
da duoc Tretze timy ra trude do, co cing not nhom <o ban
va co chng cac nhom dong dicu nhuny lgi khong df)ng

Phot™ Vi vay, cau trd Ion cho cdu har hiea hae da tap bac

Luan van oo Heraamd P Heevand, "Forstudier ol en
topoluask  teon  t de algebiaske tladias <caommenhaeny”
(Nobenhavn, Dey Serdrke Dorlae, 18080 Ban dich <ang tiinyg, Phap
cua Alovardey duge my nha <o "Sun F'Analyvsia situs”, Bullebnt de Ju
Sovicte Mothemangue de France 43 (1916): 16)-242. Xem héu s cua
Aloxandey trong 5. Letschetz, “James Waddell Alexander (1888-
197 1), searbook  of  the Awmerican Philosoplical - Society (1973)
{(Pmladelphia: American Philosophical Society [974),110-13.

)WL Alexander, "Note on Two 3-Dimensional Manifolds with
the Same Group”, Trorsactrons of Hie Amervican Matlematieal Society 20
(1919} 339-42. Nhé lai rang Tietze da chi ra hai da tap bac ba cd
cung cac nhom co ban nhat (liét phai cd cing Mot nhém dong
didu (diéu nay hoan toan ~ai néu da tap ¢ hon ba chid¢u). Hai da
tap ¢ cung cac nhom cor ban ngay nay duge bict den nhu la khong,
gian thau kinh (lens spaces) L (5,2) va L (3,1). Cho bat ki S0 nguyén
duomg pva bat ki g nao nho hon p nhung 6n hon hoac bang, 0 va
khong cd udc s6 chung vai p, ban dinh nghia mot khong gian thau
Linh L (p, ¢) nhur sau: Chia duong xich dao cua qua cau ba chicu
thanh p doan bang nhau, va tudmg tugng bin cau trén va ban cau
Judi 1a cdc da giac déu p mat. Ndi cac da ggidc nav bang cach quay
aua trén gip vong nguec chicu kim dong ho. lietze nhan thay rang
L . g) dugre bao ph bai khi cau ba chicu p lan, do d6 c6 nhém co
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ba thudc ciing nhém co ban ¢é nhat thiet phai ddng phoi
hay khong la phu dinh. Gia thuvet Poincaré la trudng
hop dac biét ctia cau hoi nay: khi cac nhom ey ban chi ¢d
mat phan tir duy nhat. Két qua cua Alexander lam tang,
rat cao ti 1¢ dat cuge vao gia thuyet Poincaré, va lam day
[én Mot kKha nang ro rét la phong doan sai.

Alexander tiép tuc dua ra rat nhiéu cac phat kién

quan trong khac.?™ Tai Dai hdi Todn hoc Quoc té nam

bin hitu han vai p thanh phan (Mi p etia it nhal mot trong, sd do la
don vi). Ong dat cau hoi cu the lidu L (5,1) va L (5,2), Ja nhirng vi du
dun g1an nhat khoéng phii ré rang 1a déng phdi, trong thuc t8 co
phai la dong phéi. Alexander duong nhu khéng bidt duce Thctze da
dut khodt dat cau hadi nay. Thuat nga "khong gian thau kinh" xuat
phat tu bai bao nav. W. Threlfall va H. Scifert, "Topologische
Untersuchung der Disconluatsbereiche endlicher Bewegungsgruppen
der dreidimensionalen sphansche Raumes I', Mathennitische Annaten 104
(1930):1-70. Bai bic khao sat toan bo cac khong gran do. Sau khi chia
dudmg xich dao cua qua ciu ba chiéu thanh p phdn, cie téc gia hinh
dung ban cau tren va duadi giong nhu cac hinh lang b g mat, vi vay
qua <au ba cluéu trong gidng nhu vién ngoc 2p canh.

M QOng lam 6 mai quan hé gitra topo té hap, trong d6 céc da lap
bac ba duoe cor nhu la cac hinly khidi da dién xac dinh, va topo noi
chung, trong dd mat da tap bac ba khang nhat thiét ¢6 thé dugc cat
ra thanh mot 56 hiru han cic mang van hitu han mat. (.)ng phat
hien ra, vi du nhu, "hinh cau strng” Alexander noi liéng, d5ng phoi
voi mét mat cau hai chidu va nam trong khdi ciu ba chiéu, nhiung
khény, chia khéi cau ba chidu thanh har khu vue ma bao dang tdng
phor v3i qua cau ba chidu. Mat khac, 6ng chi ra rang mdt mait cau
hat chicu chia khéi h cau bac ba thanh hai qua cau, bao dong cua
Mor qua cau 1a mdt qua cau ba chidu. Ong da sir dung li Tuan tuong
tur dé ching minh rang bat ki hinh xuyén da dién nao trong khong
gian ba chiéu cany a1 han bai mdt hinh xuyén ran hai chidu, mét

thuc té& duce Dehn gia dinh ma khéng cé ching minh va duge
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1932, ong dua ra Mot trong nhing bai dién thuyct chinh
va nhan manh tAm quan trong cta gia thuyét Poincaré.>"
Ngav sau d6, ] H C Whitehead (1904-1960), nha toan
hoc hién 1anh va duoe véu thich ngudi Anh, ngudoi da
duoc dao tao tay Trinceton va sau nay khai dau truyen
théng manh mé ve topo hoe 3 Oxford, cong bo chimg,
ninh cho mot dinh 1i 06 the chimg minh gia thuyvét
Poincaré.” Két qua nay vugt qua vong kiém duyét cua
cac nha phé binh, va dugc in. Sau do6 khong lau,
Whilehead phat hiént ra mot phan vi du cho dinh li caa
minh. Phan vi du Whitchead, giong nhu phan vi du cua
Poincaré, da cho chdng ta bict nhicu diéu nhung khéng
cho bict gl them vé phong doan ca. Ti 6 Ite nay van la
Poincaré - 3, ¢i¢ nhd toan hoc khac - 0. Ban bl caa ong
quy két rang chimh sur chinh xac dén mdc dau ddn trong,
cac bai bao tiép theo cia Whitehead 12 It do cta su vdce rdi
nay.

Pén nam 1936, gia thu_vét Poincaré¢ la mot trong
nhirng bai todn noi tiéng nhat cla todn hac, va topo hoc
da thue su truong thanh. Hai van ban ¢6 stte anh huong,
cd hai déu la két qua cua nhimg su hop tac tha vi, dugc

cong bo lam cho cong trinh cua Poincaré trd nén dé hiéu

Tictze phang doan (nguai chi ra rang né khéng ré rang va can
duyc chung minh).

W Alexander, "Somc Problems i Topolowy”, Uelunrdluger des
Intemationaten Mathematiker Kongresses Zioadh (1932), keaus Reprint
(1967): 249-57.

2 Ong qua quyét ring mot da tap ba chiéu md co the hén tue bien
dang thanh mét diém thi déu dong phoi véi R~
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hon bang cach can than hoan thién cac kién thuc co
ban.”" Ca hai déu di xa hon thdng qua viéc md rong dang
ké mot s6 két qua ciia Poincaré va déu nhan manh dén
gia thuyet Poincaré.

Cudn sach dau tién 1a Lefsirbuch der Topologie, cda Seifert
va Threlfall, xuat hién vao nam 1934. N6 phat trién phuong
phap tiép can bang cac khéi da dién, va chia day cac vi du
va ghi chit dep dé. Cudn sach khot dau tir khi chang trai
hai muoi tudi Herbert Seifert ghi danh vao khéa hoc topo
cua William Threlfall tai truong Pai hoc Ki thuat Dresden.
Tri tuong tugng cua Seifert bung chay, hai ngusi sdm tro
thanh ban be va cong tac vién. Seifert trai qua hoc ki
1928/29 tai Gottingen, noi 6ng da gap Heinz Hopf, mét
nghién ciu sinh sau tién si, va Pavel Aleksandrov, mot
npudi tir Moscow dang lam khach ¢ day, va la ngusi sau
nay Iap nén trudng phai topo Mascow vi dai. Seifert trdy veé
Dresden, chuyén vao ¢ nha Threlfall, va hai ngudi 1am viée
khong ngimg nghi vé cac da tap ba chiéu.

Theo nhat ky cua 6ng, Threlfall da mudn rang 1 md
dau ctia cudn sach duoc trién khai tir gido an caa minh
bang cau "Cudn sach nay ra doi tir mot khéa hoe ma mot
trong hai chung téi giang bai cho ngudi con lai tai Pai hoc
Ki thuat Dresden, nhung ngay sau do nguadi sinh vién lai
déng gép cdc ¥ tudng mai vai s6 lugng nhiéu va can ban

i - N - 3 - - K 4 > -~ ~ - ' = 3
dén ndi ma tén cia tac gia goc tot hon ca la nén bt bo di &

27 Cudn sdch cva Veblen vao nam 1922 (O. Veblen, Analysis Situs
[New York: American Malhematical Society, 1922]) thao luan gia
thuyét Poincaré (chapter 3, §39, p. 147), nhung khong duge ding
nhu mat cudn sich gido khoa.
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trang tiéu de¢." Lot maé dau cta cudn sach trong thuc té 13,
"Tac nhan kich thich ban dau dé viét cudn sach gido khoa
nay la mét loat bai giang ma mot trong hai chiing toi
(Threlfall) tinh bay tai Dai hoc Ki thudt Dresden.” Cudn
sach nay phdt trién cac khai niém cht dao ctia topo hoc
thonyr qua cac vi du mét cach can trong. No chita dung
mot thao luan ki cang ve khong gian khoi muai hai mat
ctia Poincaré va kéu goi su quan tdm dén gia thuyét
Poincaré: "Ligu khoi cau bic ba ¢6 duge dic tnmng boi
nhom «a ban cua no hay khong 1a ndi dung cua "gia
thuyét Poincaré’ va van chua duge ching minh cho dén
ngay hém nay." S¢ ngudi doc sao nhang diém nav, ho dat
cau hoi theo cach khdac: "Bén canh khoi cau bac ba, liéu ¢
ton tai da tap ba chieu khép kin khac sao cho méi quy dao
cO thé co rat thanh mdot diém? M

Cudn sach tha hai, Topologie, viét bai Aleksandrov va

[lopf, duge 1én khuon in trong qua trinh dien ra hoi thao

*EXem thém thong tin vé cudc don Seitert tranyg ban lidu stz van tat
vidt bai Dieter Puppe, "Herbert Seifert: May 27, 13907 -October 1, 19967,
trong Hhistorw of Topologu, od [0 M. James, (1021-27). Doan chép tir
nhat kv cuax Threlfall duge tich trong do. Nguyén ban tiéng Diac
nhyr sau. "Das Buch ist aus Vorlesungen hervorguganeen, die e
cine von uns dem anderen 1m jahre 1927 an der Technische
Hochschule Dresden gehalten hat. Bald hat aker der Horer so
wesentlich neue Gedanken zur Ausarbeitung bergetrayen und sie
su von Grund auf umgestaltet, das cher als sein Name der des
ursprunghchen  Verfassers auf dem Titelblatte fehlen  drifte”
Lelrbuch der Jopologre xuat ban nam 1934, Ban dich tiéng Anh in
nam 1980 Trich dan vé gia thuyét Poincaré nam & trang 225 cua ban
Jdich béng Anh. Ban dich tiéng Anh duoc in cong vai ban dich ba
bia cu ban cua Scitert vé da tap phan tha.
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qudc té vé topo hoc tai Moscow ndm 1935. Pay la cudn cam
nang cua chuyén nganh nay, mic du né chi la mét trong sb
ba tap du kicn duoc hoan thanh. Aleksandrov bat dau hop
tac vdi Hopf tai Gottingen tir nam 1926, Trudc do, Hopf da
phan loai cac da tap bac ba don lién cd dé cong khong doi
frong Iuan an tén s tai Pai hoe Berlin, Ca hai trai gua nam
hoc 1927-1928 tai Princeton. Aleksandrov trd thanh Gido su
Toan phan tai Pai hoc Moscow nam 1929. Cang nam do,
Hopf dugce dé cir chire Trg I Giao su tai Princeton, nhung
chon & lai Chiu Au va nhan mot vi tri lanh dao tai Zurich
nam 1931, Ro rang la nd hue ctia su quoc té hoa d3 ra doi tir
déng tro tan gira hai cuac chién. Dién quan trong hon so
vGi chit dé cua ching la 1a cudn cam nang cua ho da cho
rang phong doan cua Poincaré la ding to ngay phan gisi
thiéu caa no.

SUNOI LEN CUA TOAN HOC TAI MI

James W. Alexander, ngudi Mi sdng & Paris, 1a sinh vién
cua nhan vat co anh hudng la Oswald Veblen. Ca hai nha
toan hoc nay déu la ngudi Mi, dicu nay bdo hiéu mot su
thay d6i sau sac dang dién ra tai Mi. Trude khi thé ki 20
bat dau. khong truomg dai hoc Mi nao ¢6 thé tuyeén bd
mot cach thuyét phuc la dat duge dang vap thé gidi, va
khong cé ngudi Minao ¢é thé nhin duge mot su gido duc

toan hoc dav dd néu khong ra nude ngoai™ Néu

5 (3 day khiong ¢6 v khao sat toan b lich st toan hoc Mi. Ci 16 nha
toan hoc smh ra & Mi ki¢t xual nhat the ki 19 153 Willard Josiah Giblbs
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Ricmann hoac Poincaré duye dao taa tai Mi, ho ¢ thé da
khong tré thanh cdc nha toan hoc. Didu nay sé thay doi
trong thé ki mdi, va todn hoc trd nén hoan toan khac.

Tuy vay, mot sd diém dac biét caa nén gido duc dai
hoc Mi cing da duoc thiét lap vao dau thé ki (20). Mt uy
ban cap cao ding dau bai hiéu trusng Dai hoc Harvard
vao nam 1892 bdc bo viéc thanh lap tiéu chuan qubc gia
cho cdc truomg pho théng, va di xa hon nira, cd tiéu chuin
dau vao cho giao duc dai hoc. Pén cubdi the ki 19, Mi da cé
mot s luong lom va da dang cac co sd dao tao dai hoc, ca
cong 1an tu. Ba muoi nam tiép theo clla cudc ndi chién 13
thot ki miot su tang trvdng thinh vuong khong 16, va su
bung no 16n nhat ctia gido duc cap cao trong hich sk dat
nucre. Cac hoce vién mdi o cap bang dugc thanh lap, cung
vdi cdc truong dai hoc danh riéng cho phu no va ngudi
Mi g Phi. Cac t& chiic nay can rat nhiéu giang vién. Hon
nira, nguoi Mi cé tham vong va nhan ra su can thiét cia
giao duc sau dar hoc va nghién ciru. Mot 56 trudng dai
hoc 1au ddi hon bat dau thd nghiém thanh lap cac
chuong trinh dao tao tién si theo phong cach Bac,™ va

(1839-1903). Ong nhan bang tién si dau hén cva [al hac Yale vé ki
thuat ndm 1863. Nhung qué trinh phat trién toin hoc cia ong thi lai
dién ra & Paris, Berlin, va Heidelberg tir nam 1866 den nam 1869.

¥ Yale 1a truemg dai hoc dau tién ¢é chuong trinh tién si vao nam
1847 véi ba bang PhD dwic cap vao nam 1861 (triét hoc va tam li
hoc, van hoc eb dién, va\at ). Pennsylvania, Harvard, Michigan,
va Princeton theo sau hon mot thiap ki. Dai hoc Johns Hoplans, chu
viu tap trung vao gido duc sau dai hoc, bat dau md vao nam 1876
va thuc sy thay déi toan dién. Nhung thanh cong da chirng lai khi
truding khong thé 10i kéo Klein vé dé thay thé Svivester. Blai hoc
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cac hoc vién sau dai hoc méi duogc thanh lap. Tuy nhién,
chat hiugng la diéu con thiéu: Viéc xay dung mot cach thue
su thanh cong cac chuong trinh sau dai hoc, it nhat 1a
trong todn hoc, vugt qua tam ctia nguoi Mi. Cac nha toan
hoc gidng nhu nhitng con chip mdy tinh. Bé ¢6 duge
nhirng con chip tuyét hdo, ta can phai ¢6 rat nhiéu con
chip ¢4 chat lugng tot. VA trong truong hgp cia cac nha
toan hoc, dieu nay sé ¢é tac dung néu nhing ngudi rat
gio1 co biét tai trong viéc nhan ra va khuyén khich cac tai
nang.

Chicago 13 noi ¢é duoc su két hgp ding dan gita tién
bac, tai nang, co may, va no luc. Gido phai Tin Lanh
Baptists ciia nudc Mi va toan thé cong dan Chicago da
quyct dinh thanh lap mot truong dai hoc & Chicago, va
ngudi sang lap kiém gidam doc dicu hanh cta tap doan
Standard Oil, John D. Rockefeller, mot thanh vién ngoan
dao ctia gido phai Tin Lanh, da ung ho vé mat tai chinh. Tir
ddu, Pai hoc Chicago dat ra nhiém vu phat trién tri thire

thong qua nghién ctu va glao duc sau dai hoc, cing nhtr

Clark 13 mot hoc vien khac hoat dong cha véu (Ap trung vao
chuong trinh sau dai hoc. NG od mot 56 trién vong, nhung khong
bao gio thae sy nhan ra dicu dé bdi vi thiéu thue lue. Vi mat ngoai
1é gay tranh c¢ai 1a Harvard, nha Osgood va Bocher, c6 thé manh
thuc su vé giai tich, cd nude Mi khang ¢ khoa todn hoc sau tén i
hang nhat nao ca. Xem thong tin thém vé vién canh toan hoc trong
K. H. Parshall va 1. E. Rowe, The Evtergence of the American
Mathematical Commumity 1876-1200: ). 1. Sylvester, Felix Klem, amd L.
H. Moore (Providence: American Mathematical Sociely, 1594).
Chuong 6 cua cudn sach dic bict ¢ théng tin hay va nguén thong
tin tham khao luu trix phong phda vé bai canh todn hoc thai d6 va
su thanh lap Dai hoc Chicago.
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dao tao ngudn nhan luc cho nén gido duc bac dai hoc.
Rocketeller tuyén dung William Rainey Harper, gido su tai
ruong Than hoc Yale cho vi tri hieu trudng. Mac du cling
thai cd nhiéu hicu trudng vi dar cua cac truong dai hoc
khac, Harper van vaot ién nhir mot nha quan tri cd 1am
nhin nhay bén vé chat luong va muc dich cht dao. Ong
tuven ve truanyg ot tai nang tré vung Trung-Tay, E.H.
Moore tir Yale, va ho da lam viéc véi nhau dé lap ra mot
chuong trinh toan hoc hang nhat. Mot phém dé canh trang
voi déi thil [3 Dai hoce Clark ma ndi cay ddng van con duogc
nhac 1&i ngay hom nay, ho da tuyén dung hai ngudi Dric
nhap cur, ca ha déu ta sinh vién ¢ cia Klein, cho khoa
todn. Diéu ki dién da dén védi ho, khoa Toan cia Dai hoc
Chicago ndi [én vdi nang sudt dang kinh ngac, ¢ ve so
luong cic bai bao khoa hoc - va quan trong hon cho nudc
Mi - 1an so luong cac nha taan hoc duge dao tao tai day. Cé
mot dSi tha duy nhat khic, nhung khong hiéu qua bang,
ngoal tru - dieu nay con phai tranh luan - linh vye giai tich,
a2 Harvard, noi hai sinh vién khac ctia Klein cam teich.>”
Cac sinh vién t6t nghiép tien si o Chicago tiep tuc xay

dung cac khoa toan hoc chi dao trén khap dat nuae ™

ny

Ongood nhan bang tien st Erlangen, con Bocher tir Gottingen
=% Bon sinh vien ctia Moore 1a L. L. Dickson (1874-1954), Owwald
Veblen (1880-1960), R, L. Moore (1852-1974), va G. D. Birkhutr (1884
1944) nAm ngoai bat c1i bang xép hang nao, con dah hudng cda ho
dén nén todn hoc Mi 1a khang thé do duae, Mai nguai 13 mdt nha
toan hoe xual sac, kha nang quan I thien ta, va kha nang hudng
dan bén s tuvét didu. Birkhoff dua khoa todn tai Harvard 1én dén
s viet that swe Veblen cang lam nhue vay tai Princeton; R, L.
Moore & Pai hoe Texas & Austin; va Dickson ticp néi truyén thong
cia by hoe Chicago.
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Hai trong s6 sinh vién ciia Moore, Oswald Veblen (1880-
1960) va George D. Birkhoff (1884-1944), tSt nghiép Bai hoc
Harvard va dén Pai hoc Chicago dé lam Juan an tien si.
Veblen tot nghiép nam 1903, con Birkhoff nam 1907. Sau hai
nam gidng day tai Chicago, Veblen chuvén dén Princeton
vao nam 1905 dé gitr mot trong nhimg vi bi ma hiéu truong
Princeton ic d8, va téng thong Mi nromg lai, Woodrow
Wilson da nd luc thiét lap dé nang cao imnh do nghién cuu
cia trudng dai hoc nay. Pén nam 1510, Wilson tr& thanh
Thbng déc ctia bang New Jersey; Trudmg khoa Toan, Henry
Fine tr& thanh nguoi ding dau tap thé gidng vién; va Veblen
trd thanh Gido su. Birkhoff chuyén dén Harvard nam 1912
sau khi gitr chire Trg i Giao su tai Princeton.

Klein c6 thé 1a ngudi ddo tao nén cic nha toan hoc
tién boi tai Chicago va Harvard, nhung Poincaré mdi la
ngudi d6t 1én ngon lira sac tudng tugng caa lap tré, Luin
an ctia Veblen 1a vé cac tién dé caa hinh hac, nhung éng
chuvén sang topo hoc va thuyét tuong doi trong nhimg
nam sau tién st. Céng trinh topo hoc dau tién cia ong
\uat hién nam 1905, pha trén cac tién dé hinh hoc voi
topo hoc cia mat phang?” Veblen gidi thiéu y tuong vé
topo hoc cla Poincaré dén gidi toan hoc Mi trong cudn
sdch nam 1922 caa 6ng. Birkhoff doc mét cach ddc lap
cong trinh chia Poincaré vé cac hé théng doéng luc hoc va
nghién citu sau sic phuong phap mang tinh topo hoc cia
Poincaré dé tim hiéu cac hé phuong trinh vi phan, Nam
1913, ang tré nén nai tiéng khi chitmg minh dinh Ii hinh

"™ QO Veblen, "Theory on plane curves in non-metrical analysis situs”,
Transactions of the American Mathematical Society, 6 (1905) 83-98.
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hoc cudi cung cua Poincaré, dinh I mang tinli phang
dodan ma Poincaré chua thé ching minh dugc va mién
cudng c¢ong bd né vao nam éng qua doi (1912). O
Gottingen, viée mét ngudi Mi da tim ra loi gia cho dinh i
d6 1a mot dicu kho tudng tugng.

Ca Birkhoff va Veblen lam viéc khong biet mét moi vi
todn hoc. Birkhoff tr¢ thanh Pho Chu tich HO1 Toan hoc Mi
vao nam 1919, va Chu nhiém Khoa Ngh¢ thuat va Khoa
hoc Harvard nam 1936. Anh hudmyg vé mat toan hoc caa
ong la cuc ki Ion, va mét s6 sinh vién cua ong da tro thanh
cac nha toan hoc ma ngudt ta sé con nhad tai trong nhicu
thé ki sau dé. Con Veblen, véi nhieu ngudi, ong 1a ngudi ¢é
cong khién Princeton tré thanh mot trong nhing truong
dai hoc 1én cua thé gioi vé toan hoc. Khoa toan nay tap
trung vao mét s6 it cac linh vie dang ndi 1én nhu: topo
hoc, hinh hoc vi phan, viat li todn hoc, va logic toan hoc.
Pén Thé chién I, Princeton bat dau trd thanh d4i thy cua
cac hoc vién chau Au nhu Géttingen va hai trudng dai hoc
& Vienna vé topo hoc. Cudi thap ki 1920, khéng can ban cai
nira: Princeton da trd thanh hoc vién dan dau thé giai.
Veblen hiéu tam c{uan trong cua viéc quyén Hén tir cac cuu
sinh vién va cac ngufm tu nhan, va é6ng thuc hién diéu nay
vo cling hiéu qua trén ca hai mat.?® Ong giam sat viéc xay
dung mat lau dai toan hoc mdi ma sau nay trd thanh thoi
nam cham thu hit cic nha toan hoc trén toan the gisi.

Veblen dang mdt vai trd quan trong trong su ra ddi Vién

" Xem L R. Feffer, "Oswald Veblen and the Capitalization of
Amertcan Mathematics: Raising Money for Research, 1923-1928",
155 89 (1993): 474-97.
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Nghién ciu Cap cao va btrong viéc dat tru s& cta nd O
Princeton. Nam 1932, ong tur chuc gido su nghién ciru, mac
du da dugc néu danh & truong dai hoc dé tro thanh FA0
str dau tién tai Vién Nghién ciru Cap cao. !

Ca Veblen va Birkhott déu ndi tiéng thé gigi, va gid
£in Cac moi quan hé & khép chau Au. Tuy nhién, trong no
Juc xav dung cong dong tean hoc Mi, Birkhoff ¢o xu
hudng tién t&i mot loai hinh cda chu nghia bao ho, ong
tranh luan trén bao chi ring nhitng nd luc tuyén dung cac
nha todn hoc chau Au ti nan cta cic hoc vién Mi sé lay d&i
36 hrong cong viéc hibm hoi ctia ngudi Mi & cac treong
dai hgc.”" Mot cach bi kich va ngu ngoc, ong cing tim
cach han ché sé lwogng ngudi Do Thai trong cdc vi trf hoc
thuat tai Harvard va cac noi khac. Veblen, thi ngugce lai,
dd tao ra mdt coHng dfmg da dang hon rat nhidu.
Princeton cung 14c vifa wam tai nhirng nguoi tré tudi, vira
thiic day nguon nhan lue noi bd, va lgi dung tinh hinh
cia Pac Qudc xa d¢ thu hiat Albert Einstein, Jobn von
Neumann, va Hermann Weyl vao cac vi o giany, dav.
Vao gita nhung nam 1930, Princeton c¢é nam nha topo

lhoc huyvén thoai™ va nhieu nha topo hoc tré diy trién

- Gido su danh du: Named profissor, chiac danh giao su duge dat tén
dé\inh danh mot ngudi noi hieng hoac ngpudn tai trgr cho vi tri nay (ND).
2 Xem, vi du nhu, G D Birkhoff, "Fifty Years of American
Mathematics”, Scrcrice 88, $6. 2290 (1938) 461-67 (d3c biét trang 465).
- D la lames Alexander (1915-51, sinh vién ctia Veblen), Marston
Morse (1892-1977, sinh vién cua Birkhoff), Hassler Whitney (1907-
84, sinh vien cua Birkhoff), Solomon Lefschets (1884-1972, sinh vién
cua Willtam Story, mét sinh vién cua Klein), va Norman Steenrod
(1910-71, sinh vién cia lefschetz).
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vong. Mi da vao cudc: nghién clru topo mot cdch nghiém
tic ¢d nghia la phar trai qua mot thai gian ¢ Princeton.
Ngoal Alexander, thanlh cang sém va ruc vd cua
Veblen la vi¢e tuyén dung dugc Solomon Lefschetz, mot
ngudi Nga gdc Do Thai nhap cu tir Paris nam 1905,
Lefschetz lam vice ohu adt ki s cho cong 1
Westinghouse Electric cha dén khi mat ca hai tay trong
mot vu nod 10 hai, va do d6 khéng thé theo nghiép ki su
dugc nira. Ong trd lai truong hoc, nhan bang tién si todn
tir Dai hoc Clark nam 1911. Sau dé dong chuyén dén
Nebraska trong hai nam, roi dén Kansas trong mudi mot
nim. Cach xa ludng todn hoc chinh thdng, éng lam viéc
mot cach kha biét lap va dwa cac irng dung topo hoc cnia
Poincaré vao hinh hoc dai 6 16n tam cao hon nhiéu so
véi nhimg o1 Poincaré da lam. Ong chuyén dén
Princeton nam 1924. N6i to, dé bi kich ddng, v&i hai ban
tay kim loai boc b;'ing nhua den va an mic xau, ong la t3t
cd nhirng gl md nhiéu cir dan Princeton ¢ tnnh do vin
héa cao nhat khong 6. Lefschetz ¢ thé nhiét tinh dén
quén minh trong mot cudc thao luidn vé toan hac, hiang
héi theo dudi nhimg §¢ trong dén tan cung, dén ndi
quén di nhiing ngudst xung quanh hay cac quy tac mang
tinh xa hoi” Moi nguai thuong tranh xa éng trong cac

bira tiéc.

M xem tinh cdch s0i noi cua Lefschetz, ngay ca khi gi3, trong bai
ludn cla ong "Reminiscences of a Mathematical Immigrant in the
United States", American Mathematical Monthy 77 (1970} 244-30, viét
har nam trude khi 6ng mat.
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Lofschetz nhidu hon Alexander bon tudi, va ca hai
cang ngay cang khac xa nhaw. Alexander giau ¢é va tinh
thong chuyén xa hdi. Lefschetz thi khoéng. Alexander
phan nd khi cam thay Lefschetz déc chiém cac v tudng
mol cach phi li. Letschetz dan than vao tat ca, Alexander
la1 tluéu hoai bac mét cach ki quac. Letschetz chua bao
gicr tha tha cho Veblen khi lua chon Alexander thay vi
ang cho mot trong nhung vi b giao su dau tién tai Vién
Nghien clru Cf:tp can. Mac du vay Lefschetz van ké thira vi
tri 1anh dao caa Veblen, ma khong phai giang day.

\1Lat ca nhirmg diéu do, Lefschetz that tuyet voi. C‘ng
chao don tat ¢4, stic hap thu danh cho toan hoc cua dng 1a
cure ki 1om, va cac tiéu chuan cua ong rdt cao. Ong lam cho
Princeton try nén thuc sur xuat sac. Lefschetz cang la
ngudi ki quac. Khi gir mér vi trf chua toa & day, ong Judn
phdi dum theo mot dong nghiép gioi ngoai giao hon
mmh khu dén phong lanh dao. Lefschetz budce vao phong
voi v nghi rang ong duong nhién phai ¢6 nhréu quyén
han & khoa. Con ngudi lanh dao th Khdng nghi nhu vay.
Lefschetz bi kich dong, Lai qua tieng lai. Ngudi dong
nghi¢p gioi ngoai giao «an cé6 mat 0 d6 dé kéo Lefschetz
ra trude khi mai quan hé gitta ngudi quan li va ca khoa
loan br ton thuong mot cach khong thé ciu van.

TRUONG PHAI NGA

Nga di oo mnt truyén tl'léng nghién ciu toan hoc lon
manh ko tir khi Vién Han Jam Saint Petersburg duoc



Phong doén kién dinh 323

thanh lap niam 1725. P4&i trong ctia Veblen 1a Nikolai
Nikolaevich Luzin (1883-1950). (jng nudi dudng ca mot
thé hé cic nha toan hoc di qua cac cudc chién tranh va
Cach mang Nga, nhom nghién ciru cia ong duoc cdc sinh
vién ctia 6ng goi 1a Luzitania. Nhém nay bao gom vai nha
topo hoc rat tai nang, nhirng ngudi da gép phan bién Dai
hoc Moscow thanh mdt trong nhing trung tam toan hoc
l6n nhat trén thé gidi. Sinh vién dau tién cha éng la Pavel
Aleksandrov, ngudi ma ching ta da néi dén trudc do.
Mot nguoi khac la Andrel Kolmogorov (1903-1987), mot
trong nhimg nha toan hoc noi tiéng nhat moi thoi dai.
Ngay ca khi l& sinh vién dai hoc, Kolmogorov da bat dau
dua ra nhiéu két qua quan trong. Ong cong bd tam bai
bdo trong nam hac cudi cing & dai hoc, va mudi tdm bai
trong khi 1am nghién ctru tién si. Nhiéu ngudi van coi
nhang bai biao nay 13 kinh dién. Aleksandrov va
Kolmogorov trdy nén rat than thiée. Nam 1935, ho mua
mot can nha nho trong ngdi lang Komarovka & ngoai vi
Moscow, noi ho tiép dén rat nhiéu nha toan hoc. Nam
1938, Aleksandrov cung Kolmogorov va mdt s6 nha toan
hoc khac cia Dai hoc Moscow gia nhdp Vién Han lam
Khoa hoc (Hoc vién Steklov) trong khi van gitlr cac vi tri
cua ho tai cac truomg dai hoc.

Nam 1935, dai hdi quoc té dau tién hoan toan danh
riéng cho topo hoc dugc tb chic tai Pai hoc Moscow. Tam
ngudi Mi, chi yéu 1a dén tir Pai hoc Princeton da tham
du. Mot s6 dot pha quan trong duge cong bd. Cong bd
sting st nhit lién quan dén viéc kham pha ra mot tap

oon P £ ” . A L s o~ ~ p
hop mdi cac cau trac dai s0 gan voi cac da tap va cac
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khong gian topo khdc. Nhimg cau tric nhu vay duge go
la cdc vanh doi dane dién (cohomology rings), 1la mot dang
anh phan chiéu trong gurong cua cac nhom dong diéu ma
Poracaré da dinh nghia, nhung chung ¢6 hai phép toan
dar 30 thay vi chi mdot nhu cac nhom déng diéu. Nhirag
vanh nay mang cic thong lin topo tinh vi han, va la bude
ticn lon nhat ké Hr thai Poincaré Chung ciing lam ro mat
<O nhan xét bi an cia Poincaré™". Kolmogorov da cang bd
Kkham phd nay. Trong bai dién thuyeét tiép theo, Alexander
thit nhan rdng éng cling thu duoc cdc két qua gan hrung
fur, va cing nai vé ciing mot cha dé. Ca hai ngudi déu da
glri cong trinh dé xult ban,

bang budn thay, nam ké tiép ctia dat i dién ra su
thanh tritng ctia chinh quyén. TLuzin bi tan cong qua to
bdo Pravda. Ong bi cdo budc tuyén truven chong Licn
bang X6 viet va xuat ban cic bai bao quan trong ctia minh
trén cac tap chi nudc ngoai thay vi cac tap chi trong nudc.
Ong thoat chét trong gang tac. Ong budc phai tir chire &
Pai hoc Moscow, nhung van gio chdc vy ¢ta minh &
Vien Ean ]lJam Khoa hoc. Tac doéng cna su thanh triunyg
ong la cac nha toan hoc Lién X6 ngung xudt ban &
phuong Tay va bit dau chi xudt ban & Nga trén cac tap
chi tiéng Nga. Su ¢b lap nav lam hai cd gidi todn hoc

phuong Tay 1dn Nga trong nhiéu nam sau.

**lrong bai bé sung dau tién, Pamcaré gidi thiéu cac o d6i ngau
(dual cells) va mot heé phic 6 “tuong hdé” (a “reciprocal” cell
complex), ciing vor mot phep tinh chung trén cdc dan hinh
(simplex) ma ong thém vao cho ™ nghia, Khad o thd lam 6 nghia
cdc lap ludn nay neu khang dua vao khai niém dé donyg dieu.
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NUGC BUC SAU CHIEN TRANH

Khi Thé chién I nd ra, Gottingen vang vi Lims ngudi bi goi
nhap ned. Sau chién tranh, dudi su lanh dao clia Richard
Courant, no bat dau 15}! la ph:ul Ao vi the trude day cua
minh. Puc gap van de 16n 1 ¢ tai chinh, nhunyg cude chién
tranh xda tan moi nghi ngdy ve tiem nang cua khaa hoe va
cong nghé trong viée tao ra nanyg suat cHny nghicp, va
trong thidt ké cung nhu san vuat v khi. Mot toa nha toan
hoc mat duge dung 1én va fro thanh brong tam cua toan
canh toan hoc song dong.

Sau cai hiét Aia Poincaré, Thibert trd thanh nha todn
hoc sO mot thé gidgi. Ong tir choi ki tuvén bd ma Klein da
ki, va diéu nay khién éng phai nhan kha nhiéu sue ép tir
cde sinh vien va cu dan Gattingen. Nhung do chi la mot
lan gid ban dau thadng qua clia nhimg gi sap xay ra. Suy
thoai kinh L& cav ra badi cdc hhadn tién boi thudng chién
tranh va su khimg hoang kinh té toan cdu da kich dong
cac ¢t tri Pac Trong cude bau ar Reichstag nam 1932,
Dang Qudc xa thany lon. Tong théong von Hindenbuig bo
nhiém Adolf Hitler 1am Tha tudmg Bue. Nai kinh hoang,
bat dau, va anh sang md dan. Cac truomg dai hoc bi yéu
cau loai bo tat ¢d nhirng ngudi bi goi la Do Thai - du chi
mang trong minh dong mau Do Thai - cho du ho dang &
bat ki vi tri giang day nao. Richard Courant, Edmund
Landau, Enumy Noether, Paul Bernays ra di. Sau do con
nhiéu ngudn nita, gom ca nhimg nguoi 6 gde gac hoac ¢
vi hon thé la nguat Do That. Ngodi bén canh Bo trudng

Gido duc mdi bd nhi¢m cua Pire Quoc xa trong mat bira
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tiec, Hilbert duge hoi, "Toan hoc o Gottingen bay gig nhu
thé nao sau khi thoat khéi anh hudng cua ngudi Do
Thai?".

"Toan hoc o Gottingen u?”, Hilbert tra 101, "Thuc suw
chang con gi niva."?*

% Irich tong C. Reid, Hillert (New York: Springer, 1970), 203
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Khéng gian nhiéu chiéu

Chi von ven ¢é hai muoi nam sau Thé chién I, Thé chitn
Il xay ra, tan phd théem mét thé hé chau Au niva. Tuy
khong & mirc d6 nghiém trong nhu cac nude chau Au,
nudc Mi ciing chiu tdn that. Nhi chiée phao gam cha
nghia lac quan va chu nghia li tudng ma nude M1 nai 1én
sau cude chién. Cang nhu trong Thé chién 1. nhicu nha
toan hoc phai gop sic cho chién tranh va chuyén qua cdc
Iinh vuc todn hoc ¢é tinh 4p dung tice this han cho chién
su. Ho dong vai trd 16n trong viéc phat trién rada, bom
nguyén tur va nang lugng hat nhan, ma hoa va giar ma,
may bay phan lyc va khi dong luc hoc. Mot mat, vide
tham gia vao chién tranh da lay di sir trong tring ctia ¢ac
nha toan hoc, nhiéu ngudi sau do bl am anh tam can do
st vi pham dao dic qua nhirng gi ma ho san xuat ra. Mat
khac, khong ai co thé nghi ngd hiéu qua cua toan hoc va
khoa hoc, va thanh cédng cua cac nha toan hoc da lam
tang mot luong khong 1 8o tien danh cho nghién cinu.
Quy Khoa hoc Qube gia (Mi) duge thanh lap nam 1952
vai nhiém vy hd trg khoa hoce co ban. Cac co quan khac
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cua chinh phu lién bang Hoa Ki bat dav tar trer cho khoa
hoc va toan hoc.

Binh 51 gidi ngn tran ngap trong cac truang dai hoc
cua ca nude thong qua chuang trinh Gl Bill™Y, tao nén sy
bung no piao duc dai hoc lon nhat ké bty thdi ndi chién,
Mot cach dac trung rat Mi, nhirg tdAm nhin thong thai
phai canh tranh vai su thién can man ro. Ké hoach
Marshall ing ho viée xay dumg lai chau Au, va mot quyét
dinh ctia tda dn téi cao cAm su phan biét trong cac trung
hoc cong cua Mi, mo ra su hua hen chua tung co cho
phép tré em moi sac toc, moi gidgi tinh, thudce bat ki nén
tang kinh té naa duac quyén liép can giao duc tieu hoc va
trung hoc hang nhat. Chién tranh lanh bat dau va U\ ban
Hoat déng cua Ila vien MiT™ de doa dap it su ty do
trong tu tuonmg,.

BON CHIEU VA DA CHIEU HON NUA

g . . - - - £ N .

F'oan hoc co ban khong tinh lang - nhat la trong nganh
topo hoc - nhu la vé ngoai thoang qua. Cdae hoat dong
toan hac van dién ra néu ta quan sat mot cach dt cin

thin, nhung chién tranh da cat dirt moi moi day lién he.

7 GL Bill: Ohuong trinh oa nhap cdng dong danh riéng cho cac
binh st MI vina gai nga, cung cap chi phi hoc dai hoc hoac hoc nghé
cung mot nam tro cap that nghiép (ND).

™ Ly ban Hoat dong cia Ha vien Mi (House Un-American
Activitics Commitlee). t0on tai bir nam 1938-1975, mot phén chuc
nang cta nod duge chuvén vao Uv ban Tu phap (ND).
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Cac cd nhan van tiép tuc tu duy ve toan hoc, nhung phat
mat thai gian dé mot dhir quay trd lai binh thuang, cling
nhtr dé cho cudc :Cmg va cac truong dai hoc duge tai thiét.

Dé va vao cudi nhing nam 1930, Dén nam 1960,
chang ta dirng gitra thai dal ¢é nang suat va mang tinh
bitng nd cao nhat cua qua trinh phat tricn tir tudng toan
hoc trong lich sir loai ngu. Khong gi ¢d thé sanh duge
vii nd: cho du dé 1a cac cung dién Babylon, hay la cac
triromg phai cta nguoi Hi Lap & Athens va Alexandria, ké
ca trav luu Phuc hung hay Khai sang & chau Au hoac
nude Pac cia thé X 19. Sy phal trién bung nd ady ra trén
toan thé gndi, J hau hét mei linh vuce cda toan hoc. Cac
Iinh vuc cot 10i nhu hinh hoc, topo hoc, dai s, va giai tich
phadt trién cyge manh, cdc bod mon mdi gidp ranh cing nhu
cac nanh nho bén trong nhimg ngarh nay phat trién ryc
rd thanl cac finh vuc mdi voi nhicu phuong phap day
quyén ite va nhicu két qua ngoan nmuc cua riéng chung.
Tién bd nav noi ticp tién bo kia trong khoa hoc tinh toan,
khoa hoc thong tin va toan hoc tung dung; va duoc tiép
stt¢ bang sy phat trien lon manh dang kinh ngac cua kién
thace toan hoc.

Ké tir gdc nhin topo hoc va phong doan cua Poincaré,
phat hién bat ngo cua John Milnor nam 1956 dudng nhu
[a su kién két tinh nhimg thang tram. Milnor nhan bang
ctr nhan tir Princeton nam 1951, bang tién si nam 1954, va
Uép tuc o lai lam giang vién. Khi con 1a sinh vién, ang da
giai quyét mot van dé tdn dong lau nam vé cac mit thit

toan hoc (cac duong cong khép kin trong mot khong gian
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ba chi¢u).”" Ngudi ta ké lai rang ong da tudny nham day
13 mot bar tap ve nhda. MOt vai nam sau, nam 1936, lac
chua dS_v 25 tuoi, Milnar stit dung mot vai cang trinh mai
ra doi, van chua duoc hé thang hda caa nha todan hoc
ngudi Phap Rene Thom, de chi ra rang co cac cach khac
nhau vé co ban d¢é lam giai lich trén mat hinh ciu bay
chiéu. biéu nav thu hut tri tuong tuong cta cac nha toan
hoc & khap mo noi, va ma ra mdt thé gidh hoan taan mdi.

Hay dé toi giai thich mot cach ngan gon. Cing gidng
nhir sy tén tar cia khong gian Euclid véi s6 chiéu bat ki,
cling ton tai ciac hinh cau vai $6 chidu bat ki. Mat cau hai
chiéu théng thuomg ¢é thé duoc xem nhu la tap hop cac
diém cé khoang cach khong 461, vi du nhu mot don vi dai
tinh tir gbe ctia Khong gian ba chiéu; va khoi cau bac ba 1a
tap hop cac dicm ¢6 khodng cach don vi ké tir gbe cta
khong gian bdn chi¢u (Dé khong gian bon chi¢u bét di vé
hu do, hay nhd rang mot diém trong khéng gian bon
chiéu duge quy dinh bdi cic bo bdn sd, va khong gian bon
chiéu chi la tap hop cna tat ca cdc bo bdn sb thuc.). Tuong
tu, hinh cdn bac bay 1a tip hop cha tat ca cic diém c6
khaang caclh don vi ké tir diém gbc ciia khong gian tdm
chiéu (khdng gian tao bdi tat ¢a cac bd tam 6 thuc) hay
cla bat ki tap hop nao dong phoi vai khong gian do.
Clang giong nhu cic truong hgp cua cac hinh cau hai

chiéu bay ba cluéu, hinh cau bay chiéu ton tai ddc lap vai

¥ Milaor chi1a ving tong d6 cong ctia mot nat that khdng tuong
duomg car mat Suang tron khong thit nat 1a ton hon 4. Két qua
nay duac xudt ban trong bién nmién st J. Milnor, "On the Total
Curvature of knats,” Aminls of Mathematics 52 (1950): 248-57.
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khong gian Euclid ma né nam bén trong. Nai chung, doi
vai bat ki s6 nguyén duong 1 nao, mét hinh cau » chiéu
(hay hinh cau bac n) 1a bat ki tip hgp nao dong phoi vdi
tap hap cic diém co khoang cach khong doi so voi diém
gdc cha khong gian Euclid ¢d sO chiéu nhiéu hon mét so
vt no.

Bat o khi nao ta ¢d mot da tap, ta cing cd mot 1op
cac Joi tuong toan hoc khac, goi la cac ham s0, trén da tap
nay. Mot ham s6 13 mat quy tac bat ki gan cac con sd cho
cac diém khac nhau trén da tap do: cac phép gan khac
nhau cho ra cic ham s6 khac nhau. Vi-tich phan 12 mén
hoc nghién ciru cac toc do thay A&, goi 1a cac dao Juin, cta
cac ham 6. N6 nghitn citu ciac ham sd thay d6i nhu thé
nio, va lam thé nao dé xac dinh mat ham s6 néu ta biét
cac thc do thay doi cita nd. Co mot phuang phap chinh
tac dé tinh vi-tich phan trén khong gian Euclid. Va, bai vi
hinkh cdu bac bay la mdét tap hop con cua khong gian
Euchid tdm chiéu, cho nén cang ton tai mét phuong phap
tinh toan vi tich phan hoan toan da dugc dinh nghia hrén
né. Ta dinh nghia cac te do thay doi chia cic ham s& va
cac dao ham cna cac ddi tugng khac chi bang cach xem
xét chung brong khéng gian tam chiéu ldn hon.

Tuy nhién, theo mot cach cuny triry tuong va trong
tinh than hét nhu cia Riemann khi ong da nhan xét rang
hinh hoc bat ngudn tir moét cau tric bo sung cho phép
dinh nghia khoang cach trén mot khong gian, tat ca
nhing gi ta can 1am d¢ tinh toan vi tich phan la mét dinh
nghia nhit quan cta sy thay-doi & cap-do-dau-tién: hay

tinh chat tuyén tinh ¢é nghia 1a gi. Hai quan sat vién phai
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dong thuan \ ¢ diéu duge goi 1a tinh thang. Bat cd mol sur
déng thuan nao nhu vay déu duoe goi la Gin trie kha o
(diferentiable structure). Milnor da phat hirn ra rany ¢6
cde cau tric kha vi Khac nhau trén hinh cau bac bav.=" Ca
thé ¢d hai hinh cadu bdc bav dang phai, nghia la, giira
chunyg & Mt phep tuong ang mot-mot mong tinh lién
tuc, nhiung ching khéng the lién hé véi nhau bang mot
anh xa mol-mot ma tde do thay dai cla anh xa nay duye
xac dhinh ¥ khdp noi va khde khong. Thay vi chi ¢6 mot thi
c6 dén 28 cach ddé tinh toan vi-tich phan trén hinh cau bac
bav, tat ca déu khdc nhau va tat ¢a déu khéng tuong
duong van nhau.

LLap Juan cua Milnor thit [a ngoan muc. Ong da gop
topo hoc va giai tich lai mot cdch hoan toan bat ngo. trong
khi lam dieu d6 éng da mo ra linh vire topo vi phan.
Ngoai ra, Milnoy la mot trong nhirng cav but todn hoce lich
duydt nhat moei thai dar. Van xudi todn hoc ctia ong don
gian, khuc chiét, va cuc ki dep dé Van phong clia dng
trong, todn hoc ca thé so sanh vai Hemingway trong tiéng
Aurth hay ctia Stimenon trang tiéng Phap. Bai bao ctia ong
dien dat chi tiét cac ciu tric kiha vi khac nhau trén hinh

cau bay chieu chi goi gon trong b trang gidv. No chira day
nhing nhan thire sany choi .= Ong st dung mét ki thudt

=" Hai cdu tide kha vi trén cac da tap ddng phos B tuoner duong,
neu co Mot phép dong phot giaa cic da tap sao cho phép dong
phoi nay la kha vrvé moi huomg (nghia 1a, d6i tugng do va phep
nglhuch Jao ctua né o dao ham xac dinh o moi diem.).

=T Milnor, "On Manifolds Homeomorphic to the 7-Sphere”, Annals
of Mathenatics b4 (1956): 399405,
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cuce ki don gian dé xac dinh mot da tap co phat {a hinh
cau hay Khong== va nghyeén ciru cau truc kha vi bang cach
nghién ciru cac da lap lam chicu ma bién cua chang 13 cic
hinh can dany diroc damg ndn tai.

Kham pha cua Milnot lam bung ra mot con 14 cac
cong Irinh ~sau do, ma kel qud sau ngoan muc va gay ngac
nhién nhicu han két qua truge. It nam sau, Stephen
Smalc & Berkelevy, sir dung nhing lap luan bat nguon tir
Poincar¢, nhung duge hoan thién bdi hai nha topo hoc
ngudi Mi Marston Morse, Milnar va bdi nha topo hoc
ngudi Nga Lev Pontrvagin, dé chirng minh ménh dé
tuang tu véi gia thuvét Poincaré cho tt ca hinh cAu nam
chiéu hoac ¢6 s chiéu nhiéu hon. Chinh xac hon, 6ng da
chimng minh rang vai bat ki s6 chiéu n nao 1gn hon bén,
mot da tap n-chiéu don lién khong bién, khong kéo dai
dén vé han, va ¢é ciing tinh dong di¢u nhu hinh cau n-
chi¢u, déu la mét hinh cdu »n chiéu (Hay nhd rang don ficn

€O nghia ]a moi vong lap trén no ¢d the co rat thanh mot

A

Vi dy, Milnor chi ra rang cac da tap ma ong dang xem xet 1a cic
hinh cdu bang cach tim ra mdt ham s6 trém dé eu hat hém téi han,
dé 1a hai diédm ma tai do tde Ao thay Ao bang Khang v moi huang.
Nzui ta da bidt dén trong mat thai gian dai ring bat ki ham s hén
tuc nae trén Mol tap b chan ded cu gia 1 lan ahat va aho nhat.
Néu, thém vao da, hant sb kha i thi didm co g (r1 lon nhat va aha
nhat phidi 1a dicm tdi han cta ham sé: diém na ta 36 tde da thay
Jdon cda hiam <6 trén mei hudng déu bing khong, Sau han va it ra
raag hon 1a, ndu ban cd mot ham s trén mét da tap compac ¢6 dao
ham o kh&p noi va néu no chi o6 hai didm tdi han thi da tap 44
pliai la lunh cau. D kién nay ¢é vé ki la. Nhung dud ban tay
Milnoc, né trdy thanh mét cong cu chua dao.
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diém: theo ngodn ngir cua Poincaré, nhom cu ban cua nd 1a
déng nhat thirc.). Poincaré dat nghi van liéu co the ]\héng
dinh hay khong moi da tap ba chiéu don lién, khong bien
va khong kéo dai dén mai mai déu chinh la mot khéi cau
ba chiéu.

Li da d¢ cho tuyén bd ban diu cua gzia thuyét
Poincaré co ve dun gian hon ménh dé tuong tu ma Smale
da chang minh duge nam & chd, Poincaré da chi ra rang,
tinh don lién trong ba chiéu dan dén viéc tinh dong didu
cua da tap d6 gidng vai tinh déng diéu ctia mdt khoi cau.
Diéu nay khong ding khi s6 chiéu 16n hon ba va can phai
duogc gia dinh.

Smale cling chimg minh mot két qua quan trong giap
lién hé cac tinh chat cla hai da tap 1a bién ctia mat da tap
& sO chiéu nhiéu hon chang mot chiéa. Diém nay Khién
cong viéc cia Thom di xa hon nia. Christopher Zeeman 6
Anh, Andrew Wallace va John Stallings & M1 dua ra céc
chitng minh rat khac nhau. Cac nha toan hoc tim ra duoc
cic da tap khong c6 cau tric kha vi, ™ cing nhu la rat
nhiéu da tap khac mang nhieu cdu triic kha vi khac nhau.

Khéng gian nhiéu chidu da dén véi chang ta. Ta co
thé nghi rang, viéc thiét 1ap cac phién ban nhiéu chicu
hon ctia cac két qua va cdc phong doan & ba chiéu sé kho
khan hon. Ba chi¢u chic chan 1a khé ndm bat hon hai

- 2 ~ - P - ~ . P ’
chiéu. Thém nhi¢u chiéu hon sé lam cho moi thi kho

= M. Kervaire, "A Manifold Which Does Not Admit and
Ditferentiable Structure", Conumentarii Mathemahici Heloetici 34
(1960): 257-70. Vi du cua Kervaire thu duge tit mat hinh cau chin
chiéu tuyét dep.
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hinh dung hon. Su da dang tuyét ddi ctia cac da tap khac
nhau va tinh chat cia chang tang 1én bdi phan khi s6
chicu tang Ién. Nhung loi thé dé lai 13 ta sé ¢4 nhiéu kha
nang hon: nhirng gi ta thiéu sot trong truc giac hinh hoc
duoc déen bir mot cach hon ca théa dang bang cac kha
NANE MOi cua viee co thé tuomg trong cac ham sé 6 bicu
Mén xau, va cac doi tuong toan hoco bat ki gan visj chung,
bang cac dor tugng khac don gian hon ma lai ¢é timh chat
dep dé hon Cac nut thit trong mot da tap co the dugc
Yam marot di, va cdc iem td han cua cac ham <o co thé
duge truot Jai mot diem khdc va thuong triét tieu lan
nhau. -

Phuemyg phap ciia Smale dung vai cac hinh cau nam
chitn va cao hon nira nhung lai bi phd vd hoan toan
trong bAn chiédu, chir chua can phai dé cap dén ba chiéu.
Gia thuvét Poincaré cho cic hinh cau bon chieu dugc
chimg minh hal muei bin ndm sau, vao nam 1982, bai
Michael Freedman, lam viec tai Bai hoce California & San
Diego, hien nay lam vidée cho Microsoft, bang cich su
dung cic ki thuat hoan toan khac. Ong da cé thé phan
loai dugc tat ca cic da tap bon chidu compac don lién.
Freedman lam viéc trong vong tam nim d¢ dat duge két
Jqua nay cua dng. Rob Kirby. ciia Dai hoc Berkeley, da
nhan xét trong tap chi Science, "Toi nghi day la mat trong
nhirng cong trinh toan hoc dang yéu nhat ma tai da tiung
thay. No chira dung mot yéu td déc ddo. Néu Freedman

= Diém tdi han cta mot ham sé 13 diém ma tai d6 moi dao ham caa
nd déu bang khang.
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khong giai quvél duge né, t6i nghi rang & khong ai lam
duge viéc do trong mot thdt gian dai” Khi kd thuat tinh
toadn cliia Freedman duagc két hgp vér cong trinh cang rat
tuyét voi cua Simon Donaldson tur Oxtord, nguai dang
khao sdt mot s6 phuong trinh nhit dinh bat ngudn tr cac
dang vat i ton tai trén tat ca da tap bon chiéu, va mot 50
cac ket qua khac tham chi tuyét vai hon theo sau ra doi.
Hoa ra la, co mat 50 luong vO han cac cau tric kha vi
khong tuong duong nhau trén khang gian bac bon! Naéi
cach khac, c6 vo sb cic cach khac nhau dé tinh toan vi-
tich phan trong khang gian bac bon. Diéu nay trai nguac
v tat ca cac khong gian c6 s6 chieu khde bon: d6i vai sé
chiéu bat ki nao khac bon, chi ¢d mot cau tric kha vi trén
khong gian ¢o tinh chat ctia mdt Khong gian Euclid cua s6
chidu do (¢é nghia 13, trong khéng sian ctia bo-n s6 thuc,
n)a 50 nguyén duong bat ki khac bon).

Gifta thap nién sau muoi, cac hinh cau ¢é cau tric
kha vi khong tieu chuan, hay con duugc got la cac "hinh
cau ki 12" cia Milnor, dugc kham pha chi xuat hién @ gén
diém ki di caa cac tap hop xac dinh bdi cac phuong teinh
cuc ki dom gian. Diém ki di 13 cic diém tai d6 moi dao
ham (nghia la toc d6 thav dai) bang khong, da tir lau thu
hit su chi y cua cac nha toan hoc. Hoan toan bi bat nga,
cac nha toan hoc tir hau hét moi qubc gia & chau Au, Viét
Nam, An Do, Uc, Canada, Brazil, Lién X6, va Mi bat diu
dung cac ki thuat phadt trién ti topo vi phan va topo dai
s& d¢ nghién cv cic nghiém cna cic leai phuong trinh
khac nhau. Milnor viét thém mot sd két qua 4p dung cho

cac da thirc, va bo sung nhieu hon nia, trong Mot cuon
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sach ngén, cuc ki tao nha, va da tro thanh kinh dién chi
sau mot thai gian ngan’* Thom ap dung topo hoc dé
nghién cdu sy thay doi trong cac qua trinh sinh hoc.™
Cac nha hda hoc, vat 1i hoc ciing bat dadu 4p dung nganh
topo hoc vao nghién ciru cac khuyét tit coa tinh thé va
cac hién tugng khac. Trong nhiung nam 1980, lopo hoc
xuat hién véi tan suat ngay mot tang trong cac li thuyét
nham lién két co hoc luong ta va thuyét tuong déi rong.

PHONG DOAN POINCARE TRONG KHONG GIAN BA CHIEU

Phi i thay, bat chip sy bung nd cuia cic kham pha toan
hoc, ngudi ta van chua tim duge 1oi giai dap cho phong
doan nguyén ban cua Poincaré. Cac da tap co s chiéu 1on
hon ba tirmng ¢6 vé bi hiém. Pén ndm 1982, nguoi ta da
biét rang bat ki da tap 16n hon ba chi¢u nao chia sé mot
vai ddc trung chung vai moét hinh ciu thuc ra cung la mot
hinh cau. Nhung, hay bd qua nhitng thi 1én hon ba chi¢u
do. Vay con ba chitu thi sao? Vi tru 12 mdt da tap ba
chicu. Chang ta dang sdng trong dé. Néu moi vong 13p
trong noé déu 6 thé dugc co rat thanh mot diém, liéu néd
c6 phai 1a hinh cidu khéng?

That kho co thé nghi ra dugec mét cau hoi nao khac

don gidn hon vé vi tru. Khong gidng nhu nhang kham

** 1. Milnor, Smgular Points of Complex Fypersurfaces (Princeton:
Princeton University Press, 1968).

=* R. Thorn, Mathematical Models of Morphogenesis, ban dich téng
Anh cua W. M. Brookes (New York: Halsted Press, 1983).
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pha madi vé da tap nhiéu chic¢u hon, nd khong doi hoi mot
he thﬁr‘tg ki nang toan hoc phuc tap dé hiéu. Tham chi i
goc do tam 1i, tinh hinh con toi Lé hon, boi vi ¢cd mot so
phirong phap tiep can gia thuycét Paincaré co sire hap dan
va to ra hét suc hia hen ™ Cho dén nhimg nam 1960, da

“* Wi dy, mot phién ban nang cao cua phuong phap Dehn de nghi
semn xet mot hinh khoi ¢d 16 that nat. Phan ngoai caa 1o that nut nay
tronyg khong gian ba chiéu la mét hinh xuvén dac. Ban co the dan
hinh xuven nay lai theo mot cach khac dé cd mot da tap ba chieu don
lien, nhung khong phian 1a khii ciu bae ba. Ban ciing cd thé vict ra
duroe mot bicu dién cta nhom co ban, va sau dé ¢ ging chi ra ring
mioi thid 58 triét tiew, chi con lai phan tu don bi. Tinh toan nay cuc ki
phuc tap nhung neu lam duge, nd sé chi ra su thong minh ma ban
may man so hicu. Mot khi moi thir trét tiéu, bang cach nao dé ban ca
the chi ra da tap nay khong déng phai vidi khai cau bac ba: co thé, bat
ki ham s& nao trén do nhat thiét phai o nhiéu hon hai diem tai han,
Bai toan dang nav sé lam ban mat an, mat ngu.

i
&
¥

1,

Hink i Hinh khdl €6 16 thit nit.
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c6 mot $d nha todn hoc bo ra hal muoi nam hoac lau hon
thé dé nghién cu gia thuyét Poincaré. Ho da chung
minh duoc nhiéu diéu, nhung tuyét nhién khong ai ¢o
the churmy minh duge gia thuyét nay 1a dang hay sai.

Pi¢u nav khong ¢6 nghia 1ad khong ¢6 tién trién gi.
Ralph Fox, thay hudng dan cta Milnor, va 1a mot trong
nhiang nha nghién ciu ve Il thuyét thiat nat hang dau
then dd dd man nha toan hoce lae do con chua noi danh
Chnstos Papakyriakopoulos (1914-1976) dén Princeton.
Papa, nhu mor nguot thuong goi, sinh ra ¢ Athens khi
Thé chién 1 no ra, nhan bang ticn si t Dai hoc Athens
nam 19432 Ong tham gia nhém du kich chdng lai su
chién dong caa Puac Qudc xa vao nam 1944, d Ay tieu hac
khi an ndu & nong thon, va budc phai ra di vae nam 194»
khi noi chién xay ra. Trong thai gian dd, Papa van ticp hac
nghién ciru topo hoc it chiéu. Ong giri cho Fox mot chatng
minh day tham vong cho ba dé Dehn, két qua ma Dehn
tudng la da chung minh duoc vao nam 1910, nhung muoi
chin ndm sau, vao nam 1929, bi phat hién la 6 16 héong.
Ca Dchn, ngudi da tron thoat khoi Dac trong dudng to ké
tac trén dudng sat lién-Siberia, 2’ 1an nhirng ngudi khic

¥ Luan an duoc Constantine Caratheodory dé ra nham tim mot
cich chimg minh khic cho bat bién cia cic nhém dong dicu &
vhue don hinh, mét két qua da ducc chiang minh dau tién bai
Alcxander.

= Dehn dén Mi ndm 1940 nhung gap kha khan trong viée im mot
vi b glang day Ong day a Dar hoc Idatin, Vien Cang nghé Minois
va Bal hoc St Johin (ruoc K tru lar o Dai hac Black Mountain, mot
hoc vién thue nghiem tren dav nur bang Bic Carolina, cyc ki noi
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cung chua (hé sua chia duge satsat do. Fox tim ra mot 16
trong chung minh cua Papa, nhung van rat an tugng.
Nho Fox thac giue, Papa dén Princetan vaa nam 1948 va
khong bao gies tro vé Hi Tap ngoat trir mdt thai gian rat
ngan khi cha ong mat nam 1932, Co quan an ninh Hi Lap
truy dudi ong dén tan Mi, cd gadng thuyet phuc co quan
nhap canh Mi truc X 13t ong. Nho Princeton ung ho, ang
cé duoc Mot phu cAp nho va mot van phong dé lam viéc.

Su da ngod cua Princeton duge dén dap ximg dang.
Papa ching minh mot két qua quan trong goi la dinh If
vong Iap vao nam 1957, theo sau la ching minh cuc ki
khéo léo (va chinh xac) cho bo dé Dehn.*™ Papa da su
dung mdt cau tric mdi, nay duge biét dén vai tén goi la
cau titic thip, g bd nhing khé khan trude d6 mot cach tai
tinh. Nhirng nghién cu sinh tai Princeton vao thdi gian
nay da dua gion bang cach viét nhing khé tho hai hudc 5
cdu vé cac nha toan hoc trong khoa. Milnor la ngudi vict
bai v¢ Papakyriakopoulos:

B& dé phan bai cua Dehn

La tai uong ctia nhimg nha topo hoc
Clho dén thai Christos Papa |
Kyriako

Poulos chiang minh né khong mét kho khan.

Beng v é nphl INat. O dav, ong try thanh mot giang vien duge veu
men, va mal nam 1952 - bén nam trude klu b uong dang cua

= Xem bai tong két C. D. Papakvriakopoulos, "Some Uroblems on
3-Dimensional Maunifolds™, Buflelinr of the Amerncor Mathemalical
Societi 64 (1958) 317-35.
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Dong cudi cung 3¢ vap dén cau tric thap cua Papa.

Cunt thap kr 1930, dudmg nhu tat ca cac nha topo hoc
déu nham vao gid thuvét Poincaré, quyét tam chinh phuc
no. Rudolph H. Bing, dugc dao tao bdr truang phai topo
hoc manh & mién Trung-Tav Mi, truong phai dugc tao lap
bai Robert Lee Moore, sinh vién cua BE. H. Moore (va clia
Veblen), dén Vién Nghién ciu Cap can vao nam hoc 1957
Ong nghién ciru nhimg truomg hop tuong tur véi phép
phan tich cua Dehn, theo dé. ta tao ra cac da tap béc ba
bing cach ndi cic khdi hinh xuyén ran thanh cic hinh
khai 06 16 thdt nat. Ngudi ta da timg tin rang, trong so cdc
da tap tao thanh do, mot 6 ¢6 thé cung cAp cac phan vi
du cho g14 thuy(}t Uoincaré. Bing khong hoan toan loai trix
kha nang nav. nhung dng chi ra mot s cic 1op caa cdc
mit that khong the fao ra cic phan vi du. Tuy nhién, 6nyg
gfm nhu rut lai bai bao nay, bdi trong vién cé nhing lo
don rang yia thuyet nay sai. Ngudi ta truyén tay nhau hai
chimg minh day tham vong. Nhung ca hai déu mac
nhing 16i khong thé sta chiva. Mot dugc phat triéen boi
mdt nha todn hod¢ ngudi Nhit, duge in an vao nam 1958
nhung khong qua duge hdi dong cong nhan ! Ti 56 1a
aid thuyét Poincaré 5, cac nha todn hoc 0.

Papa dung moi ¢6 gang dé chimg minh phong dodn

13 duag, cong bd mdt vai két qua thanh phan vao nam

1R I Bing, "Necessary and sutficient Conditions that a 3-
Manifold be 8, Aunale of Mathennatics 68 (1958) 17-37. K. Kosceki,
"Poincarésche Vermutung in Topologic”, Mathematics forrnal of
Okayama Universifir S {1958): 1-10e.
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V63 == Cho dén khi qua ddi vao nam 1976, anyg da song
mot cuoc doi kho hanh, ludn dén van phong sdm va Ve
< 5 g chieu. Ong chii nghi vao budi an trua hay cdc
budr tra, thai diem ma ong ludt qua tap chi New York
Times hoac tham gia mot vai budi xé-mi-na. Nhung cudi
chng gia thuyél van ddanh bai éng. Ti s6 13, gia thuyét
Puaiticare 6, cac nha toan hoc 0.

Cudc dot Papa duge tiéu thuyét héa trong cudn Biic
Petsos va phidng doin Goldbach cia Apostolos Doxiadis. ™
Trong da. Petros Papachristos, bi am anh bdi mot bai toan
noi ticng (Phong doan Goldbach, nay van chua dugc
chimg minh. Bai toan néi ring moi s6 chan la tong cia
hai s6 nguyén td, cach trinh bay nay dé hiéu hon nhiéu so
v(i gia thuyCt Poincaré.). Sau mét khoi dau day hia hen
trén con dudng sy nghiép, Petros bo qua tat cd moi méi
quan hé nhan sinh de toan tam toan y danh suc luc cho
bai toan. Rot cuic, ong lir bd ¢dng vide hoc thuadt ciia
minh dé try vé Hi Lap, noi ma cac anh em cta éng khong
bao gicr tha thi cho ong vi da lang phu tri tué. Ong qua
dai, tu xem minh 1a mot ké chicn bar vi Khong tim dugce
dap an.

Gia thuvet Poincaré thyc su la tic nhan gieo giac néi
dau Cho 11 tan nam 1900, diéu rd rang duy nhat vé né 1a

khong mdt ai ¢d bat ki ¢ tuang ¢i ve vidée nd ¢6 dang hay

ER Y

- G0 Do Papakvrakopoulos, "A Reduction ol the Poincaré
Conjecture {o Group Theoretic Conectures”, Amuals of Mathematics
77 (1963): 250-305.

Y AL Doxiadis, Uncle Petros and Goldbacls Conjectire (New York,

London: Blonmsbury, 1992, 2000).
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Khong. Tai mdt hoi thae & Georgma nam 1961, Fox vict mot
bai bio d¢ xuat mot phuong phap tim phan vi du khac.
Con Bing viét mot bai khao sat chi Hét rat can than vao
nam 1964, gai v thém nhirng cach Hép can khace nira -
John Stallings thi vict mot bai bdo vé viée 1am thé nao dé

=

khong phai chung mmh no.~

Cac ticn bO trong Khong gian nhi¢u chiéu, néu ¢é, ¢hi
cang lam tang théem su mao luém khi ddt cuge vao gid
thuyét Poincaré ¢ dién. Tuy nhiin, ching cang déu chi
sai dudmng. Mac do su that vé phong doan nay van con rat
mo ha, nhing nam 1980, rat nhidu v kicn cho rang gia
thuyCt Pomeare 1a mot cau hor thuan tiy topo hoc. Hau
nhu khdng ai con mo tudng ring hinh hoc ¢d bat iy moi

lien hé g1 v no.

THURSTON

Tuy nhién, nhimg nam 1970 da chirng kién sy tdi sinh cua

hinh hoc, phﬁm lGn nho ban lay cua mot ¢a nhan duy

234 -

R. H. Fox. "Constuaction of Simply Connecled 3-Manifolds”,

trong M. K Font, wd, fapolovy of 3-Mafolds and Related Topics
(Englewood Chifs, NJ Prentice Hall, 1962). 213-16. R. 1L Bing,
"Some Aspects of the Topology vt 2-Manifolds Related to the
Poincaré Conjecture”™ trong Lectroes on Muodes AMathematics 1, ed. T.
L. Saatv (New York: Wiley, 1964), 93-128,
-7 ] R.ostllings, "How not to prove the Pomdaard Conjecture”,
Tapology Senimar Wisconsin, Annals of Muathematics Stadies 60 (1966):
S3-K8 Ba bdo dong thoi ton tai trén trang web cua Ony
thttp Zath berkeley.edus-stallh.
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nhat, Bill Thurston. Thurston nhan bang cir nhan tie mot
traeing kha nguoc doi o Sarasota New College nam 1967,
va bang lién si tir Berkeley vao nam 1972 dudi su hudng
dan ctiia Morris Hirsch va Stephen Smale. Sau mot nam tai
Vién Nghicn curn Cap cao va mot nam lam trg If gido su
tai MIT, ong duoc chi dinh lam gido su tai Princeton nam
1974.

Hinh hoc vi phan da nd ¢ tronyg thé ki 20, mot phfm
nh¢y két qua cua su lién hé v thuyét tuong dbi rong
Nhung hinh hoc theo cac cach higu cua Klein, Poincaré va
Hilbert khong ¢ tinh trang tdt dén vay. Thurston thay
doi tat ca diéu nay. Ong ¢o st suy tudng hinh hoc phong
phu nhat va doc déo nhat sau Riemann. Thurston da
Liryng tuong ve cau hoi thé nao 1a sdng trong mat da tap
ba chiéu. Ching ta s¢ thay i khi & trong mot khai hinh
\‘uyén bac ba cling vdr mot 5O dbi luong khac trong d67?
Kich thudc cia nd cé6 mdi lien hé nhu thé nao dén vat
chat cua chang ta? Toc d6 caa anh sang €o moi lign hé
nhu thé nao vai kich thude caa da tap d67 Chiong ta s&
thay gi néu ai da di ra xa khoi chang ta?

Da khong mot ai tudng tuong duge bat cd dicu gi
giong nhu su két Hnh cna bi tudgng teang ma Klein va
Poincaré¢ da ¢o - khi hat ong dua tai & khong gian hai
chiéu - lai c6 thé 1a kha di trong khéng gian ba chicu. Moi
bé mat deu c6 moét dang hinh hoc tu nhién doy nhat da la
mot diéu ki diéu, va moi tha hon dom tdi mace kho ¢o thé
hi vony mat viéc tuong tu tai hién trong khong gian ba
chieu. Cé qua nhiéu da tap ba chiéu, va hinh mau Jduy

nhat ¢6 16 13 khéng €d hinth mau t(ﬂng qudt. That kho ma
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biét phai bat dau tir dau. C6 nhién la van ton tai ba loai
hinh hoc trong khong gian hai chiéu va cac khong gian
mau mang tinh don lién, noi ma cac loai hinh hoc nay ton
tai. Métric thuong gap trong khong gian bac ba thong
thuong dem lai cho n6 dang hinh hoc mang tinh phang
cia khong gian ba chieu Euclid. Khoi cau bac ba ¢6 dang
hinh hoc khdi cdu da duogc mo ta béi Riemann. Phan bén
trong ctia qua cau don vi trong khéng gian ba chieu co
mot dang hinh hoc hyperbolic tu nhién ma Poincaré miéu
té trong doan duoc trich dan & Chuong 10. Dehn va mot
sO nha topo hoc ngudai Pic khiac nhan ra rang mot so da
tap bac ba compac mang moét dang hinh hoc hyperbolic,
va cac da tap khac dugce biét 1a mang dang hinh hoc khéi
cau va dang hinh hoc phing. Nhung cac dang hinh hoc
trén cac da tap ¢o vé ¢6 s6 lugng it, va phan nao diéu nay
gay su to mo.

Thurston ty hoi, déi vai chang ta, thé nao 1la mot
dang hinh hoc dac biét dep. Trong khong gian hai chieu,
mot so cac dinh nghia khac nhau trang lap. Bd cong
khong dai 1a dieu tuong tu vai viéc cé cing mot quy luat
dé do do dai va goc tai moi diém va theo moi hudng.
Trong khong gian ba chieu, co mot s6 dinh nghia kha dj,
va khong phai tat ca ching déu nhat quan vdi nhau.
Khong chat nan long, Thurston da dua ra mot dinh
nghia bay gio duoc chap nhan rong rai mang tinh tam
thai, qua do chi ra r;ing, co tam va chi tam dang hinh
hoc khac nhau trong khong gian ba chieu; trai lai, chi co
ba dang trong khaong gian hai chiéu. Ngoai cac dang
hinh hoc khéi cau, phang, va hyperbolic, mot s6 dang
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hinh hoc 1at tap khac tON tar trén cac khong gian rat dac
bi¢t. ="

Khi con la sinh vien, Hhurston da danh nhico thai gia
suy nghi vé cac vidu cua cac da tap, va cac dang hinh ho
trén chang. Trong luan an hén si, ong da nghien cuu cac
phuong phap phan tach da tap bac ba thanh nhing tam
mong chong 1én nhau va guan gquanh nhau theo nhung
cach phue tap.

Viéc néi vé tat ca cac da tap ba chiéu ¢é mét dang
hinh hoc tu nhién tham chi dudong nhu la vo vong. That
dé &¢ xay dung phan vi du chi ra rdng nhimng di¢u ngay
tho ma ngudi ta hi vong vao déu sai ca. Tuy nhién,
Thurston phong doan rang bat ki da tap ba chicu nao
cang, déu co thé duoc cat nho thanh tung miéng, béng
cach cat duc theo cde mit cdu va bé mat hinh xuyén hai
chieu mat cach déc dao va tu nhién ma mdi miéng tao
thanh s¢ mang mol trong tam dang hinh hoc. Ong da co
thé chi ra rang gid thuyct cua ong dung cho mot lop rat
rong lan cua cac da tap bac ba. Phong dodn hinh hoc hoa
(geometrization conjecture), nhu cach ma ong goi, cling

. R - P i . PR
dm chi dén gia thuvet Poincaré.-”

- Néu ban cu hat da tap M va N, tich cua M va N, ky hiéu 13 MxN,
la Mot tap horp cua cdd Gap cd (a.b) thanh phan, rong dé a nam
trong M va b rong N. MAN L mdt da tap. Dé thfay 1'5r1g tich cua
Mot mat can hai clnew va oot hinh tron 1a phang trong mot chién
va cong hong hai chicu kia. Hau hét cac dang hinh hoc bd suny cda
Thurston nam trong cde tich, hay khong gran ¢é thé tea thanl tich
néu ban cit bo mot be mat tir da tap.

¥ Ta co thé chi ra vang, bat ki da @ap ba chiéu don lién nda i
dang hinh hoc hinh cau la déng phéi véi kKhdr cau bac ba, Fréu nav
khang kho (xem thém, vi du nhu sach caa Thurston hoac Weeks).
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Phong dodan hinh hoc héa dat ra mot tam nhin siu
rong v¢ cac da tap ba chiéu, nhung duong nhu ¢d vé qua
15N va xa ngoai tam Vi, Tuy nhién, Thurston da ¢6 thé
chimg minh rang, hau hét (theo mot nghia thich hop ciia
1 nay) cac da tap bac ba mang moét cau tric hyperbolic.
Piéu nav hoan toan 1a mdt ngac nhién. Tuyén bd tuong
tu cang dang doi vai cac da tap bac hai: ngoai trir mat cau
va mat hinh xuyén, tat ca da tap bac hai (dinh hudng
duacy deu ¢d mot dang hinh hoc hyperbolic. Klein va
Poincare déu da biét didu nay, nhung két qua nay thudng
Khang duge dién gidi theo cach tuong tu. Buong nhién,
khong at nghi nga bat cdr didu gi giéng nhu vay ¢o theé
ding ddi vai cac da tap bac ba.

Cacimg dung xuat hién ngay sau do va la tha vi. Vi
du, moét trong nhing hé qua la khang dinh rang, khu vire
nam bén ngoai hau hét cic nut that (dugc goi la cac phan
bit ctia it that) trong khong gran ba c¢hicu mang mot
mélric khién nd trd thanh mét da tap 6 dang hinh hoc
hyperbotic. Mac du cac nat that nay 13 vo cung xa 5o Vo
diém nhin cia mot ngudi quan sat song trong da tap do,
thé tich ctia khu vuc dé hda ra 1a hiru han va dua ra mot
con s6 mai gan lién voi nat that. Ki bi thav, nhimg thé
tich d6 dudng nhu lién hé véi li thuyét so theo mot cach
chua giat thich dugc.

Trudce coéng trinh cia Thurston, i do duy nhat dé
nghi rang gia thuyét Poincaré co thé ding la vi khong ai
¢S thé nghi ra mét phan vi du. T¢ hon, khi ai d6 cbd gang
xay dung phan vi du mdt cach ¢ he Lhéng, thi ngudi do

thudng cd cdm gidc rang, chang ¢d h do chinh dang nao
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cho viéc chung khong, thé ton tai. Diéu nay hoan toan
dién rd. Sau Thurston, ¢4 thém mot  do naa Jdo gl
thuyét Poincaré cé thé dang. Co 18 moi da tap bac ba deu
duge xay dung dua trén cac manh nho ¢d mét cau truc
hinh hoc.

Gidbng nhu Thom nam 1938, Milnor nam 1962, va
Smale nam 1966, Thurston duge trao Huy chuong Fields.
Pay la giai thudng cao quy nhat ma mot nha toan hoce 6
thé nhan duge. NO duoc thiét lap bdi nha toan hoc nguom
Canada, JTohn Charles Fields (1863-1932). C)ng da lam vidc
khong vi ban than dé thay mat cho cong dong toan hoc
qudc té, vuot qua sir de doa tay chay clia cac nha toan hoc
Phap néu nhu ngudi Huac duac mai dén dat hoi nam 1924,
Ong dé lai mat phan déng Ké tai san cua minh tai trg cho
gmadi thudng duge thiet lap sau khi dng mal, vugt qua su
phan dé1 manh mé ctia Veblen, ngudi cho rang ban than
nghiép nghien cru da 12 maot gidi thudng, Giai dau tién
dugc trao vao nam 1936, Di chdc cua Fields quy dinh ro
rang, giai thudgng phai duoc trao dé khuyeén khich cac nha
todn hoc tré. Thea truven thong, dieu nav cd nghia 1a giai
chi ¢ thé duoc trao cho cdc ci nhan tré hon bdn muoi
tudi tinh dén dau nam trao giai, va dai hdi bon ndm mot
lan dién ra. The chien I am pian doan BDai héi Toan hog,
nhamg Ké tlr 1950, widt thudang duge trao déu dan bon
nam mot lan tai Bai hoi Qudce té Chién tranh lanh lam
dar hoi duoe du Kién vao nam 1982 phai doi dén nam
1983, & d6 Thurston dan nhan huy chuong. Bai giéi han
tnbi tac, dai hoi nay la nam cudi cing ma Thurston 6 thé
nhan duoc ga thuong.
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Ciar thudng danh cho Thurston 1am mot s6 nguoi
nhfu may ta thoi diem d6. Ong 1a nha toan haoc ca ta
dicn thuyel. That khong cong bang khi cho rang ong
khong xuat ban dd s6 luong nhu maét o ngudi nhan
xét. Comg trinh ma ong nhan Huy chuong Ficlds ve su
phan tha (foliation) chac chan la mdl cong trinh haan
hdo, va dugc an bdn hét size can than. Tuy nhién, ang
xuat ban rat it cac coOng trinh mang tinh hinh hoc mdt
cach thuan tay. Chi ¢é mdt bai bao duv nhat trong
Bulletin of American Mathematical Socicty, va mot tap giao
an tai Princeton dugc truyén tir mdy photocopy nay dén
may photocopy khac, hién nay da c¢d san trén trang
web. Cac chuong dau tién cuia tap giao an duoc viét lai
can than bdi vai nhém ciac nha toan hoc, va duogce in
thanh mot cudn sach cd sde anh hudng, hiéu dinh bai
Silvio Levy.™ Mac du Thurston viét it, cidc sinh vién va
nhimg ngudi cong tic cua dng cong bo s lugng khong
16.

Thurston quan tam dén tinh xa hai dac biét cla cong
dong toan hoc nhiéu hon hdu hét cac nha toan hoc khic.
Ong viét ve nhang hoi tice khi vo finh lam ngimg tré hon

mot thap ki nghién ciru sy phan tha cua cac da tap. Cac

=8 W P. Thurston, Three-Dinensiont Grometyy and Topology, vol 1, edited by
S. Levy (Princeton: Princeton University Press, 1997). Tap giao an ta
Princeton (W. P. Thurston, "The Geometry and Topology of Three-
Manifolds") nam trén trang Web, cua Vién Nghién ciru Khoa hoc
Todn tai Berkeley: www.msri.org/publications/books/gt3mt. Ca cudn
sdch va tAp gido dn déu tuyét v,
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nha toan hoc khac it thanh tyu hon ong, nhan ra kha
nang cua ong, gia dinh rang ong sé lam sang td nhing
van dé chinh, va do do tr bo linh vyc nay. Ho tim cdc linh
vuc khic dé ching té ban than. Thay vi thic day viéc
nghién cuu phan tha, Thurston 1o lang rang ong vo tinh
lam no ngung tre.

Mat Khac, anh hudng cua ong trong hinh hoc thal phi
thuong. Sé la binh thuong néu ta dé cap dén céc nha hinh
hoc hay topo hoc da thay ddi toan bd cach tur duy ciia ho
vé mot tap hop cdc van dé saa khi trdo chuyén vai
Thurston. Nhirng y tudng cua ong da hoan toan cach
mang hoa tu duy ctia chiang ta vé cac da tap bac ba, ma
ngay ca nhiung nguoi chua bao gio gap Ong cang thudng
xuyeén su dung cac khai niém va vi du ma ong la ngudi
khai xudng. Cac nha todn hoc khat thac manh me cac y
tuong hinh hog, dén ndi khién cho linh vie topo hoc cua
cac da tap bac ba xuat hién mdt 56 hagng 1ém - N trade toi
nay chua ting nhieu nhu thé - cac nha nghién cuu tre
dem cac phuong phap hinh hoc vao cac bai toan topo va
dai so.

Thurston da déng gép cho nén toan hoc, cho vice day
hoc, cho phuong phap tu duy day va hoc toan nhicu hon
bat ¢t nha todn hoc naa ¢é cimy; trinh &9 vdi dng, ¢é cling
do tudi tuong doi tré nhu dng. Bai baa giv dnh huong
cua ong ve tri thic toan hoc da dem lai nhi¢u quan sat
sau sac va dat ra nhiéu cau hoi tha vi hon bat ki mat bai

bdo nao khac ¢6 d6 dai tuong duong ve gido duc todn
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hoc*™ Quan diém cua Thurston, mat khac, gav ra maot
cuoc tranh luan rat sdi noi lrong comg ddng toan hoc vo
chung minh va truc giac.™ Nhiang cude tranh luan nay <6
thé 13 ¢cot mbe ddnh dau su két thuc thé ki hién tuang,
dong thoi goi nho 1ai cudc lrao do gira Poincaré, Hilbert
va nhimg ngudi Khac mot thé ki trude vé ban chat cua

chimg minh va trye giac.

HAMILTON VA DONG CHAY RICC]

Cong trinh cua Thurston Tam buny, 1én su hdi sinh manh
M¢ cua cvac cong trinh hinh hoc. Cac cau trac hinh hoc
theo phong cach cua Thurston dusng nhu xuiat hien &
khap moi nai. Nhimng bat bién cia cac da tap co dang
hinh hoc hyperbolic bat dau ddng mét vai trd quan trong
trong topo hoc va hinh hoc dai s6. Tuy nhién, khong mot
ai bict, lam thé ndo dé dat dugc su tién trién xa han trong
phong dodn hinh hoc héa cia Thurston. Mot s6 phuong
phap duoc dé xuat, nhunyg cic trd ngai ciing ngoai sirc
tuong tuong,. -

MOt vai v tudng haa hen dén tir giai tich. Vao dau
thap K 1980, mot %) nguui bat dau nghien curu licu diéu g

WP [hurston, "Mathematical Education”, Nofices of Hhe Americnn
Mathenntical Sociefy 37 (1990): 844-50

U Xem A Taffe and F. Quinn, "Theoretical Mathematics Towards a
Cultural Synthesis ol Mathematics and Theoretical Physics”, Buldletin
of the Amerivan Mathematical Society 29 (1993): 1-12, and W. D,
Tharston, "On Proof and Pragress v Mathematics”, Budletin of the
American Mathematieal Sociefr 30 (1993): 161-77.
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s¢ xay ra khi la lay mot da tap vai mot métric Riemann va
cb gang cai thidn nd bang mot sO qua trinh 1am tron cdc
cuc diém cua d6 cong. Vi dy, néu da cong lén & mot diem
cu thé theo mét huemg cu thé, ta co thé ¢6 gang lam giam
bat nd theo hudng d6, va tuong e néu nd ¢d vé thap,
nguai ta cé thé cd gang dé lam tang no. Véi sy may min,
ta co thé bién dang nhimg vat thé xung quanh dé d6 cong
theo moi hudng tai diém do va cac diém lan can nd trd
nén giéng nhau. Néu may man hon nira, co I¢ toan bd cac
khu vire cvia da tap dang duce xem xét ¢6 thé khai trién
thanh mat trong nhirng dang hinh hoc caa Thurston, va
ngudi ta c6 thé tim thay mot phuong phdp riéng, thong
qua do thiét lap phong doin hinh hoc héa trén da tap do.
Kho khin 13, 1am san ¢ thé im duoec mot phuong phap
¢6 thé kiém soidt mot cach giai tich dé xdc 1ap nén tang
cho y tuong nay.

Dau thap ki 1980, Richard Hamilton d¢ xuat mot cach
tu duy mdt da tap ¢6 mot métric Riemann nhu thé né
dugc lam bang kim loai, ndi cach khéc, ¢d nhiet 6 bién
doi. Diéu gi sé xay. ra, néu ching ta dé mdt dong chay
cong tir khu vuc ¢6 do cong 1gn hon xudng ving 6 do
cong thap han, gidng nhu luong nhiét ta noi am den cac
nat lanh hon? Piéu nay dan dén viéc thay déi cac métric
trong mdt khong gian sao cho cac khoang cach giam mot
cach nhanh nhat doc theo cac hudng ma theo ching da

cong )a 16n nhat.™'

' Ca nhiéu cach khac nhau dé dién giat cach mé t3 nay thanh tap
hap cac phuong trinh. 1Hamilton xem xét tensor dd cong Ricci (Ricci
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Hireh 50. Richard Hamilton.

Peé tinh toan quy ludt md ta sy luu chuyén cia cac
luong nhiét tir cac viing am hon tai cac vang lanh hon, ta
20 thé chi ré rang, nhiét do dich chuyén vé phia gia tri
trung binh ¢na cic nhi¢t 46 & lan can mot diém trén mot
hinh cau nho. Toan tir dé tinh cac gia tri trung binh nhu
vay trén cac hinh cau nhd duoc goi 1a Laplacian. Phuong
trinh wizét biéu dicn cu theé ti 1€ thay déi cua nhiét do theo

thai gian, né ti 1@ thuan vdi doi so caa Laplacian (Mot

curvature lensor), 1a mot cong cu ta co duoc khi Ii}' trung binh mot
vai manh nhat dinh cua tensor do cong Riemann. Bdi vi ban co thé
tinh duge tensor Riemann twr dao ham bac mdt va bac hai cua
tensor metric tensor g, ban ¢o thé tinh duge tensor Ricci theo cling
cach nhu vay. Dong chay Ricar duoc chi phoi bdi phuong trinh &g,/

:qt — -:]'l e



354 GIA THUYET POINCARE

cach tinh ¢a, chinh cling mot co ché tinh todn d6, ma cac
phuong trinh caa Black-Scholes ra dai, chang md ta quy
luat dinh gia cho cac lua chon trén thi truong tai chinh.

Ngudi ta muodn o duge mot didu gi d6 tuong tig v
phuong trinh nhiét cho do cong. Dé viet ra mot phuong
trinh co nghia, & ca hai vé ctia phuong trinh d6 phai la
nhimg doi tugng toan hoc ¢ ciing thé loai. Doi vdi
phuong trinh nhiét, ¢ nhié¢t dé 1an toc d6 thay doi clia nd
déu 1a nhung con sO. Nhung toc do thay déi (dao ham
theo thdi gian) cua moét motric Riemann lai la mot déi
tuong, toan hoc - dbi tugng nay gan cho mai mat-phang-
hudng tai mot diém mdt con sé. Hon naa, nd phai doc lap
voi cach chon cac toa do, bai vi métric cia Riemann cung
c6 tinh chat nay. Con pha, & Chuong 7, chiing ta da thay
rang 49 cong cia Riemann 12 méat dai tugng nhu thé. Con
s& dugce gan cho moi mat-phang-huang phan anh tong
cAc goc clia cdc tam gidc trac dia nho va 1iép xdc vai mat-
phang-hudng do chéch ra khai 180 d6 nhur thé nao.

Vay, ngoal ra, con nhiang d6i tuong toan hoc nao
khac ntta - gan mot gid tri cho madi mat-phang-hudng tai
mdi di¢im - cing doc lap v cach chon hé toa d? Vé co
ban, chi co hai. Mot la tensor Ricet, duge nit ra ta tensor
chia Riemann bang, cich tinh trung binh cac t& hgp khac
nhau cia nhimng do cong theo cac hudng khac nhau. Do
tuang kia la “dé cong vo6 hudng” (trung binh cda cic di
cong theo moi hudng) nhan vé tensor-dd-cong-Riemann.
Vi thé, dé cd duge mot toan tr tuong duong vai phuong
trinh nhiét, vé co ban, lua chon duy nhat 1a viéc xdc dinh

rang, dao ham theo thoi gian ctia métric Riemann tai mdi
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diem 13 ti 1@ thuan vai di sé clia tensor Ricci. D6 chinh Ja
dieu duge goi la dong chiy Ricci. Hamilton d& nghi nghién
ctru cdch thirc ma cac da tap bién ddi dudi su chi phdi cua
dong chay Ricci, nhu la mat phuong phdp dé giai quyét
phong doan hinh heoc hoa. Chinhh chuang la nhung
phuong trinh ma Perelman da viét 1én trén bang khi bat
dau bai thuyét trinh cta anh tai MIT.

Cac phuong trinh dong chay Ricci cna Hamilton la
mot loai phuong trinh vi phan, dugc biét dén nhu 1a mot
phuong trinh vi phén tirmg phan. Phuong trinh vi phan
ting phan la mot phuonyg trinh trong d6 ta chi 16 6 1€
thav doi & cdc diém khac nhau cua mot d6i tuong toan
hoc chua biét rao d6, va tiur d6 nguai ta tim kiém ddi
tuong d6 nhu la mot nghiém. Nhing nghiem cua
phuong trinh vi phan timg phan la cac déi tuong c6 ti 1é
thay déi nhu mong muon tai moi diém theo moi hudng.

Hau hét cac phuong trinh trong nganh vat li toan hoc
la phuong trinh vi phan timg phan. Cac phuong trinh
Maxwell théng nhat dién truong va Hr trudng banyg cach
thiét 1ap cdc phuong.trinh vi phan timg phan md ta dién
truong, tir truomg thay doi va tuong tac - nhu la mot ham
50 cua cac diém va cic hudng trong cac truong d6 - b
diém nayv dén diém khac nhir thé nao. Cac phuong trinh
cda Einstein - lién két vat chit, do cong khéng gian, va
trong luc - 1a cdc phuong trinh vi phan tung phan. Nhing
phuong trinh chi phdi dong chay va dan nhiét, va ca
phuong trinh Schrodinger trong co hoc lugng ta cang
vay. Phuong trinh vi phan tung phin c6 mét tam quan
trong to lan ddi vai thuc tién, va da duoc nghién airu sau
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tfrong hon mot the ki, Nhirng nghién ciu v¢ chiang cang
nhan duce s chu y nhic¢u hon trong, The chién 1T - su
phat trien cia may bav phan luce sicu am doi hin higu bie
ve cach thite ma cac dap an ctia cac phuong trinh ma ta
dong chay quanh canh may bay phu thudc vao hinh dang
cla canh, toc do va hudng ciia dong chay xung quanh no
nhu thé nao. B¢ dy bao bao tot hon, nguin ta cing véu
cdu cde phuong phép tbt hon dé giai quyét nhimg
phuong trinh tuong tuy nay.

Lam thé nao dé giai, hodc ¢d gang giai mot phuong
trinh vi phan timg phan? Bude dau ticn thuong la nghi
qua vem tap hop cia cac dap 4an kha di 3¢ la @1 va xac
dinh loar cao triic ma khong guan cua cac dap an. Su that
rang tap hgp cac dap 4n tiém nang - trong truomg hop
cua chang ta la tap hyp lal ca cac métric trong mot khong
gian - thuc ra 1a mot khong gian vo 56 chiéu khang dem
lai ngac nhién: tap hop cac ham <o trén truc so thue dada
mot khong gian va 56 chicu, ma moi ham s6 12 mét diém
cua khong gian dé. Tiép theo d6, ta ¢b gang dién giai cac
phuong trinh vi phan timg phan nhu la viéc cung cap
mot dong chav trong khong gian vo s6 chiéu d6 va b
ging di theo né. Tuy nhién, dé lam giai tich trong céc
khong gian nhu vy, ngudi ta phai [Am hét sac than
trong. Rat nhiéu cam bdv tidim an trong dé. C6 rat nhiéu
ché trong trong mat khong gian vo s6 chieu, va mat quy
dao duge quy dinh trude bdi phuong trinh van dé dang
dan ta di ra khéi khong gian do.

Dicu nav xav ra khi chung ta bat dau bién dang mot

métric va kot thae voi mot thir khong can 1a métric naa



Khéng gian nhiéu chiéu 357

cac khodng cich xac dinh bdi né ¢é thé manyg gid tri
khong, hay am, chung c6 thé chay ra xa vo cling, hoac
chung;r c6 thé khong con mang tinh lién tuc. Khi nhing
diéu bat thudmg nhu vay xay ra, ching ta néi rang cac
dap an cua phuong trinh nay phdt tritn cdc diém ki di.
Chiing ta can thiét phai c6 kha nang tranh khoi cac diém
ki di. Ngay cd vdi gia dinh rang dong chay két thuc & noi
nao do tot dep, chung ta cing can phdi ¢6 kha nang theo
doi n6. Nhung ngoai trir trudng hop ¢o thé gidi phuong
trinh d6 mat cach chinh xac, dicu ma duong nhu khong
bao gidr xay ra, ching ta chua bao gi&r ¢co thé theo doi
dong chay mot cach chinh xac. Chiang ta chi co thé theo
dor nd mot cach xép xi. Vi vay, chang la can mdt so loai
bién nao d6 bao hi¢u rang chung ta khong c6 qua nhicu
[6i va con dudmg dang di mot cach tong quat la dang
hudng. Nhimg bién nhu vay cang cho phép chiung ta
clinh stra o giira chimy. Ta can co mot tap hgp cac bién
khic dé dam bao viéc lranh xa cac dic¢m ki di. Cac nha gidi
tich goi nhang tha nhu vay la cic wdc lrgng. Cac udc
lugng bdao hiéu cho ching ta biél dang ¢ gan mot tha nao
do dang di chuyén, do dé o theé tiép tuc theo do1 né. Cac
nha giai tich yéu chung. Con hau nhu nhimg ngudi khdc
thi khiép sg chang. Xur li cdc ude lugng doi hoi phai ¢é ki
nang tuyét vai. Va xur If ching khi chiing & gan cdc diém
ki di do1 héi mbt tri tuong tugng phong phu cang nhu
maot Ki nang tuyeét voi.

K& tr thoi Riemann - ngudi da ¢d nhung dong gop co
ban dén li thuyét dong chay chiu nén - cac nha hinh hoc

da lien tuc s1r dung phuong trinh vi phan ting phan dé
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nghién a su bien dang cua cac cau tric hinh hoc khac
nhau. Trong mot sue éo le ki la cta s6 phan, dudng nhu
nhing phuong trinh vi phan timg phan thach thirc nhat -
nhang phuong trinh ¢6 dd kho vira da vuot qua gidi han
ma ngudi ta c6 thé giai duye, nhung khong qua xa dé
ngudi ta nghi dén su vé vong - lai 1a nhitng phuong trinh
dén tir hinh hoc. Nhirng nam 1970 da ching kién mot sb
thanh cong loé sang chi ra rany, néu ta bt dau véi mot da
tap ma do cong cia nd thoa man maot sb cac rang budc
nhat dinh, ta ¢é the thay d6i mdt cach lién tuc do cong deé
lam noé dep hon va két thiic vai cdc métric dac biét mang
tinh ddi xing. Shing-Tung Yau, nguoi da nhan Huy
chuong Fields cting va&i Thurston nam 1983 cho mot trong
nhimg cdng trinh cua 6ng, da chi ra rang ta cé thé tim
thiy cac métic phang trén cac khong gian nhat dinh
bing cach lam bién dang mot métric ban dau nhu viée su
dung mét phuong teinh vi phan ting phan. Nam 1981,
trong mét kiét tic, Flamilton cho thay néu ta bat dau véi
mot métric trong d6 dé cong khang bao gid bang khong
hay nho hon khéng, dong chay Ricci két thiic vai viéc cho
ra mdt @6 cong duong khong doi. 2

Két qua cia Hamilton lam chan dong du luan. Tai
mot diém mau chét, ong da phai sir dung dinh i ham
nguoc Nash-Moser it tén tudi ma Nash da tung dung dé
chimy: minh rang, bat ki da tap nao ciia Riemann cing ¢6
thé nhimg vao duge trong mot khong gian Euclid thich

=2 R. S, Hamilton, "Three-Manifolds with Positive Riees Curvature”,
Jorenal of Differential Geometry 17 (1982): 255-306.
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hop <o 56 chiéu nhicu hon. Lap luan cia Hamilton duwoc
don gian hoa bdi Dennis Delusrck cua bBat hoc
Pennsvlvania.”® Nam 1986, Hamilton va Nichael Gage,
hien nay thuoc Bai hoc Rochester, da co thé ¢himg minh
rang mot 1ap luan tuong tu dp dung cho cac duimg cong
khép kin trén mat phang thuc sy dan dén viec dudng
cong trd thanh mdt dudgng tron.~H Cho trudc mot dudng
conyg trong mat phang va mot diém trén dudng cong,
ching ta ¢é thé dinh nghia &6 cong cia dudng cong tai
diem do 1a nghich ddo cua ban kinh duong trdon tiép xtc
tai diemy da (Vong tron tiép xiic tai mat diém trén mot
duong cong [x vong tron tiép tuycn o bac tép xuc cao
nhat vai duong cong tai diem da) Neu tai mot diém,
duong cang phat trién theo hudng vaong gdc vai nd voi
mo6t be dé b lé thudn vai do cong, thi Gage va Hamilton
c6 thé ching minh ti¢p rang, dudng cong co lai va trd
thanh mot vong tron sau dé Noi cach khace, doé cong trai

ra, va roi trd thanh khong dét.

- D, M. DeTurck, "Deforming Metnes in the Direction of Their
Ricci Tensors”, Jorma of Differential Geometry 18 (1983): 157-62. Xem
mot tuyen tap hay vé dong chdy Ricdi trong H.-D. Cao, B. Chow, S.-
c. Chu, and S-T. Yau, eds, Collected Papers on the Ricar Flow
(Somerville: International Pecss, 2003). Mot ban ¢d chinh sua bai
bdo cua DeTurck coug duacn trong nav.

" lrudong hgp quan trong xuat hien trong M. Gage va R. S
Hapulton, "The Heat Lquauon Shiinking Convex Plane Curves”,
formal of Differentwol Geametry 23 (1986) 69-96. M. Grayson, "The
Heat Equation Shinnks Embedded Curves to Round Points”, Journal
of Differential Gevmetrn 26 (1987 283-314 clu ra rang dong chay
trong bai toan tao thanh bat ki wal Wi cong dong thdang), tai digim
da két qua cua Gage-Hamlton ¢6 hicw luc
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Piéu nay la hop If nhung con ¢ xa su vo rang. Va khu
ta cany tu duy ve nd, thi nd cang thé hién it ré rang hon,
Gia su chung ta bat dau vai mot dudny cong nhu trong
Hinh 51. Cdc viing c6 dd wong Ian nhidt s¢ di chuvén
nhanh nhat, nhung dien nay khong hitn nhién dén vav,
va trén thuc 12, ¢ vé nhu ¢ thé 1a, mot sd phan cua
duong cong sC ~up do6 1én chinh ching. Ket qua cia Gage
va Hamilton dam bao rang ching <& Khong nhu v as .

Vao dau nhimg nam 1990, Hamilton va céc cong su
cua ong da chira 1‘fm,x_; néu ta bat dau v mol bé mat hai
chicu compac bat ki, va dé cho do cong phat mrién theo
dong chay Ricdd, thi ta se thu duge midt bé mat o dé cong
khong doi 7 Do cong trai ra cho dén khi n¢ tro thanh
Khong doi. Didu nay dua dén mot ching minh triru tuong
don gian ve mat khai mém cua vice: bat ki da tap hai
chicu ndo cimg mang Mot dang hinh hoc duv nhat, két
qua ma Klein va Poincaré da kho cong tim Kiém.

Thdt xui xéo, Hamilton da ¢ the chiing minh rang,
noi chung trong truiing hgp coa cic da tap ba chieu, dong
chdy Ricci 1am phal <inh cic diém ki di. Néu 6 nhimg
di¢m hong da ap ma dd cong & d6 bang khonyg, dong
chay Ricei sinh ra cac dicm ki di rat dang sg. Dudong nhu

khong ¢d cach nao dé tranh né chang. 145i té hon, ¢d rat

#KE qua nav duoe thiét [dp cho mor truemg hop ngooi trir mat
cau hai chicu trong du 4o cong bang khong tai vitt thim tcong R, S.
Hammlton, "The Ricar How on Surfaces". Confemponiy Mathematics
71 (1988) 237-61. Trudmg hop loal bru duge thaet 1ap bai B Chow,
"The Ricel Flow on the 2-Sphere”, jornut of Uifferential Geomelry 33
(1991): 325.34.
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nhieu kha nang lam phat sinh cac diém ki di, va trong khi
mot ai do ¢co thé tim duge cic udc lugng o gﬁn mot vai
diém trong so dd, co ve nhu khong ¢6 cach nao nam bat
tat ca chang mot cach tong quat. Nhiéu cong trinh van
tiep tuc duoc thue hién vdi cac ki thuat dua vao dong
chay Ricci, nhat la trong khong gian nhicu chieu, va do la
mot ki thuat quyé-n nang de nghien cau hinh hoc
Riemann. Nhung dudng nhu khong ¢o cach nao su dung
no dé tien gan den phong doan hinh hoc héa, va do do

den gia thuyet Poincaré,

Hinh 5. Néu dudng cong di chuyén 13i mdi diém doc theo dudng vubng géc
v6i duding cong, hudng vé trung 13m cia n6 vai mdt tbc 36 bing nghich ddo
cia ban kinh cia dudng Lron vira van nhit véi dudng cong (dy chinh 13 d&
cong) thi duding cong s& co rit thinh mdt diém, ngly cing trd nén trdn hon.
Bdy 13 dinh I Gage-Hamilton.
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CACNO LUC KHAC

Tat nhicn, dieu nay khong c6 nghia cac cudce tan cong
khac nham vao gia thuvét Poincaré ngirng lai. Cung la
hap li néu Mol chirng minh cé thé dén tiz dai sd thuan
tuy. Dehn va Papakyriapoulos trude dé da cuny cap cac
cach rat gon vé dai s6, nhung, vao dau nam 1970, Joan
Birman, cia Dai hoc Barnard, phat biéu lai phéong doan
nay nhu mot méenh dé dai sd thuan tuy ma ta phai tuan
theo dé pha va no.” Nhung that dang tiéc, diéu nay
chang dem lai dugce @i ca.

Buong nhi¢n, cac nha topo hoe chuyén ve céc khong
gian it chiéu tiép tuc nhin nhan van d¢é nay nhtr Ja cuaa
rieng ho. Ho co6 Lhé séng cung dai s6. Co theé. Nhung tai bi
nghen vaéi cac cong cu hinh hoc, va dac bi¢t la phuong
trinh vi phan ting phan, rat kho nuét tréi. Nam 192o,
Colin Rourke caa Pat hoc Warwick va nghién ciru sinh
chia ong, nha todn hac ngudi Bo Dao Nha Eduardo Rego
tuyén bd mot giai phap cho gid thuyét Poincaré. Bat chip
Vicc gay ra phién toai cho nhidu nguol trong cong dc:mg
todn hoc, Rourke da lén bao chi trude khi hoan tat qud
trinh binh duyét. Tai mot hoi thao & Berkeley, mot 16
héng trong chimg minh nay dugc phat hién. Rourke
nhan manh rang sai s0t 4 c6 thé dugc stra chita, nhung
thue tice dieu nay la khong the, va chung minh bi mt ai.

). Birman. "Poincaré’s Conjecture and the Homotopy Group of a
Closed, Orientable 2-Manitold™, Jotinal of the Ausirolion Mathemaltical
Society 17 (197 4): 214-21,
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Tuy nhién, nhu la két qua cho cong viéc cua ho,
Rourke va Rego da im thay mat thuat toan dé xac dinh
cac da tap bac ba duge tao thanh khi ta dan hai khoi
hinh xuyén ran 12-15 lai vdi nhau. Diéu nay gidi quyéi
mot trong nhimg van dé da khién cho viéc xdc dinh mét
phan vi du kha di cho gia thuyét Poincaré trd nén kho
khan. Trudc day, nguds ta c6 thé ttm thiy mot ang c
vién ¢6 kha nang, nhung khéng thé nio chi ré da tap
tao thanh. It 1au sau, Hyam Rubinstein, cua Bai hoc
Melbourne, khdm phd mat thuét toan khac. Nam 1994,
Abigail Thompson, ciia Pai hoc California o Davis da
lay mat khai niém mai duoc phat trién gO1 1a vf tri mong
(thin position) va sir dung nd dé cach mang hda bai toan
nhan biét khéi cau bac ba bang cach ching minh, Ii giai
lai, va demy lal mot dang kivdce cho thuat toan Rubinstein.
Rourke két hop thuat toan Rego-Rourke va thudt toan
Rubinstein-Thompson, dé viét mét chuong trinh may
tinh c6 thé duge s1r dung dé tim kiémy phan vi du cho
gid thuyét Poincaré. Mic dit may tinh da chay nhanh
hon nhieu, ho van mat rdt nhiéu thdi gian khd s ds
kiém tra mot phan vi du tiem nang. Ngoai ra, néun
Khong ¢6 phan vi du cho gia thuyét Poincaré, qua trinh
nay sé khong bao giy két thac. Tuy nhién, mot vai
nghién ctu sinh van cai dat chuong trinh nay va bat
dau chay noé.

Cé mot sir rang dong nho nho vao nam 1995, khi
Valentin Po¢naru phic thao mét lap ludn dé chitng minh
phong doan, bang cach thiét lap mot két qua bén chiéu,
tir 46 cd theé suy ra gia thuyét Poincaré. Pang buén thay,
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dng da budce phai ril lai mot trong nhimg két qua ma ong
da dua vao.

Va cubi cliing, ngudi ta khong th chin bo cac Lap luan
tir hinh hoc vi phan. Cach tiép can cua Hamilton thong
qua dang chiy Ricd van con 1a hita hen, bat chiap nhang
tra ngai duong nhu qua khé khan vé mat ki thuar. Mot
cach ticp can khac cua Michacel Anderson, nguot da tim
cdch <1t dung mot quy tac, cang dugc mod ta bdi mdt
phuong trinh vi phan tung phan, dé cho dong chay co 46
cong hoan toan o lntng (mot s& thu duoc tai mdi diém
bé’mg cach 15}7 trunyg, binh ctia cac d¢ cong theo mot hudng
& diém d6) chav (i1 cac didm ca @6 cong hoan toan vé
hudng 16n hon ve cac vang co d6 cong hoan toan vo
hudng nhé hon va ngurgc lay. Cang nhu trong trudng hgp
cua dong chay Ricci, ta gap phai cac diem ki di co vé qua
phirc tap &¢ phan tich.

Khi thé ki sap két thuce, gid thuyét Pomcaré dudng
rhu cang nam xa dap an hon bao gio hét. Ti s that thim
hai cho cac nha todn hoc: gia thuvét Poincaré 30, cac nha
toan hoc ). '

Mac du viée khong c6 dau hiéu tién trién Jam nguoi
ta chan nan, nhung v tuong topo hoc cua Poincaré da
chiém linh tit ca cdc linh viuc cta toan hoc. Cac mdi lién
h¢ gitra topo hoc va vat li, gitta topo hac va khoa hoc may
tinh, da bat dadu xuat hién. Sy phat hién ra nhirng bat bién
m&i caa that nat dadn dén cac bat bién chua timg ngd toi
trude ddy cda cac da tap ba va bom chicu. Su khdi dau cua
mot dang hinh hoc hoan toan khac goi la hivr hoc Ao

a - .o . P ~ i - . ’
ngan, da hién ra trong bai bao boé sung cudi cung cua
Q ¥ O C
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Poincaré, trd thanh mot linh vue hoan loan doc lap.
Khdm pha ctia Poincaré vé sy hon don da hoan toan di
vao tam thuace cua gidi todn hoc, va mot trong nhung bai
tadn hang dau 13, liéu cac phuong trinh mé t2 quy luat
dong chay chat 1ong - dac biét 1a sy hinh thanh cuaa cac
caon bao - thuc su ¢é nhimg giai doan hon loan hay
khdng. Nlin lai hon mét thé ki cua cac thanh tyu mang
tinh bat ngo, ta ¢é thé nhan thay ré anh hudng cua
Poincare o khap moi noi. Tean hoc chira bao gig day sac
sOng nhr vay.

Nhimg cong co nhimg dam may o phia duony, chan
troi. 86 luong cac ca nhan nghién cliu cac nganh toan hoc
mai nhon bat dau giam. So luyng van bang <t nhan toan
hoc & M1 duoc trao vao nam 1990 1t hon mdt nda so vdi
nam J975, va con giam hon nira tir 1990 den 2000. Su suy
giam tram trong tuong iy cang dugc ghi nhan t4 nam
1575 dén nam 2000 trong <O lugng nhing ngudi Mi cing
nhu nguo murde khac nhan bﬁng tién sy. Sy suy gidm nay
trong toan hoc & Licn XO tham ¢hi con 10 rét hon. Vi su
sup do cta Lién X3, cong dong toan hoc lon nhat thé gidi
tan ra. Mac di todn hoc phdt tién ruc rd e nhitng nam
1960 dén nhimyg nam 1980, nhung su Gién trién lai 1ap lai
nhau vi mat s két qua chd dao cua the M da kliong dugc
luu try that tat. Chua bao gid tuang lai cua todn hoc lai
rol vao tinh trang nghiém trong dén nhur vay.



14

Pap an trong

thién nién ki mdi

Cdc sur gria se méat vai nam nita mdi cé thé dat duge moe
khoang cich du xa d¢ bat dau danh gia thé ki 20 mat cach
¢O v nghia. Chua timg 6 thé ki nao lai chung kién nhirng
vy tham sat hang loat... hay sy bung né vé tri thirc 1on
nhu vay. Lich st bién dong cta thé ki vong lai trong lich
trinh caa cac ki Pai hoi Todn hoc Quédc té bdn nam mot
lan - hoi nghi ma & do, nha toan hoc tu tat ca cac chuven
nganh va tir tt ca cac viing trén trai dat hoi tu Jai: do The
chién 11, khéng c6 dai hoi nao dugc to chite tir nam 1936
dén nam 1950. Cing khéng c6 dai hdi nao danh dau
thién nién ki maéi vao dung nam 2000, béi vi dai hoi truac
dé dién ra vao nam 1998 tai Berlin va dai hoi tiép theo
diroc t6 chire vao nam 2002 tai Bac Kinh.

Tuy nhién, vao ngay 24 thing 5 nam 2000, mdt ddm
déng cac nha toan hoc tu hop tai tda nha bé thé cua Vién
Han lim Khoa hoc¢ Paris. Hal nha t thién ngudsi Mi
lLandon va Lavinia Clay da cap vén xay dung mdt hoc
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vién mdoi danh riéng cho viée xac tién va phd bién tri thic
toan hoc. Nhém ¢d van cao Cép cua hoc vién da quyét
dinh rang, cach thirc tot nhat dé thyc thi nhiém vu caa
Hoc vién Todn hoc Clay 1a chon ra bay bai toan da tur lau
chua giai quyét duge va dé ra gidi thudng mot triéu dola
cho méi dap 4n* Lo s¢ cdc nha toan hoc tré tudi sé
hudmg dén cac bai toin don gian hon dé tao ra dugc mot
danh sach cong bd khoa hoc dai, hoi dong nay hi vong
gidi thudng bang tién nhu vay sé khich & tinh than dan
thidn vao cac bai toan phtc tap. La mot trong nhimg ¢d
van ctia hoc vién, Alain Connes, ngudi da nhan dugc Huy
chuong Ficelds giai thich, nhom ¢é van tin rang cudc chién
dau d¢ vuon t3i dinh cao ¢6 thé rat khéce lidt, nhung tam
nhin ¢ trén dinh 13 tuyét dep va mang tinh cach mang
khién cho tat cad nhirng diéu tt dep se ndi tiep.™

Bay bai toan duoc cong b trudc cac nha toan hoc va
coOng chiing tai mdt hdi thao dac biét caa thién nién ki. Su
cho dgi dang cao. HOi dong - gom cac thanh vién 1a cac
nha todn hoc hang dau - da tham khao v ki¢n khap noi.
Khong phai ai cang déng tinh vai chién luge trao giai

thudng bang 1ién mat, nhung phan lon déu td mdé mudn

N7 a £ R - x £ - . - - . '
=" Cac van de lién quan den vi¢ée chon bai toan dugc phac thao

trong bai bdo da nhac dén & Chuong 1 bai giam dbc sing lap cua
Hoc vién Toan hoc Clay, Arthur Jaffe. Bai bao ¢ tua dé “Thach thic
Idn Thién Nién Ki caa Toan Hoc (The Millennium Grand Challenge
in Mathematics)” trong Notices of the American Mathemnatical Society,
53, no. 6 (2006): 652-660.

2R Tir video The CMI Millennium Moeeting Collection: Leckures by M.
Attyah, T. Gowers va ] Tate (dao dién bai F. Tsseyre), New York:
Springer, 2002.
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biét nhitng bai todn nao da duoc chon. Trén thuc té, trang
web cua hoc vién da bi pha v do lugng truy cap qua tai
so voi du tinh, va hau lugng truy ¢ap trén trang web du
phong tai Héi Toan hoc Mi cing de doa lam cac may chu
cua vién nging hoat dong.

Gidi todn hoc c6 cam quan vé lich st tt hon so véi
cac nha khoa hoc thuge nganh khac (va nhiéu ngiuoi lap
ludn rang toan hoc gﬁn v nghé thuat hon la khoa hgo).
Hoi nghi thién nién ki noi trém da 1ap lar mét cach co v
thite hoi nghi Paris nam 1900, not ma méot bai th uyét trmh
David Hilbert da cung cap cho Bai hoi Qude té mot danh
muc cac bai toan thiet 1ap 16 trinh toan hoc cho the ki tiép
theo. Hdi nghi ndm 2000 bat dau bing mat bai dién
thuyét ngjn cta Cha tich Hoc vien Toan hoc Clay, Arthur
Jaffe. Ong két thiic bang viéc bat doan ghi 4m bai dién
thuyét néi tidng cua Hilbert nam 1930, mot trong nhing
bai dién thuylt trudc cong ching cudi cung ctia Hilbert,
va la bai dién thuyét dau Hén cua éng dugce phat séng
trén radio. Hilbert 44 dugc trao tang danh hiéu cong dan
danh du cua thanh phé Koénigsberg, noi 6ng sinh ra, nhu
mot viée lam ciia hoi dong thanh phd nham bay té su tén
kinh khi éng nghi huu. Cam dang, Hilbert da chuan bi ki
cang va thuc hién mot budi dién thuyét sinh déng lap
luan rfmg toan bd nén vin hoda cuia cic thoi dai, moi khi
6 lién quan dén su hién biét va khai thac tu nhién déu
duya trén nhing nén tang toin hoc. Ong cong khai chi
trich chu nghia bi quan tri thitc va dong thai cing chi
trich khai nién1 vé mdt su tdon tai nao dé cua mot van dé
khong thé giai quyét dugc.
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Gan bay muoui nam sau dé, mo ngudi trong khan
phong cua Vien Han lim Khoa hoc gan nhu cam thay rd
rang su ring dong K giong néi mach lac, khée khoan
cua Hilbert vang Ion va bai not chuven nay két thue bang
mot cau cua dHng, nay trd thanh cau trao phang: “Wir
mussen wissen, wir werden wissen” (Ching ta bat budc phai
biét, chung ta s¢ biét). Tl ca moi NE L déu biet cau danh
ngodn nay va déu o thé nhan thay cam xiic manh mé cua
Hilbert. Tat ca déu nhan ra rang su trd tréu tang 1én gap
béi. Konigsberg da hoan toan b tan phd trong chién tranh
va sau nay roi vao tay nude Nga.™ Vai thang sau bai dién
thuvét cua Hilbert, Kurt Gadel da chung minh rang
kKhong thé nao tim ra duoc mot hé tién dé logic ma chi
nhd vao d6 ta ¢é thé thiet lap moi két qua co thé nhan
thire dugce trong Ii thuvét s6 ma khong dan dén mot loai
mau thuan nao d6. Logic luén ¢6 gidi han.

Sau bai dién thuvet cua Jaffe, Timothy Gowers, nguoi
da nhan dugc Huy chuong Fields phdt biéu vé tam guan
trong ctia toan hoc. Banyg cach not tranh dic trung cua
gidi toan hoc, ong néu 1én loi ich cta viéc dau tu thong
qua su tai tr¢f cho cac nha toan hov, dé ho ¢6 thé theo dudi

chuyén nganh néeng dua trén cam quan riéng cua ho veé

77 Konigsberg comg 1a nguyeén quan cia Immanuel Kant. Ngay nay
duge goi la Naliningrad, va nguet Nga dén va dan phuc hai lai dan
56 cho thanh phd sau Thé chien 11 Thanh phd dang coa déi véi
ngudi nudc nEoai vao thap ki 1950 Sau khi Lign bang X viét sup
do va su gia nhap vao lién minh chau Au ctia Ba Lan va Lithuania
nam 2004, thanl phd hoan toan bi bao boc bdi cac nudsc thanh vien
lign mumh chau Au. Hién nav nzaa ta dang thao luan vé vide dai lai
tén thanh pho.
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cai dep va su hai hoa. Sau dé mot nguoi tung dugc nhan
Huy chuong Fields khac va la cuu hi€u trudng caa truong
Trinity, ngai Michael Atiyah, va nha Ii thuyét sb néi tiéng
john Tate phat biéu nhiing y chinh va can ban caa bay bai
toan da duoc chon Iam cic bai toan thién nién ki. Tat ca
bay bai todn deu rat noi tieng doi vai bat cu nha toan hoc
nghiém tac nao: ai trong 6 ho ciing déu nhan thac 12
chung cuc ki kho va het site quan trong.

Thay vi dung len cac bai toan ro rang doi hoi su khai
trién ctia mot Ii thuvet hoan toan mdi, ay ban ¢b van Hoc
vién Todn hoc Clay da chgn ¢dc bai toan cu thé, 1o rang.
Mac du quyét dinh dé ra cac giai thudng khéng phai 1a
khong c6 ban cai, va miac di indt sb bai toan khac cang ¢
thé nam trong danh muc dé, khéong ai ¢d thé chi ra rang
cd mot bai todn trong danh muc 1a khong xang dang. Uy
ban da lua chon rat dung din.

Bai toan dau tién duge ndi tdi la gla thuyét Poincaré.
Mac di nd duae chon bai tat ca cac aha toan hoc ma Hoc
vién Toan hoc Clay da tham khao y kién, ™ hiéu (g tam
Ii cua viée gdp nd vao danh sach 1a vo cung 1on. Khi cac
bai toan & trong tinh trang Khéng <6 161 giadi dap trong
mot thai gian dai, sy nan dng ¢6 thé xuat hién. Cé 1é bai
toan khong thé giai dugc la bai vi no ddi hai cic tién dé
manh hon vé 1i thuyét tap hop, hon 1a cdc tién dé thudng
duge st dung. Hay c6 thé phong dodn dung, nhung

= Khi chon cac bai todn, cé hai bai todn ma tAt ca cdc nha toan hoc
déu liét vao danh sach: Gia thuyét Poincaré va Gia thuyét Riemann,

(Xem Jaffe.)
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chang thé giai thich tai sao: s may man tinh ¢ cia mot
su tridt tiéu dai sO o thé lam phan vi du da khong xay ra,
va chang can gi khdc nita dé ndi ca. Hay cé 1¢ bai tadn
khong thuc sy quan trong dén vay. Co thé gia thuyét
Poincaré ¢hi 13 mot khia canh rdt nho ctla mat chuyén
nganh rat nho, rat chuyén biét cha toan hoc got la topo ba
chiéu c6 dién.

Viéc thém vao danh sich gia thuyét Poincaré gui di
moét thong diép rat rd rang: gia thayét nay thuc su quan
trong. Vai toan bo gidi khoa hoc, vai tat ca chang ta. N6 1a
mot phan trong kho tang di sdn trf tu¢ chunyg cva nhan
loai. Am vang «tia hoi thao, nhirng & cudi cung cua
Hilbert qua dai phat thanh, con néi lén nhieu diéu hon
the. Tu tudng cta Hilbert vé viéc khong ¢6 bai toan nao 1a
khong thé giai duge 1a sai lam, nhung su lac quan ¢ ban
cua ong lai hoan toan ding. Chang ta cé the gidi quyét gia
Ihuyét Poincaré. Néu khong phai 1a ban hay 1a td, thi la
mot ai dé & dau db. Va dap an sé la bo ich cho tat ca

chl.’mg ta.

NGUOI1 D0 LA GRIGORY PERELMAN?

Vao ngay 1) thang 11 nam 2002, Grigorv Perelman dua
mot bai bao lén trang www .arXiv.org, mot trang chi truc
tuyén huu giir cdc bai bao bruede khi in, nay da tré thanh
noi trao doi tin cay cua nhié¢u linh vuc trong vat li, toan

hoc va khoa hoc may tinh. Perelman gui mail théng bao
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cho mot sé it ngudi vé su dang bai dau tién. Anh dua lén
hai bai bdo khac vao bon va tam thing sau *™

Bai bao thang 11 d6 ngay lap tic thu hut su chi y.
Ddu tién, bai bdo sang sta va thuc té mot cach a thuong.
Hudng tdi nhiany ai lam viée vai dong chay Ricci, né bat
didu bang mot mo td rht ngdn gon coOng trinh cia
Hamilton: “"Hamilton da kham phd mat tinh chat déng
chi ¢y ctia cac nghi¢m... [da cho phép anh] so sanh dé
cong cia nghiém & cac diém khac nhau, vao cac thoi diém
khac nhau. Nhitng két qua nav dan Hamilton dén mot
vai phong dodn nao d6 ve cau trac cia cac gidi han cua
su bling no trong ba chiéu.. ; véng trinh nay sé chang
minh chung.”*> Dieu gi thé nay? Nhirng chuyén gia ve
dong chay Ricel biét rit ro nhimg phong doan doi hoi ki
nang cuc ki cao nav. Nhing phong dodn nay qua kho,
gin truc tiép téi cac linh vue noi ma Hamilton va nhimng
ngudi khdc dudong nhu da dam vao nhing vach nui
khéng thé vugt qua trong nd luc ching minh phong
doan hinh hoc hda cua ho. Viéc chiang miniy dugce chang
~& tao nén mat sy tién bd Aot pha va cac h¢ qua hinh hoc
theo sau cung € dang kinh ngac.

Pe phong bi hiéu lam, Perclman viét thém: “Viéc

thuc hién chuong trinh Hamilton sé ddn dén phong doan

=1 5. Perelman, "The Entropy Formula tor the Ricei Flow and Its
Geometric Applications”, math.DG/O211139 (11 November 2002),
"Ricei Flow with Surgery on Three-Manifolds”, math.1DG/0303109
(10 March 2003), "Finite Extinchion Time for the Saolutions to the
Ricar Flow on Certain Three-Manifolds”, math.[DG/0307245 (17 July
2003).

= G. Perelman, "The Entropy Formula®, 2.
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hinh hoc cho cac da tap bac ba déng”,* va tiep tuc v
viéc nai rang, mac di anh khéng thé xac nhan hi vong
ctia Hamilton rang d6 cong khong tr& thanh v cung &
mot vai viing khi thai gian tién dén va cuc, anh van ¢6
thé ching minh rang nhimg ving ahu vay ¢é thé sup do
theo mét cach ¢é kiém soat, va diéu nay la da dé rit ra
cdc ket luan ve topo hoc.

Khéng ¢é nha todn hoc nao khong thé nhan ra tinh
xdc thyc cua lap luan. Tiép dé, mot cach khé thé tin duac,
Perelman con Hén xa hon. Xa han nhi¢u. Anh am chi dén
mot mai lkén hé gida dang chay Ricci va mét dong chdy
rat khac nd trong vat It lugng tir két ndi khéng gian d cac
trang thai khdc nhat. O day, tham sd khang phai 1a thai
gian ma la thang &4; va khong yian cua ching ta dugc
md phong khong phai bfmg mot da tap vai mdt métric,
ma bang mot hé thong thu bac cde da tap va cdc métric
lien ket voi nhau bang phuong trinh dong chay Ricci. Su
thay ddi vé mat ban chat trong cdch nhin nhan nhu vay
g0l la1 bar giang tap su cuia Riemann. Nganh todn nay
thuoc vé thé ki mdi va thién nién ki mai, nhung khai
niem vé mot hé thong thit bac cia cac métric ¢6 18 58 lam
hai long Riemann.

Perelman viét: “Chad y rang chiing ta ¢6 mot nghich i
d day: cac vung cd vé nhu xa nhau d mot thang dé cé
khodng cach lon Jai ¢d thé trd nén gan nhau & mot thang
dd ¢6 khoang cich nho hon; hon thé nira, néu ching ta
cho phép dong chay Ricci chdy qua cac diém ki di, cac

= G. Perelman, "The Entropy Formula®, 3.
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vung o cac thanh phan lién thong khac nhau ¢ mot thang
dd co khoang cach lom co thé tra nén ke can nhau...”

Pay 1a mot cau chuyen khoa hoc vien tudng,

Hinh 52. Grigory Perciman

Sau do, hay cung tra ve vai mat dat. Anh viét tiep.
“Do sao di nta, moi lien he nay gitra dong chay Ricei va
dong chay RG [nhom tai chuan hoa) gai y rang dong chay
Ricci phai giong nhu cac dong chay ¢6 dé doc; cong trinh

nay sé ching minh dieu do."” Puge, chiang ta hau nhu da

tra ve vai mat dat. Dong chay c6 dd doc da dugce hieu kha
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ki cang. nhung tuvén bd rang dong chay Ricd ¢b theé
duac xem nha mot dong chay ¢6 &6 dbc lai thé hién mot
nhdn thuc khac mang tinh co sd. Perelman dua ra nhung
y chinh trong bai bdo cua anh, ghi cha rang mudi muc
dau tien dp dung vdi bat ki chiéu nao va khong can gia
thuyét vé dd cong. Ba muc cudi lién quan dén cach tiep
can cia Hamilton cho phéng doan hinh hoc héa. “Cudbi
cung, trong muc 13, ching t6i sé tém lugc so qua phong
doan hinh hoc hoa.”*™ Anh hita hen moét bai bao th hai
vdi day du chi tiét hon trong tuong lai gan.

Thuc ra, Perelman da nd, "Toi visa mot chang minh
duoc hdu hét moi diéu ma Richard Hamilton da phdng
dodn vé dong chay Ricci. Of, nhan tién, didu nav cang oo
nghia la téi da chiang minh phong doan hinh hoc hoa, va
vi vy, t8i cing da chimg minh ia thuveét Poincaré.
Nhung diéu thuc su thnv vi day la toi da chimg minh
rang dong chay Ricci 6 mot vai tinh chat ddng véi moi so
chiéu bat ki ma khoéng ai nghi tdi brude day, va nhang
tinh chat nay dem lai cac hé qua ngac nhién.”

Piéu nay la su két hap hét sue ki quac giva viec noi
gidm noéi tranh va su tio baa. Gin nhu tat ca moi nguyi
khac deu sé bat dau bang “Tai da chang minh @ia thuvet
Poincaré” hay “Té1 da chung nmunh phong doan hinh hoc
hda”. Vi anh khéng bat dau nhu vay, sé rat it ngudi ngay
lap tac tran trong nhing dieu ma Perelman hudng dén.
Tuy nhién, ddi vdi cac chuyén gia vé dong chay Ricci,
tuyén bo cuia Perelman da gay sung s6t. Nhiung khia canh

M G. Perelman, "ILhe Entropy Formula", trang 4.
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mang linh ki thual ma anh nhac dén la ci m6t tran dau
béng nhung anh lai nhin kién dinh vao nhimg diéu trén
tam cua tran bong dé. Perelman biét rang ching minh
nay cua anh cho gia thuyet Poincare la nhimg tin tirc gay
chan dong, nhung gan nhu la anh da mudn 1am giam di
tam guan trong ctia n6. Gan nhu khong ai nhan ra y
nghia thuc su trong thong bdo cua anh, nhung nhimg ai
da nhan ra thi lai khong nhan xét gi ca.

Bai bao cua lerelman trai ngugc vdi tuyén bd cta
Mariin Dunwoody cua Bai hac Southampton vai thang
trroc, ring ong da kham pha mot chimg minh cua gia
thuyét Poincaré dua trén  thuat itvan Rubinstein-
Thompson. Rourke da chi ra mét sai s6t, Dunwoody rit
lai bai bido. Dunwoody ta mot nha toan hoc rat dang kinh
trong. Nhung bai bao cba Perelman nam & mot cap do
trong dai hoan toan khac - bai bdo vupt qua ca tham
vong, va gia thuyet Poincaré hay tham chi ca phong doén
hinh hoc hda cung khéong phai la muc dich chinh cua nd.

Tat ca moi bai bao vai sy pha trdon gitra mot 1am niin,
su can trong va uv tin cua Perelman khong sém thi mudn
déu sé thu hit sue cha y cia moi nguai Nhung Perclman
lac 46 khong han 1a mdt ngudt khong tén tudi. Bi lang
quén thi co thé, chi khang he vo danh.

Khi con nién thiéu, Perelman da ting chién thang
trong cac & thi Olympic todn hoc toan Lién bang X6 viét,
Chat lugng cua viéc giang day toan hoc o Lién X rat cao,
ké Ry nhimg nam con la koc sinh nho tudi cho dén giai
doan nghién cau sinh, vai sy tham gia cua cac nha todn

N - - - A -~ - .
hoc vao cac chuong trinh tiéu hoc va trung hoc. Cac sinh
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vién cé nang khiéu duge phat hién som, trong mat truyen
thong manh mé cua su dan dat. Perelman da tung 1a hoc
sinh cia mét trudng trung hoc chuyén todn-Ii ndi tiéng &
Saint Petersburg.™ Nam 1982, anh la mat trong ba thi
sinh dat diém tbi da trong ki thi Olympic V'oin quéc té tai

250

Budapest.

Diu nhitng nam 1990, Perelman trai qua mot s nam
nghién cru sau tien si tai Mi, noi ma tai nang cua anh da
gay duoc chd ¢, va ngiy nay van con dugc nhd dén. Bén
nam 1993, vao di 27, anh da dat duge nhieu thanh tuu:
Anh da [am sdng rd hon K thuyét vé cac da tap cd do cong
bi chan dudi béi mot gia tri lon han khdéng. Anh ciing da
gial quyét mot bai todn quan trong trong hinh hoc
Riemann goi 1a giz thuyet Soul, ddi hdi phai xac dinh ban
chat cac da tap cé d6 cong dugc phép bang khong. > Néu
dd cong ludn 1oén hon khang, thi da tap dé d(;mg phoi vai
khong gian Euclid. Perelman da chi ra rang néu do cong
bang khong & mot s6 vung va Idn hon khdng & cac vung
con lai, thi s&€ ¢6 mot vang cuaa khong glan, goi la ving
Sond, chura tat ca cac tinh chat topo cua da tap theo mat
nghia nan dé. Néeu d6 cong khong bao giad nhé hon
khéng va néu khi chi can ¢6 mot diém ma ¢ dé 4o cong

lon hon khong, thi theo Perelman, vang Soul chi la mdt

= Trudang trung hoc Lenimgrad 6 239,

e Ha thi sinh kia 1a Bruno Haible cva Birc va Lé Ty Quaoce Thang,
cua Viét Nam.

"7 NG dbi hoi da tap phai la khong compac va phay hoan chinh.

Hoan chinh 6 nghia 1a moi bien bat ki (hav cac diém mat tich) phai
cidch nhaw rat xa.
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diém duy nhat, va da tap do phai d611g phdr vai khong
gian Euclid.”™ Bai bao dugc in nam 1994, nam ma bai bao
cudi cung ctia anh duoc phat hanh. Nam d6, anh dugc
mdi dién thuyét tai Dai hdi Toan hoc The gidi dién ra &
Zurich. San dv, anh quay trd vé Nga va gan nhu mat tich.
Nam 1996, anh nhan dugc giai thuong caa Hé Toan hac
chau Au nhung khéng bao gidr xuat hién dé nhan giai.

Chuyén mon cua Perelman hoan toan thudc vé linh
vire ma f dé moi ¢b ging st dung cac phuong phap hinh
hoc vi phan dé tin cong gia thuvér Poincaré déu da thdt
bai. Cong trinh cna anh vao dau thap ki 1990 lién quan
den cac da tap c6 nhing viing ma & do d¢ cong bang
khong - chinh xac la nhing vung noi ma dong chay Ricei
lam phat sinh cac diém ki di va nganh giai tich bat hrc.

Va con mdt didm bae cudi cung. Perelman da la
thanh vién cua nhém vat i toan hoc & phan vién Saint
Petersburg ctia Hoc vién Steklov.™ Bdy 1a mét nhom
huyén thogi da ¢6 cac ddng gép mang tinh quyét dinh va
nén tang cho sy hiéu biét cua ching ta vé phuong binh vi
phan timg phan. Vai thap ki trude khi qua ddi vao nam
2004, tinh than cua Olga Ladyzhenskava la ngudn cam

. - . . R .= . P . . .
hung; nha toan hoc kiéu diem va xuat ching nay c6 cha

“* G. Perelman, "Proof af the Soul Conjecture of Cheeger and
Gromoll", Journal of Diflerenttol Geonetryy, 40 (1994) 299-305.

= Vién Steklov la thanh vién caa Vién Han lam Khoa hoe Nga.
duye doi ve Moscow vao nam 1940, Con phan vién Samt
Petersburg van nam & chd cu, thinh thoang cd var sur tranh dua

than thién nhung quy &t fict gira nhiéom @ Moscow va nhom & Saint
Petersburg,
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bi hanh hinh ma khéng xét xir bov chinh quyén cua
Stalin®" d3 danh tron ddi cho todn hoc. Rat it trung tam
khac ¢6 su tap trung cdc ca nhan hiéu ro hon ho nhung
diém tinh té trong biéu hién cha cic dap an cua cac
phuang trinh tich phan parabolic plu tuyén tinh - 1gp cac
phuonyg trinh ma dong chay Ricci thuooc ve. Tham chi con
it hon nira nhang trung tam c¢é duge su lanh dao ctia mot
cd nhan xudt sac han thé, nhidt thanh hon thé va thau
hiéu duoc sif tan tam cong hien dén nhu vay.

Khang qua laun sau do, du luan phan ung lai qua
bom cam lang Perelman. Cac hop thu di¢n ta som bi
tran ngap. Tam ngay sau bai bao thang 11 cua Perelman
duge dua lén, Vitali Kapovitch ctia Pai hoc Califorya tai
Santa Barbara giri email cho Perelman: "Chao Grisha, xin
16i vi 1Am phién anh nhung rat nhiéu ngudi hoi 161 vé

van ban chd in an "Cong thace entropv cho dong chay

= Bidn ¢d nay duoc md ta chi tidt trong cudn sdch The Gulag
Arclupelngy (New York: Harper and Row, 1973) cua ban ba Ja
Alexandr Solzhenitsyn. Ladyzhenskayy dong (hai cong 1a ban than
cua nha tho Anna Akhmatova. Xem thény mot cudn tiéu su day
cam dong ca ngod tinh cach cong nhu thinh qua toan hoc cua
Ladyzhenskava cuny nhiéu bizc anh trong & Fredlander, P lax, C.
Marawctz, 1.. Nwenbery, G. Seregin, N Ural'tseva, and M. Vishik,
"Olga Alexandrovna Ladyzhenskaya (1922-2004)", Notices of thie
Anmierican  Mathematical  Soctety 31, no.o 1T (2004):  1320-1331.
Ladyshenskava cé cac dong gop quyet dimh cho su hidu biét cta
chung @ vé phuong trinh Navier-Stokes, phaong trinh chi phdi
dang chay cta chat 1dng va do vay lien quan dén du bao that tiét
(bau khi quven cda ching ta cing 1 mét chat 1ong). Phuang trinh
nay cang la chu d¢ cua mgt bar toan thién nién ki khiac cvua Hoc
vicnt Toan hoc Clav.
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Ricci.." cta anh. Liéu t&i hiéu thé nay cé ding khéng,
rz:mg mac du anh chua thé thuc hién tat ca cic budc
trong churong trinh Hamilton, nhung anh c6 thé thuc
hi¢n mot lugng vua du sao cho béng cach su dung cac
ket qua sup do, anh cé thé ching minh phong doan
hinh hoc héa? Vitali." Email tra 1 dén mot ngay sau,
"Ping vay. Grisha."™

Nghi ng¢ pha lan hi vong. Cac nha hinh hoc va cac
nha giai tich chd doi bai bao tiép theo ciia Perelman cung
cé\p thém chi tiét dé hoan thanh chiang minh da duoc
phéac thao trong Chuong 13 ¢& bai bao ddu tién cta anh,
Bai bao hoan toan thién vé mat ki thuat nay dugc dua tén
trang www.arXiv.org vao ngay 10 thang 3 nam 2003.
Trong ds, Pereliman stra lai phat biéu cia hai két qua
trong bai bao dau tién, tuy nhién vin déng thai ching
minh rang sy sta chira nay khong dnh huong dén cac két
luan. Thang sau, Perelman tham nudc Mi, thuyét giang
tai Cambridge va Stony Brook nhu da dé cap & Chuong 1.
Khi quay trd vé Nga, anh gui thém bai bao thi ba vao
ngay 17 thang 7, trinh bay mot két qua thién hon veé giai
tich, két qua nay cho phép anh sir dung bai bao dau tién,
va - it khé khan hon - phan nua bai bao thi hai dé mot
cach truc tiép chimg minh gia thuyét Poincaré.** Mot

** Poan trao ddi nay duoc chuyén dén Don Davis & trudmg Lehigh,
va duoc dé nghi dua 1én nhom trao déi topo dai s6 ma Davis diéeu
hanh.

** Thuc ra, anh ching minh ¢d mdt phong doan khéc nira cua
Thurston, phong doan ellip hoa (elliptization conjecture), noi rang
moi da tap ba chidu véi nhém co ban hiru han 6 mét métric c6 d6
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thang sau, Tobias Colding va William Minicozzi tim ra
mot cach chirng minh khac don gian hon, thién vé hinh
hoc hon cho két qua giai tich nay.

Trong su6t ba nany Ké tir khi bat bdo dau tién cita
Perelman duge dua 1én, cong trinh cta anh ludn nhan
duoc sy khao sat ki Judng chua timg ¢ trong tién lé.
Bruce Kleiner va Jahn Lott cua Pai hoc Michigan da lap ra
mot trang web liu trit nhimg nhan xét chi tiet ve cac bai
bao cua Perelman.™' Ban chép tay cac bai giang cua anh
cung dugc dua lén.

Hoc vién Toan hoc Clay, cé nhiém vu tai trg va
truyen ba toan hoc ngay 1ap titc c6 hanh ¢ong. Thang 11
nam 2003, Richard Hamilton nhan mot giai thudng
nghién cu cda hoc vién nay cho ¢dng trinh vé dong
chav Ricci ctia 6ng Lottt va Kleiner, ngudi da ghi chu cho
bai bao dau tién ciia Perelman nhan dugce tai tro cua hoc
vién dé viet mat van ban md réng mang tinh huang dan
va rat chi tict cho tirng dong trong bai bao thu hai cta
Perelman.” Thang 8 nam 2004, vién d3 md ra va dan dat
mdt workshop kéo dai moét ruan tai Princeton, vai sy
tham gia ctia khodng mét ta ngudi cé lién quan mat thiét

dén cong trinh cla Perelman. Xhoa hoc mua he kéo dai

cong duong khéng do Phory dodn nay it tdng quat hon phong
dodn hinh hoe héa, nhung téng yuat hon giad thuyét Poincaré theo
Ngay sau do.

*> www.matlt [sa.umich edu/researchmeaflow/perelnan html

“ Nhung hudmyg dan nay duge gui dang va dua 1én mang tai
www arXiv.ory. Xem thém B. Klewner, J. Lott, "Notes on Perelman's
Papers", math.DG/0605667, May 25. 2006 (192 trang)
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bén tuan cua vién nam 2005 danh riéng cho chuyén dé
dong chay Ricci. Khda hoc nay gom mot Toat séri bai
giang truyén tai dén cac nghién cuu sinh, ma ki yéu cua
no sé dugce sdm xuat ban. Nha todn hoc Gang Tian cua
Pai hoc Princeton™ va nha toan hoc John Morgan cua
Dai hoc Columbia nhin ducc sir hd tra mot phan dé
thic day tién trinh cta cudn sach sap ra, viét vé cong

e

trnh cua Perelman.”

Cac xé-mi-na nghién ciu dien ra trén toan thé gid
ban ve vic ket qud cta Perelman. Cac nhém nghién ciru &
Grenoble, Trieste va Munich 1am sang té thém nhiéu chi
Hét. Thing 6 nam 2005, Gerard Besson trinh bay vé eong
trinh ctia Perelman tai xé-mi-na nodi tiéng ca nhém
Bourbaki & Paris ™ Sau xé-mi-na kéo dai mdt nam tai

Harvard, Huai-Dong Cao va Xi-Ping Zhu*® viét mot bai

*31 Ge d6, Than van gia mét vi 1 tan MIT

= 1. W. Morgan, G. Tian, "Rica Flow and the Poincaré Conjecture”,
math.DG/O607607, July 25, 2006 (473 Irang).

=7 (5. Besson, "Une nouvelle approche de I'étude de la topologie des
variétés de dimension 3 daprés R Hamilton et G. Perelman”,
Séminaiyve Bowrbaki, 57¢me année, 2004-03, na 947, Juimn 2005.

* Ca hai déu 1a sinh vién cta Shing-Tung Yau, nha toan hoc cia
Harvard ma chung ta da ndi & trén trude, ngudi nhin Huy chuong
Fields nam 1983 cho cong trinh vé viée sir dung phuong trinh vi
phan timyg phan dé thiét 1Ap st ton tai clia cac métnc cva cac da tap
khac nhau Yau & mét trong nhiang nha toan hoc ¢d anh huong
nhat than nay, va 13 mét bac thfiy vé viéc rat ta cac két luan hinh
hoc tr phuong trinh vi phan tiang phan. Xi-Ping Zhu dén to Dai
loe Zhongshan & Quang Chiu, Trung Quédc, con Cao dén ti Pai
hoc Lelugh. Yau va Caa tiép tuc t chue cdc workshop vé dong
chdy Ricci (xem, vi du, www.math.harvard.edu/rice, neci.pdf).
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bao dai giai thuch nhiéu khia canh trong céng trinh cuta
Hamilton va Perelman, déng thai dua ra mat cich tiép
can khac cho mot vai tinh toan caa Perelman.™ Cac vien
toan hoc khac, & Mi va chau Au, cang vgi cdc nha toan
hoc trén khap thé gidgi da dong vai tro to ldn trang viéc
fim hiéu va viét lai nhan thic cua Perelman.=™

Nhung ngudi nay da dem lai cho tat ca chiing ta mot
sy hiéu biét ddy du hon vé cong trinh cia Perelman.
Hamilton da phan 16p cac diém ki di cia dong chay Ricci
va bat dau mot su phan tich so bd vé chung. Nhung cac
diém ki di la nhitng thr ma cic nha toan hoc ¢b tranh.
Ngugc lai, Perelman mao hiém di sdu vao nhirng vung &
gan cac diém ki di cuia dong chay Ricci. Anh tim thiy su
auat hién bat ngé cta cée diém thong thudng, khi ma do
cong trd nén qua lon dén ndi khang gian cua da tap 6
nguy ¢d phan huy, va anh dua ra ciac cong cu toan hoc
mai dé do dac su sup 6 tiém an. Anh ching minh rang
viéc chi c6 moét loai diem ki di duv nhat 1d khong thé xay

* H.-1D. Cao, X.-P. Zhu, "A Complete proof of the Poincaré and
Geomcetrization Conjectures-Apphcation of the Hamilton-Perelman
Theory of the Ricci Flow”, Asiin foronal of Mathematics 10 1o, 2 June
2006): 165-492.

" Brian Conrey, Giam dac Vién Toan hoc Mi va David Eisenbud,
Gidm dbc Vién Nghién cau Khoa hoc Toan hoc tai Berkeley, da td
chire cac workshop vé cang trinh cua Perelman. Con & chau Ay,
Jean-Pierre Bourguignon (Giam ddc Vién Nghién ctu Todn hoc
Cao cAp (the Institut des Hautes Etudes Scientifiques) & Phap) va
Gerhard Huisken (cta Vién Albert-Einstein vé vat li trong luc cua
Hdi Max Planck (Albert-Einstein-Institut fiir Gravitationsphysik) &
Pixc) lap ra cac nhom ngliuén cuu.
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ra, va nhimg loai khac biéu hién theo mot cach cé thé
kiém soat duge. Trén thuc té, ban chit tu nhién mang
tinh hinh hoc cda dong chay trd nén hau nhu rd rang &
gan cac diém ki di. Perelman chj ra rang, khi dong chay
chuyén dich, nhirng ngi ma diém ki di xay ra trd thanh
cac manh cé thé duogc cat réi khdi da tap nguyén thuy-va
nhing manh nay ¢é cac dang hinh hoc mang tinh dong
nhat theo nghia ctia Thurston. Sau khi cic manh nay
dugc cat ra, ta cé thé khai déng lai dong chay Ricci va dé
nd chuyén dong cho dén khi cée diém ki di mdi sinh ra va
cung voi chung 12 cac khu vuc mdi mang nhiung dang
hinh hoc ¢6 tinh déng nhéat. Ta lai ¢6 thé cat nhirng khu
vuc nay roi ra va khadi dong lai dong chay.

Khéng cé su tac dong tuong hé nao cé thé gan hon
niya gita hinh hoc va topo hoc ma ta cé thé tudng tugng
duge. Gan nhu 1a phong doan hinh hoc héa caa Thurston
va dong chay Ricci dugce sinh ra cang nhau. Dong chay
Ricci 1a mdt ¢d may xi1 Ii &a tap, kéo dai va dinh dang, cét
thanh cdc manh c¢d cac dang hinh hoc ddng nhat. Cudi
cung, toan bd da tap dugc phan chia thanh cic manh
hinh hoc. Cac thao luan chi tiét vé cong trinh cna
Perelman bai John Morgan, Michael Anderson va Laurent
Bessieres phat 16 con duong than bi ma theo do, dong
chay Ricci thue sy hoan thanh phép chia mdt da tap bac
ba thanh cdc manh nhd mang mot dang hinh hoc déng
nhat.

VM. T. Anderson, "Geometrization of 3-Manifolds via the Ricei
IFlow", Nofices of the American Mathematical Society, 51, no. 2 (2004):
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Két qua cudi cing khdng thé lam ha long hon duae
nira. Hay 1ay médt da tap bac ba khéng bién va khong kéo
dai ra mai mai. Ta co thé s dung cac phuong phap tieu
chuan trong topo vi phan dé dem Yat cho né mét cau truc
hinh hoe. Con bay gidy, hay xem adt dong chay Ricei va dé
da tap tién tnién cung né. Neu da tap 1a don lién inghia la,
néu moi vong 1ap én no ¢o thé co rat thanh mot dien
thi Perelman chimg minh rang dong chay Ricdi, ¢ lé sau
vai phan tich khong giy hai, rot cudce <& lam tron cac diém
cuc tri ve dd cong, tao ra mot da tap ¢d do cong duong
khéng doi, dong phdi vai da tap nguyén thuy. Sau d6, cac
lap luan xura ca ma ai cimg, bict, chi ra rang mot da tap ba
chicu don lién c6 do cong dusng khong d6i nhit thiét
phai 13 khéi cau ba chi¢u. Vi vay, cong trinh caa Perelman

da ching minh gia thuyét Poincaré.

CON HINH DANG VU TRU THI SAQ?

(J Canton, viing cuc Bac cua bang New York, cuu sinh vién
cua Thurston, nguet da gianh duge hoc bong “"thien tai"
MacArthur danh cho nghien cau sinh - Jeff Weeks - sap
xep cac nghién ciru nham xac dinh hinh dang vu tru.

Weeks thudc thé hé nhing nha toan hoc mdi, sit dung

184-193. L. Besseres, "Conjecture de Poincaré: la preuve de R
Hamilton et G Perelman”, Gazvite des Mathematiciens 106 (2005): 7-
33§ W Margan, "Recent Progreas on the Poincaré Conjecture and
the Classification  of  3-Manifolds", Budletin  or  the American
Mathematicn! Sociecty 42 (2005): 57-78.
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internet dé Jam viéc cach xa cac trung tim nghién ciru cha
dao. Anh dieu hanh trang web, www.geometrygames.org,
noi luu b modt s6 chuong trinh cho phép ngudi xem dién
khién tau khong gian trong cac va tru ¢ hinh dang khac
nhau.

Néu v tru khdng qua 1an so véi tubi ala nd, va him
han nhung khong bién, tlhy ching ta phai ¢ kha nang
quan sat xung quanh né. Co mét sd sy phic tap, bdi dnh
sang di chuyén v the d6 hitu han, va vi vay viéc nhin ra
Xa démg nghia vé viéc nhin ngugc lai qua kha. Nhung
nhu viy ching ta sé phai nhin thay rit nhiéu hinh anh
cia cung moét thién ha day sao. N6 luc ghép cac vung
khac nhau trén bau trai vai nhau dan dén mot bai toan vi
dai vé thong ké goi la tinh thé hoc vii bru. Cac vong lap
dang khong thé co rat thanh mot diém sé nhd 1én nhu
cdc dau nhan trong bidu do tan sé su tdich cdap - mdt cong cu
toan hac su dung dé tim kiém tinh tuan hoan trong di
liéu. Néu v tra di nho, su thiéu véng cdc diém nho nhu
vy sé gai v ranyg v tru ciia chung ta 1a don lién,

Trang madt vi tru.nho 0 mic vua da va khong don
fién, mot tap hap dda liéu khac dén tir vung goi la cdc bé
mdt phdt tin cudi cing ¢d thé cho phép ching ta suy ra
hinh dang coa v tru trong mat s6 trudng hop nao d6.
Cac bé mat phat tan cudi cung sé giao nhau, va cac vong
tron mo xuat hién doc theo cac viing giao nhau sau khi da
tinh trung binh d6 nhiéu nén. Bo cuc cla cac vang tron
nay sé cho phép ta xdc dinh bé mat cia khdng gian,
Nhimg nam dau tién cta thé ki 20 da didn ra mét cudc

~ - - ~ -~ - A 4 - -
Hm kiem cac vong tron cé thé cho thay vi tru cd topo
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gidng nhu khong gian khor musgt har mat cua Poincaré.
Tuy nhién, vong tron duge mong doi nay co vé nhu
khong ton tai. Hoac vi vii tru qua 1an, hoac vi nd la mat
iGi cau, ma cang c6 thé vi nhém co ban cia né khac c¢a
hai truimg hop kia. Mot kha nang khac 1a, mét vai nguon
nhiéu tir mot <4 vat thé che khuat cac vong tron nay.

Hién tai, mot =0 quan sat thién van goi ¢ rang do
cong trung binh cia vi try ching ta la rat gan voi
khéng.”? Phan 1on cac nha vat i thién van tin vao mot va
tru phang chiém tu thé, mac dit nguay ta khong thé loai
bd kha nang v tru cd dé cong duong chi 1on hon khong
mot chut (Baag ching thuc nghiém duong nhu loai bo
kha nang vu try ¢é dé cong am.). Nhar cong trinh coa
Perelman, chung ta biét dugc rang, néu chi c6 mot sb
luony, biru han cac vong lap déng khdéng tuong duong
trong vi tru, thi va try phai <& 46 cong duong. Tuy
nhién, cadu héi vé hinh dang vii tru van con dang rat rong
md.

Riemann da tirng dua ra khai niém da tap nhu mot
mé hinh toan hoc dé kham phd cac khu vuce khic nhau
cua hhong gian. Trong bai dién thuyét nam. 1854, Ong
nhan xét rang du sao cang phai ton tai cac mé hinh khac.
Nam muoi nam sau, Poincaré hoan thanh céong trinh cuaa
minh vé topo dai s6, dé lai cho chung ta gia thuyét
Poincaré. Gan mot thé ki sau nira, Perelman trao cho

AT Z a N - M . a £ , 2

7- Két ludn nay rat ra bang viéc ket hgp quan +af tu ba ngudn khac
nhau: buc xa nén va tru, vu nd siéu tan tinh Joai 1a, udc tinh khéi
hrng
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chung ta mot mén qua co thé so sdnh vdi man qua ma
ching ta nhan Lr Pomncaré va Riemann. Khang thé cd
chuyén be mat Trai Dat va vi tru ¢6 hinh dang giong nhu
cac da tap néu chang dugc quan sat & mét ti 16 nhat dinh.
Néu nhin gan hon vao bé mat Trai Dat, chuing ta sé thay
cd nhing cay cau - <& ty nhién 1an nhan tao - lam thay d6i
topo ciia né. Nhm gan hon nira, bé mat Trai Dat khong
con tran nhan ma trd nén ron rac, duac tao thanh béi cac
nguyén tr va phan tu khac nhau. Cong giéng nhu vay,
v tru ¢é thé két nd theo nhidu cach véi cac da tap ba
chiéu nhé & gan cac 16 den. Nhin gan hon nua trong
chinh khong gian dé, né gidng nhnr mot laai bot luaong tir,
cd thé la vér rat nhiéu hinh cadu nho ¢é nhiéu chidqu han
dinh vdi moi diém. ML vat the nhu vay vé cac topo khac
nhau tay thudc vao cac H 1é khéc nhau chac chan sé dugce
md hinh héa tot hon bang cac ddi tuong cia tadn hoc
luong t, loai do tugng ma Perelman da thodang nhin ra.
Rigmann ¢d 1é cang dong finh.

GIAI THUONG

Chi trong vai nam dau cia the Xi 20, da rd rang rang
phuong phap hoat dang ctia cong ddng toan hoc sé rat
Khac so vo1 thdoi quen caa gidgt todn hoc vai thap ki trurdc
du. Nhimg ngudi to chie cua Hoc vién Toan hoc Clay dat
ra gid thuyeét rang bat ki nha todn hoc nghiém tdc nao
cang sé cong b két qua ctia minh trén mot t& bao nao do.

Trén thuc té, dieu I¢ nguyén gbc nhan manh rang nhirng
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[ giai du diéu kién dé nhan gidi thuang thien nién ki
phai xuat hién trén mot tap chi toan hoc dudge ddnh gia 1a
danh tiéng trén toan thé gidi, va s¢ duge chidp nhan
khoang hay nam sau. Mdc du Perelman khong giri cong
trinh cia minh dén tap chi nao trong hon mot thap ki,
anh chac chan di cang bd cong trinh cua minh sao cho
cac dong nghié¢p co the kiém tra. Bay gid, diéu Ié cva vien
chiap nhan sy cong bo o cac dang khac.

Boi sy thuc la Perelman duong nhu khong quan tam
dén gial thuong nay, va thuc ra da bat dau lam viéc voi
gia Lhuyét hinh hoc héa vao nam 1995, rat lau trudc khi
bay gidi thudng thién mén d dugc dua ra, ta ¢6 thé dua
ra cau héi rang nhimg giat thudng thién nién ki nay <6
déng vai tro gi hay khéng trong viéc giai dap gia thuyét
Poincaré, Khd ki la, cau tra 1o 1a ¢, nhung khéng theo
cach ma nhing ngudi té chic tudng tuong. Mot két qua
phttc tap nhu cua Perelman ¢6 té khong thé nhan duoc su
Chfip nhan nhanh va rong rai nhu vay nén khong co su
tro giup dung lac tir Hoc vién Toan hoe Clay. Hoc vién
nav khong hd tro Perelman, ma dung han ndg hé trg
nhimg ai ¢6 thé héu duoc cong trinh ctia anh va truyén
dat lai cho nguoi khac Su bintt duyét 1a rat quan trong
trong toan hoc. Viée dam bao mét cong trinh la dung cho
phép nhing nguai khae dua vao né va dién dat lai né
theo cach khdc. Nguac lai, su chdp nhan do sai lam mot
Két qua khong ding ¢ thé giét chét ca mot linh vgc. Binh
Quydt tot doi hoi hiéu bidt, va hidu biét nghia 1a nguai ta
phai tdi tao todn hoc cho minh. Tai tao, vui thay, lai dé

hon so vt viée sang tao hay kham pha, nhung du sao



Dap an trong thién nién ki moi 391

cung khong phai la tam thuong. Cong trinh caa Perclman
si dung cong cu caa nhiéu linh vuce khac nhau va cuc ki
tinh t&. 1t ngudi ¢ kha nang danh gid né mot cach dang
dan, va néu khonyg co hd tro tie Hoe vién Todn hoc Clay,
mdt sO trong & it nguMm nay sé khdng cb thoi gian dé
binh duyd¢t céng tinh cta Perelman bdi didu nay sé kéo
ho ra khai nhwmg cong trinh ma ban than ho dang phai
thuc hien.

Fhém vao da, dén cudi nam 2003, tat ca moi dau hiéu
déu cho thdy chang minh cia Perelman la ddng. Tai mot
cadc gdp g& o Treste thang 6 nam 2005 dé kiém chang
tién do nghién cu trong hinh vuc cac da tap bac ba dum
SU soi sang tur cong trmh cua Pervelman, nhinmg nguoi
tham gia da xem ki lai toan bO cac bai bao cua Perelman
va bo phicu cing nhan rang gia thuyét Poincaré da duoc
chimg minh.”' Duong nhién, day khong giong nhu cac
qua trinft binh duyét can thin va dac lap, nhung 46 la
mot dan ¢y mang tinh hi vong. SO lugng cac chang
minh nham 1an truce do duge dé xuat cho phong doan
nav da lam cho moi ngudoi cAn than, va cac lap luan sir
dung phirong trinh vi phan timg phan duge biét la aure ki
kho.

T Trung tam Quace (¢ Abdus Salam ve vat e thuyéet JCTP) o
Trieste da to chire mot 56 budi hop mat cﬁp cao tat Trieste moi nam
danh neng cho cac chu dé tronyg vad i li thuyét va toan hoc, Thang
6 nam 203, dat bicu tai trudmng he ICTP A hoi thao ve huinh hoe va
topo cua da tap Lic ba xac nhan chirng minh (Xem "Shapes, Spaces,
and Spheres”, Newos frove [CTP, Stammes 2005.). Khony can phai ban
cag, Mot 1d phicdu loar nay rat Khidc so Vo1 mot qua tmnh binh duyet
¢an than.



392 GIA THUYET POINCARE

Sau do, mot cach bat ngd, thang 6 nam 2006, cic tin
don bat dau lan trén internet cho rang c6 thé ¢g mat so
van dé trong cdc bai bao cua Perelman. Cac ban dich tu
bao chi Trung Québc cho rang cé mot sb 16 hong trong
cliang minh phong doan hinh hoc hda ctia anh, nhung
chiing da dugc Jap nho hai nha todn hoc Huai-Dong Cao
va Xi-Ping Zhu.” Ngudi ta da trich dan nhu thé do 1a lai
cua Shing-Tung Yau, nha todan hoc da nhan Huy chuong
Fields da cong bd trude mdt hoi thdo toan hoc Jon vé li
thuyet diy & Bac Kinh rang, céng trinh ctia Cao va Zhu la
tuyét d6i trong yéu bdi vi cdc 10 hdng trong cong trinh
cua Perelman {a kha lan. Su map mo bat dau khi cac
thong tin irai nguge nhau lan truyén. Ngay 25 thing 6,
Hoc vien Toan hge Clay da dua len mang, ma khong kem
theo mét i binh nao cta cac duong lidén két trén trang
nhd cta vién dén cic trang web ¢4 chia bai bao ciia Cao-
Zhu, quyén sach cua Morgan-Tian va ban thao chd in ca
Kleiner-Lott, cung v mot duong dan dén trang web ma
Kleiner va Lott quan Ii, va dén cac bai bdo cua Perelman.
Chuyeén gi dang xay ra? Li¢u cac lap luan cia Perelman ¢é

sup do? Phai chang gia thuyét Poincaré con bi nghi ngar?

=4 Nem ban bdo cio bn tic cga Xinhua tu 4 thang 6, 2006

(news. xinhuanet.com/enghsh/2006-D6/04/content-4644754 1 tm).
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Madrid,
thang 8 nam 2006

Dai hdi Toan hoc Thé gigi khai mac ngay 22 thang 8 nam
2006 tai Madrid. Gan bon nghin nha toan hoc tir 120 nudc
da dd v¢ tha do Tay Ban Nha nhing ngay trudc.

Chura bao git co dai hoi toan hoc nao duge mong cha
rong rai dén nhu vay. Hang thang trai trudc do, cac
thong cao bio chi dua tin s6 phan cha gia thuyét Poincaré
s¢ duge lam sang to trong dai héi™ Richard Hamilton
duoc mai doe dien thuyét toan thé dai hoi dau tién, John
Morgan cung dugc sap xép dé doc bao cao ve gia thuyet
Poincare. Cac hoat dong cua mua hé cang lam cho khong
khi thém phan hao hirc. Trong suét mua hé, mdi quan

** Thong cdo bao chi chinh thic dau tién cua dai hoi vao thang 4,
tize dung 5 thang tnrde khar mac, da khang dinh rang gia thuyét
I'oincaré sé la tam diém cia hoi thao. Cang trong cong bd d6, vi
chi tich ngudi Tay Ban Nha cia Uy ban diéu hanh, Manuel De
Leon da cho ring ddp dn cia Perelman cho gid thuyét sé duge
chinh thitc chap nhan trong dai hoi. Nhimg théng cio tiép theo chi
tap trung vao diém chinh nay.
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tam vé kha nang phong doan da thac su duoc giai dap,
vd nghi van liéu lap ludn cua Perclman ¢é dang hay
khéng cang ngay cang lon hon. Liéu anh c6 duge nhan
Huy chuong Fields khong? Diéu kién ctia giai 13 nguoi
nhan phai it hon bon muoi tudi vao tha ng 1 cta nam trao
gidi. Perclman budc sang tudi bdn muoi ngay 13 thang 6
nam 2006, vi vay dav la 1an cudi cling ma anh thoa man
diéu kién dé nhan gial. Liéu anh co xuat hién khong? Va
lieu Uy ban Fields ¢6 trao gial thudng nay cho nguaoi tu
chdi né khong?

Cau chuvén tran ngap trén bao chi. Cac bai bao vé gid
thuydt Poincare va vé ban than Perelman xuit hién trén
toan thé giai. Ngav khi dai héi bat dau, bao The New
Yorker in mot bai bao giy rung dong cua hai phong vien
dugce kinh trong ching minh rang, Shing-Tung Yau da ¢
tinh day 1én nghi van ve két qua ctia Perelman o Trung
Qudc nham gianh thanh tich cho hai sinh vién cua
minh 7 Cic phéng vién nav da bav dén Saint Petersburg,
tham Perelman, va thuat lai rang nha todn hoc an dat ndy
s& tir choi Huyv chuong Fields,

Hoi nghi nay Ja dai héi (todn hoc) quoc té dau tién to
chuc tai Tay Ban Nha, va Madrid 1a mot noi ddc biét thich
hop. Chin thé Wi trudc, cach Madrid khoang 400 dam, ¢
lan can thanh phd Toledo, cac ban dich sang tiéng Latin

cua Gherard xa Cremona nhang codng trinh cia ngudi

¢ Sylvia Nasar va David Gruber, "Manifold Destiny: A Legendary
Piroblem and the Battle over Wha Solved It", The New Yorker
(August 28, 2006), 44-58



Madrid, thang 8 nam 2006 395

Ardp vé toan hoc va khoa hog, va cc ban dich ctia ngudi
Arap va cac cdng trinh khoa hoc cua Hi Lap, da lam déy
1én lan séng hoc thuat J chau Au. Cac ban dich cua dng
Ve nhimng tac phfim cua Euchd, Ptolemy va cac binh luan
cua al-Nayrizi vé tac pham Co s¢ da khoi mao cho viée
thanh lap cac truong dai hoc dau tién.

Nhiing nha toan hoc Tay Ban Nha da nd luc hét sirc
dé chao ddn cac démg nghiép. Dang nhu su nhan xét dély
tu hao cta hg, hoi nghi nay la sy quy tu dong daa nhat cac
nha toan hoc & Madrid ké tir nam 1381, thoi diém ma quyét
dinh roi do vé Madrid da khién Madrid trg thanh noi tap
trung nhicu nha toan hoc nhit thai dé & chau Au. Vua
Juan Carlos lam chu 1€ trao cac Huy chuong Fields. Vi vua
ndi tiéng nay da thanh lap chinh pht dan chi sau cai chét
cua vi tudng ddoc tai Franco nam 1975, Su dung cdm cda
ong trong viéc chdng lai no luc dao chinh caa canh hau
nam 1981 la mot budce ngoat trong lich s« Tay Ban Nha
duong dai. Nhimg nam sau d6, Tay Ban Nha da ching
kien su tang truong kinh té vugt bac va su nd rd thuc su
cua nghién cuu toan hoc.

Cac nha toan hoc xep hang dai bén ngoai tdoa nha hdi
nghi d¢ chd dén lugt bude qua may kiém tra kim loai
cing nhu dé ngudi ta kiém tra tii sach. Xe cdn cau lén
chuyén di bat ctr chiée xe nao diu gan trung tam hoi nghi,
mot bién phap phong ngua ké tir khi xay va vu danh bom
cta Al Qaida trén tau dién ngam Madrid nam 2004, jam
hon 200 ngudi chét va hon 1.500 ngudi bi thuong.

10h30 sang, dai hoéil khai mac vai doan phim, Hinli

dane gua then <ion, ¢oi lal su say mé cua ngudi Ma-rde vai
' S f\ i g 2 A Z b
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cdc mau hinh déu va truyén théong hinh hoc ciia dat nudc
da sac toc Tay Ban Nha trong qua khir. Boan phim dugc
tiép nii bén_g mdL ban hoa tau ngﬁn va la tl‘uyén théng,
do bo tam tau dan day, dan dat bai Ara Malikian, mét
nhac cong violon tai ba ngudi Tay Ban Nha goc Lebanon
va Armenia, cung su ph® hgp cta moét cay guitar
flamenco. Cudi cung, Cha tich Hdi Toin hoc Thé gidi,
nha toan hoc ung dung ndi tiéng, Nga1 John Ball, doc
dién van trudc toan bd dail hoi: “Khi chiang ta dang an
mirng ngay hdi todn hoc nav véi nhieu thao luan ma no
dem lai, su suy ngam v nhirng con dudng ma cong déng
chung ta dang di la ¢6 ich lgi. Toan hoc 1a mot nghe cla
nhing ticu chuan cao sang va su kém chinh. Chiing ta
han ludn moét cach thoai mai cong vice cua minh vdi
ngudi khac ma khong so bj ddnh cap, va cac nghién ctu
dugce trao ddi mot cach ¢l mé trugc khi cdng bd chinh
thae. Cac qua trinh bién tip ludn cong bang va dung, va
cac cong trinh dat duogc tieng tam cta chidng qua sy xdang
dang chit khong phai bang cach thic ning da. Day 1a
nhimng tiéu chuan ma dai da s6 cac nha toan hoc lam
theo. Ngoai 1é rat hiém, va ching sé bi nhan ra.” Nhimg
tr ngdr manh bao d6 duge thuat lai bdi hau hét cac to bao
nhu dé thay cho lisi binh luan caa ho vé cac su kién dién
ra quanh gia thuyét Poincaré >

Sau cac dien van cdaa vai vi gquan chire, Ball céng bbd
bon Huy chuong Fields theo thir tu cic chir cai. Huy

~7 Ball sau d6 da tia loi bao chi rang 6ng dé ngudi khic ty do dién
giai 11 ndi cua ong.
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chuong tha hai dwse trao cho Grigory Perelman, “vi
nhung, cfmg hién cho hinh hoc va su sang sudt mang tmh
cdch mang cda anh trong nhan thice vé cau tbic giai tich
va cau trac hinh hoc ctia dong chay Ricci.”*™ Mat bie anh
lom cua Perclman, trdng giéng nhu mot gido si trong Kinh
Cuu Udc, 16¢ sang, truac dam dong. Ball cit ngang nhimg
tieng vo tay: “Toi thuc su tice vi Tién si Perelman da tu
chai Huy chuong Ficlds” MGt vai tieng vo tay dau do
vang Ién - biéu hién su dong tinh vai quyét dinh trao huy
chuong cho Perelman bat chap viéc anh tir chéi - va sau
dé, 1a sy tinh lanyg, roi tiép nédi 1a tiéng thd phao vira du
nghe thiy cta ddm déng,

Tiép theo 1& trao giai la mat budi tiéc chidu dai véi
day nhimy khay tapas™” do thanh phd Madrid tai trg. Cac
bai thuyct trinh ngan vé cong trinh cna cdc nha toan hoc
vira dugc trao Huy chuong Fields dién ra sau budi an
trua. John Lott tdng két nhirng thanh hru ctia Perelman,
nhan manh ca tinh chat cuc ki cach mang ctia nhing
thanh tuu d6 1dn nang luc 1on laa cua Perelman vé mat ki
thuat.

Sau d6, Richard Hamilton doc bai bdo céo toan thé
dau tién trude dai hou. Trong mot bai dién thuyét cuc ki
phong phu, Hamilton khao sat cong viéc cua chinh dng

™ Cdc wrdt kia thude vé nha toan hye gdc Nga Andrei Okounkov
cua Prmceton, nha todn hyc nguai Uc Terence Tao cliia UCLA, va
nha toan hoc ngudi Phép gbdc Piac Wendehn Werner ctia Dai hoc
Paris-Sud va Ecole Normale Supéricure.

™ Tapas: cdc loai thite an nhe khai vi truyén thong cta Tav Ban
Nha: khoai tay chien, hat oliu, banh sandwich,... (ND)
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vé dong chay Ricci, ki thuat ma éng da dé xuat va la céng
trinh ca di cua ong. Ong ké lai chi tiét cach thic ma y
tuong sir dung dong chay Ricci dén vdi dng sau khi nghe
mot bai giang cda James Eells bon muci nam trudge dé.
“Gia thuyét 12 khong ¢& mot chut topo nao cd”, éng néi
lai, vién dan cho gia thuvet nay rang, khong c6 vong lap
nao 1a khong thé co rixt thanh mat diém, va vi vay cdc nha
tapo hoc khdng cé gi trong tay dé nhio nin ca: “Do da,
ching t6i, nhimg nha giai tich, ¢é thé gitip ho, nhitng nha
topa hoc”. Hamilton, nha gidi tich, cé thé duge tha thu di
cho da thich tha vé viée nganh giai tich dén va ciu réi
nganh topo hoc. Mat tram nam trudc, Poincaré phat minh
ra linh vuc topo dai 56 dé ctru cac nha giai tich; khi ho vé
vong doi mat véi trang thai hon dén phat sinh trong céc
phuong trinh chi phéi chuyén ddng cla cac hanh tinh. Sy
str dung giai tich ca Perelman dé giai quyét bai toan vi
dai nhat cia nganh topo hoc da tra ducce ny - va ca lai niva
- cho mdon ng Mot tram nam trude.

Hamilton ban ki hon vé khai niém then chot entropy
ma Perelman di dua vao dé chitng minh dinh 1i khong-
sup-dd-téi-han. Pinh Ii ndy cho phép ta sit dung dong
chady Ricci dé cit nho mot da tap thanh cic manh cé cau
trac hinh hoc. Mac du ang va cac cong su sau dé da kham
pha mot vai su don gian hda, Hamilton vin nhan manh
ré‘mg lap luan caa Perelman la hoan toan chinh xac. “Toi
that su biét on Grisha vi da lam vi¢éc nay”, ong binh luan,
“Toi da phai vo dau khi di im sy khong-sup-dd trong
mot vai truong hop. Gid thi téi sé khdng bao gid phai la
ling vé noé nira.” Ban tém luge - it nhidu mang tinh ki
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thudt - veé cac chimg minh cua Pereiman cria Hamilton da
lam cd hot trudng ddng nghet sang to rang nhang lap
luan nav cha anh hap dan va sang tao nhu thé nao. “Tai
nghi rang toi ciing ngac nhién nhu bat ki ai khi nhin thay
tat ca nhimg diéu nav déu dang”, Ong dam chicu. “Tai
cuc ki biet ¢n Crisha Perelman da két thac tat ca.”

Nhimg 181 ndi ngac nhién va biét on nay sé duge ngudi
khic nhac lai trong sudt dai hai. Hai ngay sau d6, Trudng
khoa Toan Dai hoc Columbia, nha hinh hoc dai sb diy
thanh tua John Morgan, dién thuyét gia thuyét Poincaré
cho nguti nghe khang chuyén. Rat dugce kinh trong va cuc
ki can than, éng da timg tham gia mdt cach tich cue vao viée
kiém tra két qua caa Perelman. Moi ghé ngdi trong khdn
phong déu kin, ngudi nghe tap trung vao timg 105 clia ong.
D¢ xua tan moi nghi ngd, Morgan thang thimg cong bo:
"Grigorv Perelman da giai quyét gia thuyét Poincaré.”
Khéng khi cang thang nhuang ché cho tiéng vé tay.

Morgan tém luge lai lich st cua gia thuyét nay, nhan
xét rang né lién quan dén han hét moi khia canh cta sy
phat trién hinh hoc va topo hoc trong thé ki 20. Ong
vinh danh chirng minh nhu mét “thanh tich ki dién”
khong chi cua Perelman ma cho toan bd toan hoc. Tung
budc phét trién vé gia thuvét nay da lam nay sinh cac
linh viyc toan hoc mdéi quan trong, va dem lai Huy
chuong Fields cho nhang ngud nghién cdu ndé nhu
Milnor, Smale, Freedman, Donaldson, Thurston va Yau.
Morgan nhic lai mot 101 ty danh gia cda Isaac Newton™!,

2an

"Neéu tai nhin thdy va hon, dd 13 nho toi ding trén vai nhang
nguot khong 8. Isaac Newton (xem vi du trong, The Cohnnbia
Warld of Quotations, 199).
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nhan xét rang Perclman da dang trén vai nhing ngudi
khong 16, dac biét 1a Richard Hamilton, ngudi ma cong
trinh khé nhoc ctia dng trong sudt hai muoi lam nam da
dat nén méng cho dong chav Ricci. “Bay gir tat ca da
dugc kiém chitng mot cach day du”, Morgan néi lai lan
nra: "Anh ay (Ferelman) da chung minh gia thuyet
Poincare.” Sy thich thia cta ong do1 voi sy gidi quyét cuia
gid thuyeét Poincaré da r6 rang doi vdi moi ngudi.

Con giai Thién nién ki thi sao? Chu tich Hoc¢ vién
Toan hoc Clay, James Carlson, tra loi phéng vien tai
Madrid rang chiéc dong hd caa hai nam chd dgi da bat
dau quay clng vdi sy xuat hién cia ba bai bao trén
trang chd cuaa vién. Mac du Perclman khong gii dang
trén cac td bdo duoc vién yéu cau, cac bai bio cta dng
van duge kiém tra can than.*'Carlson tuyén b rang,
cing nhu ty ban xét trao Huy chuong Fields, néu vién
quyét dinh trao giai thudng cho Perelman, thi giai
thudng sé dugc trao cho di Perelman ¢é déng y nhan
noé hay khong,.

Theo quan diém cria hoi dong xét trao huy chuong
Fields va cac ban bao cao cua Lott, Hamiltm), Morgan, chi
c6 chut it nghi ngd vé viéc Perelman sé 1a chi nhan ca
mot trong bay giai thudng Thién nién ki. Quvet dinh kho
khan caa viéc cd phai chia giai thudng nay cho nguai
khic hay khong, va chia nhu the nao sé thudc vé hoi
déng <6 vin cua Hoc vién Toan hoc Clay. Thoi gian sé tra

#*1 Phan bign bai bao caa Cao-Zhu chi ra mdt 18i nha va khang a
nghi ngo vé sy dang dan caa két qua ndy. Tuy nhién, bdo New
Yorker da dat cdu hdi thuc chat a1 12 nguai tim ra 13i nay.
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151 cho ching ta biét quyét dinh ctia ho la gi. va liéu
Perelman co chap nhan giail thudng nay hay khong,

Khi dai i bé mac, nhiéu chi tiét vé Perelman xudt
hién thém. Anh da roi Vién Steklov. Xuat than 1a ngudi
Nga theo dao Do Thdéy, cha va chi gai anh da di cu sang
Isracl, Perelman sdng véi me & Nga. Cac phong su ban
dau thuat rAing viéc anh tir chdi Huy chuong Fields 1a he
qua cua viéc anh bi chdi bd bai cong ddng toan hoc,
nhing dudng nhu didéu nay la khong ¢6 co s, Cang
giong nhu Gauss, Perclman trdnh viéc xuat hién trude
cong chiang va khéng mudn phat bidu nhin danb todn
hoc May man thay, khong gidng nhir Gauss, anh da viét
lai cong trinh ciia minh vi lod ich ca toan thé ching ta, va
dong thoi cing tra 10i email cho Morgan va nhirg nguai
khac trude mot vai véu cau lam sdng to.

Toan bd tam anh hudng clia cong trinh ¢ta Perelman
trd nén ro rang khi thién nién ki méi tréi di. Morgan c¢ho
rang c¢ong tiinh clia Perelman sé cho phép ta sit dung
dong chay Ricci d¢ khao sat cac da tap bdn chidu. Ong
dodn dinh rang, cac ki thudt ciia Perelman ¢ thé duac st
dung dé tao nén cac budc tién trong hiéu hidt vé cic loai
phuong trinh vi phan parabol khac. Lich s cht ra mat
cach lap lai rfmg, cac lién bo trong viéc nam bat cac
phuong trinh vi phan hmg phan s¢ dan dén nhang Ung
dunyg co tinh thyc tién day quveén nang.

Néu ta suy doan nhieu hon, bai bido cia Perelman
con goi y rang, dong chay Ricei khéng chi don thuan la
mat cong cu giai tich dé thu duoc thong tin hinh hoc cuaa
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cac da tap: ban than nd (dong chay Ricci) la mot dbi
tugng hinh hoc dua theo tiéu chuan cua riéng nd, dong
thési né cho phép ta thdng nhat cdc da tap co topo khic
nhau & cdc ti 1é khac nhau. Trong bai tham luin mét ngay
sau budi dién thuyét cia Morgan, véi chiy dé “Cac van d¢
todn hoc trong thuyét tuong ddi rong”, nha ni toan hoc
vat If liing danh ngudi Phap, Yvonne Choquet-Bruhat, da
thao luan vé sy can thiét phai cé cac da tap duoc mo
phong héa trong cac khong-thoi gian khdc nhau & cdc ti 1é
khac nhau: Khang-thai gian & day tuang tu nhiung gi ma
Perelman da dat ra trang truong hop khong gian. Céng
trinh cia Perelman cung cip mat cach hira hen cic cong
cu triru tuong maéi dé tu duy vé khong gian va thoi gian.
Phai mat hon 100 ndm ngudi ta mdi giai quyét duge
cdu hdi ma Poincaré da dit ra trén trang cudi cung cua
chuong cudi cung trong bai bao cudi cing thudc vé séri
cac bai bao topo vi dai cua é6ng. Qua nhirng nam do, topo
hoc va ngudi ho hang lén tudi hon, hinh hoc, da phat
trién thanh cac linh vyc chat ché va manh mé, lam tam
diém cho toan hoc va khoa hoc. Toin hoc ma Poincaré
dua vao bit ngudn tir 5.000 nam trudc & vung Babylon,
nay thudc nudc Iraq. Toan hac ¢d dai da dugc truyén di
va dugc trau chubt got gitia tir thé hé nay sang thé he
khac, nh& nhing ngudi Hi Lap trén cac hon dao nam
ngoai khoi - ma ngay nay 1a Thé Nhi K5, cho dén nhitng
ngudi ké tuc ho & Athens va Alexandria, nh& cac hoc gia
JTaina va Hindu & An D93, nhér cadc nén van minh Hbi giao
& phia Déng va Nam Pia Trung Hai, nhd cac cong dong
da sac toéc & Tay Ban Nha va Sicily, va sau d6 1a nhé cic
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neén van minh Do Thai-Thién Chada gido thoi ki md dau
ctia mot chau Au hién dai va tiép dén 1a thai Khai sang.

Dén luat minh, cong trinh cua Poincaré da tao nén
mot viny dat cha su thang hoa toan hoc thé ki 20. Ca
Kkhong it hon bda bai taan thién nién ki cé lién hé truc
hep dén cac cong trinh ma éng 1a ngudi di tién phong.
Chung ta chi vita mdi bat diu qua trinh ndm bat mét cach
day du nhimg gi ma dng da thoang nhan ra vao thai khac
chuvén giao ctia thé ki trude.

Chtng ta dang song trong thai dai cé nang suat cao
nhat trong toan bo lich sir nhan loai. Va ta thue su thoa
man khi nhan thay rang nhitg céong trinh tuyét dep ca
Thurston, Hamilton, va Perelman da dat nén mong cho
mot thai dai mdi. Toan hoc la cdng viéc ctla ciac ca nhan.
Nhung cac v niém va cdc dinh 1{ caa né thi khong phai la
tai sdn riéng cua ndt nguoi, mét nhom dan toce, ton giao
hayv chinh tri nao cad. No thudc vé tit ca chung ta. Tri
thite toan hoc duge xay dung trén nén tang laa dong cua
nhirng ngudi di trude. Rat kho dé dat duge no, nhung
chiing ta thudng khong danh gid ddng gia tri cla nd. Bat
cur aj trong chung ta da hoc qua tiéu hoc cang ¢o thé giai
cAc bai todn s6 hoc va dai «6 van da danh bai nhing nha
than hoc thong thai nhat Babvlon. Bat ¢t ai dd hoc mat
vai khéa vi-tich phan va dai <5 fuyen tinh ¢é thé tim dap
an cho ¢ac bai todn ma ca I'vthagoras, Archimedes, tham
chi ngay ca Newton cing khong thé cham t&. Mot sinh
vién cao hoc nganh toan ngav nay ¢é thé ndm bat cac
tinh toan vé topo ma Riemann va Poincaré con khong

biét phai bit ddu nhu thé nae. Ching ta khong théng
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minh hon ho dau. Chang qua chung ta duoc hudng loi
tr ho.

Toan hoc goi nhac cho chung ta biét chang ta phu
thudc vao ngudi khdac nhu thé ndo: ca su hiéu biét sau sac
lan dau 6c tuong tuong cita nhimg nguoi di trude, lan
cong lao ctia nhing nguoi da tao ra cac to chuc xa hoi va
van hoa, cac truong ldp va dai hoc - nhung noi da dem lai
gido duc cho tré em, giup ching hoan toan dan than vao
nhitng v tuong cha thai dai. Pén lugt tat ca chang ta co
nhiém vu dam bao rang, di san ma thai dai chang ta dé
lai sé la mot xa hai biét gin gitr va phat trién nhing ké
thira toan hoc chung. B&i toan hoc la mot trong nhang
hoat dong nhan van tinh tuy, giup ching ta hoan thi¢én
tinh nhan ban, va qua do, giup chiang ta vugt qua chinh
minh.

Nhin lén bau troi dém, ngam cic ngdi sao, thién ha
hay cac cum thién ha xa x0i, toi khong thé tin rang khong
co cac sinh vat ¢6 tri tué trén d6, ma mot vai loai co thé
khac xa chiang ta. Vi vay, trong vong vai tram nam nira,
neu ching ta cé thé phat trién cac ¢cong nghé cho phép
gap go, giao tiep vdi ho, chiing ta sé kham pha ra rang, ho
ciing biet hay muédn biét rang: da tap ba chiéu compac
duy nhat ma trong do moi vong lap c6 thé co rit thanh
mot diém la khédi cadu bac ba. Hay cing tin vao diéu do.



PHU LUC
Giadi thudng

thién nién ki d3u tién

Ngzay 8 va 9 thang 6 nam 2010, tai Vién Hai duong hoc va
toc vién Henri Poincaré, HGi nghi Nghién atu thuang
Nnien cta Hoc vien Toan hoc Clay dugc td chure véi cho dé
"Pap an cho gia thuyét Poincaré” (xem Hinh 53). Dién gia
1d nhitng nha toan hoc hang diu c6 thAim quyén trong
vicc danh gia ddp an cta gia thuyét Poincaré. Héi thao
duge din dat bdi Cédric Villam, Giam dbéc Hoc vién Henri
Poincaré va James Carlson, Giam déc Hoc vien Toan hoc
Clay. Trong hai ngay, cic nha toan hoc da tom tat laj noi
dung clia phong doan, su phat trién trong vong mot tram
nam qua va ddp dp cua Perelman. Budi tdi ngay ming 8,
Etienne Ghys tir truomg Ecole normale superieuse Lyon
da danh mot budi néi chuyén cho cong ching vdi cha dé
"Toin hoc thuan tay la cau chuyén vé nhom”, tém tat lay
cong tinh ctta Poincaré vé nhém va mdi quan hé dén
phong doan. Frangols Poincaré (sinh nam 1921), chau nds
con sOng caa Henn Poincaré, thay mat gia dinh ¢cam on
Zidi todn hoc da gin gilr tu tudng cia Henvi Poincaré dén

tin ngay nay bang tieng Anh vdi giong ngap ngimg,.
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Clay Research Conference - PARIS 2010

Resolution ot the
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Hinh 53. Ap phich théng bdo I& céng b gidi thudng thién nién ki ddu tién cia
Hoc vién Todn hoc Clay.



Thut ngit

Adlas: b suu tip ban dd cda cic ving bao phu toan bd bé mat Trai

Dat, hay toan bd vii try, hoc toan bd mot da tap nao dé.

Cac s Betti: mdt sé nguven - 12 sb lugng cac da tap con khéng
tuomg duong nhau cia mdt chidu nhat dinh khéng 13 bién ctia
mot da tap con 6 0 chidu cao hon mot so véi s6 chiéu cua

chung.

Buong khép kin: mot duong (dudmg cong) trén mét da tap bat dau
va két thae d cing mbt diém.

Tong lién thong: {3 da tap tao thanh bing cach cdt mét qua béng
ran ra khoy hai da tap, réi déng nhat cac diém trén hai mat ciu

bién cua cac phan con lai ctia hai da tap nguyén thioy

S0 phirc: 13 cic s6 thu duge bang cich cdng thém vao s6 thuc can

. - ] IS £ S
bic hai ctza mot so am

Hé qua: ménh dé duorc suy ra dé dang tu dinh Ii hodc mdt ménh dé
khac.

PO cong: mot dbi tuong toan hoe do dac dd léch cua tong cac goc
- .o 4 s . - 2 4 oa - - -
trong mot tam giac ¢d dinh tai diém do so voi 180 4. Trén mot

da tap hai chiéu, d6 cong d mot diém chi 12 mét sb.

Phuong trinh vi phdn: phuong trinh ma trong d6 ngudi ta biét duoc
toe 3o thay déi ctia mot dbi tugng toan hoc chua biét ma dap
an cha phuong trinh chinh 12 déi tugng 6.

Chiéu: sb bac déc 1ap caa tinh ty do trong mét tap hop, hay 1a mét
s& luong £5i thidu cac 30 thyc (46 1a s6 lugng toa dé) can thiet
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Jé vac dimh mot diem o gan mot diem cho trudc trong st tap

hop

Tién de tha 5: tién d¢ thu 3 va 1a beén dé phuc tap nhiat cua nam
bon J¢ trong tac pham Cu so cda Fudid: néu mét duany thing
cat har duone thang <ao cha tdng cac voc trong g cung mot
plia nho hom hai goc vuang, va ndu har dudng thing do 13 vo
han thr chung s¢ pap nhau g plua cac goc trong nho hon hat

.L'jl‘u_‘ vuong, do.

Phang: mot khong wian la phang neu tong cdc gic cla mai tam giac

pong khang gian dd 1a 180 d6.

Phong dedn hinh hge héa: la phang dodn ndi rdng, bat ki da tap ba
dnda nda clng co the duge cat doc theo cac bunth cau va hinh
wuvén deé tao ra cac manh nho co dang lurh hoc la mot trong

~0 tan dang hinh Liac

Buang (ric dia: mor durang chi ra Khoang cich ngan nhat yiia hai
dicm bae k.

Tinh chit hinh hac: mat fiah chat phu thude vio cach dinh nghia
ve khadng cach hay onh dar sung (vio due thang, do lan goc,

vong tron).

Hinh hoc: ciu tric ¢é duge khi ta dinh nghia mét khoang cich trén

mot da tap.

Vong tron ldn: mot vong tron tac bdr mot mat cav (hai chiéu, tron)

v mot mat phang di qua tam cia no.,

Nhom (cia cac phép bién doi): mot tap hop cac phep bién dot bén

vimyg dudi cac phép tinh lay tich 6 va lay nghich dao.

Su dong phoi: phép luong ing mot-mat gia hai da tap, ma qua
dé, cac didm gan nhau cia mét da tap tuong ang véi cac diém

gan nhau ciaa da tap kia.
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B dé: mdt KOt qud todn hoc rat can thiét dé chiung minh mat két

qua khac.

~ - -~ + L - \ - ) . ~ - L2
Vong lip: mot duadmg xuat phit va ket thae tal cing mat diény. Ny
" s . - - - - -« K - N .
mot cach chuyen mydn hon, 1a mét phép chign hén tuc cda mot
. . N . » . . 2
khoang [én mot da tap, ma qua né, ca hai dicim dau duge

chi¢u len cung diém

Pa tap: mot tap hop toan hac ¢o vé gidong val khong gan Euclid ta

lan can ciia Mol phan tu caa na.

Mélric: myt quv tic xdc dinh khoang cach gida hai diem bat ki caa
mot tap hop. Trong mot da tap, mot métric cd thé duee xac
dinh bang cach xac dinh quy tic do toc do doc theo mat

dudng cong
Khong gian n chiéu: tap hop tat cac bo 1 sd thuyc ed thu tu.

- -~ » . a ~ - £

Do cong am: mot khu vue trony mat da tap <6 A6 cong am neu
tong cac géc cua mot tam gidc trong khu vie dé nho hon 130
do

Gia thuyét Poincaré: gia thuvét - nay da duge ching minh - cho
rang moi da tap ba chieu compac, don lién va khong bién, déu

- 3. - A -2
dong phdi von Khowv cdu ba chieu.
D6 cong duang: tang cic gde cua moi tam giac lon hon 180 da.

- 4 - 2 3 ~. -~ o
Dinh |i Pythagoras: ménh deé c¢ho rang binh phaong d6 dai canh
huyen (canh ddi dica von goc vuong) coa mot tamt giac vudang

biang tdng binh phuong ciia hai canh ké.

Dong chay Ricci: 1a qua trinh chi phai bar phuong tninh dong chiy
Ricci xac dinh rang meétric irén mot da tap thay ddi theo cach
cua dong chay dé cong - chay tir noi ca &d cong nhiéu han
dén no ¢o dé cong it hon, Phuong trinh dong chay Ricci thyc
ra la mot ¢ phuong trinh ¢é cong thue mang tinh biéu tugng
nhu sau: d(g ) = -2R,,.



410 GIA THUYET POINCARE

Tensor dé cong Riemann: mét ddi tuong toan hac gan maot gia tri
. . M N L2 - N 5 2 P
cho moi hudmg phang qua mat diém (tac la phan anh tong cac

goc cua tam gide trac dia nh léch so vén 180 dd ban nhiéu)

Mait cau tron: tir "tron” néi dén mot mat cau ¢ cung d6 cong tai
moi diém va duge su dung khi ta mudn phan bict cdc mat cau
dé vai cdc mat cau tuong duong ve mat topo nhung o thit cd
cac diém o1 16m. Bé mat Trai Pat Khéng phat la mat mat cau
(ron béi vi né det ¢ hay cuc. Mot mat cau tron dfing cu vai tap
hop cic diém cach mot diem trong khong gian Euchd mat

khoang, cach khong déi.

Bon lien: mdt da tap don ién néa moi vong lap co thé ca rat thanh
. N b N . -~ >
moL diem Beeu ndy tuong duong vat ménh dé cho rang nhoam

co ban bao garm mot phan tr duy nhat la ddng nhat thuc.

Hinh cau: néu khéng noi gi thém, dé cip dén mdt ninh cao hai
chiéu la mot déi tuong déng phal vai tap hop cac diém wong
khong gian ba chiéu ¢é khoang cich kheng déi dén mét diém
cho trude. Bé mat clia qud bang la mdt lanh cau hai chiéu. Tuy
nhién, ton lai hinh cau & vd ¢6 chieu. Binh nghia don glan
nhat cua mat hinh cdu <6 s6 chieu xac dinh la: tap hop lat ca
cdc diém ¢ cung khoang cach dé¢n mot didm cho trude trong
Khong gian Fuclid ¢ <O chicu nhidu haon mot so vén sé chiéu
ctia nd. Vi du nhu, tap hgp tat ca cac diém cé khoang cach dom
vi dén mat diénm S dinh trong khong gian Euclid sau chiéu 1a

maot hinlt cau nam chieu

Phuong trinh vi phin timg pban: mél loal phuong trinh vi phan
trong do ta xac dinh toc d6 thay dé lai cac didm khac nhau
theo cac hurong khdc nhau. Dap an cua phuong trinh vi phan
hng phan 1a cic dér tugng d tde dé thay déi nhu mong
mudn tai myr diem theo moi hudng. Han hét cac phuong trinh

cia nganh vat Ii toan hioc 13 phuong trinh vi phan timg phan.



Thuat ngir 4

Pinh dé: la mat dicu khiang dinh khanyg can chuang mih. Dong

nghia von tién dé.

Chidmg minh: mdét lap luan hoan hao va chinh xdc, trong 46 maot
khfmg dinh la mét tén d¢, hoac 1a ménh dé da duuc chung
minh, hodc i ménh dé dugc suy luan dga trén cac quy tic
logic. Chimg minh duge bat diu bang nén dé va cac ménh dé
Khac da biét, két thuc bang tuyéen bd rang ménh dé nay da

dugc chang mmh.

Ménh dé: mot tuyén bd bat ngudn tu dinh dé va cac ménh dé da
duge chimg munh trirde d6, bang cach st dung cac suy luan

toan hoc.
Be mat: mdt da tap hai chieu.

Tensor: dor tuang 1oan hoc gan cac 0 thue vao mdt 6 luong cho

trudc cac vecta (nghia la van tac) tai mor diém cia mot da rap,

Pa t1ap ba chiéu (hay da tap bic ba): mét hinh dang toan hgc Ii
tuomg, mo hinh [ba hinh dang ma khong gian ba chiéu - giong
nhu vit tru cda chung ta - 6 the co. Trong dé, khu vue xung
quanh madi diém ¢ thé duge chicu vao bén trong mot hinh
hop chir nhat dac. Nt theo cach khac, ving 1an can coa mai

diém deu tong giong khong gian ba chiéu.

Khéi cau bic ba: mat da tap dung lén bing cach 1Ay hai qua bong
ddc, r&i ddng nhat cac digm trén cdc bien (1a nhimg mét cau
hai chidu) cuoa méi qua bong dic d6. Tap hop cac didm 6
khoang cich khéng d6i dén mot diém b dinh trong khong

glan bdn chiéu la mot khai cau bac ba

Hinh xuyén bac ba: da tap dung bang cach ndi cac bé mat dbi dién
cua mdt hinh hop cha nhat dac,
Tinh chit topo: tinh chat bat bién dusi cac phép dong phai lién tuc.

] - . oA Py [ A
Vi da ahu tinh lién thong, su don lién, chieu.
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Tuong duong vé mat 1opo: hai da dap tuimyp duong vé mit topo

neu chung dong phoy vou nhau,
Topo hoc: nganh nphicén ciru hinh dang

Hinh xuyen: dang hinh hoc giong vdi be mat cia mdt chiée banh
ran Mi.

Da tap hai chiéu (hay da tap bac hai): maot hinh dang todn hoac |
- . . . ~ . - A £ 7 -

tuong mo hinh héa bé mat cua cac Trdt Pat co the, Kho e

quanh mot dicm ¢i thé duge chicn len mot to giday (nghia la

phan bén trong cua mdt hinl chr nhit trén mat rhang).
Khong gian hai chiéu (khang gian bac hai): mat phang vach ra boi
Luchd. kéo dar dén v tan then hai hudag doc 1ap. Neu et

theo klua canh tap hop, thi do 13 ap hop cac cap b thuc.



Lich trinh theo cha dé

Cau chuvén phat trién theo ba cha dé c6 quan hé vor

nhau nhu sau:

- . p - . . 1 > N z 2
Qua trinh phat irien cna hinh hoc, topo lam co 5& va gan lién

vail gia thuvet Ponmeae,

Truomg phai Babvlon > trudong phar Pvlhagoras = traomg
phdt Alexandria (dac biét la Euclid) 2 phien dich qua thé gioi
Arvap 2 Gauss/Lobachevsky/Bolyai = Kiemann - Parncaré -
Gottingen/Moscow/Princeton = Khéng gan nhién chiéu -
Thurston = Phuong trinh  tich phan tang phan -

Hamulton/Terelman.

Qua trinh tien hda cua cau hor ve hinh dang va tru:

Egvptians > Greeks 2 Columbus va cdec nha thim hiém >

Riemann = Linstoin 2 Weeks

’ .\ £ . SRV -
Qua trinh tien hoa cta ¢ todn hoc:

Babylonians - Cac vién han 1am Hi Lap 2 Huoang gia Arap=>
Cdce trugng dar hoc dau tién > Xa hai khoa hoc> I'rudang dai
hoc nglien cuu Bac > Trudng dai hoc qubc gia 2 I'ruong dai
hoc quac gia lién bang Hoa Ki va lign bang Nga = Cac t6 chie

todn hov va Internet.



414 GIA THUYET POINCARE
Méi chu dé nay lan lugt md ra canh cra 16n hon cua
nhiung su kién va nhan vat lich st

Pay chi 1a lich trinh rat khong day du ginp dinh
hudng ngudi doc. Cot dau tién dua ra mot s6 ngay thang
(da néi trong cudn sach) tir thai Babylon dén hién tai. Mt
s su kién (hau hét 1a kham pha toan hoc) gén véi chu dé
1 va 2 duoc liét ké trong ¢6t thir hai. Su ki¢n lich sir dac
biét quan trong trong cau chuyén dugce liét ké trong cit
tha ba. Su kién lién quan dén chn dé tha ba nhu cic hoi
thao hay vi¢c thanh lap cac hoc vién dugc dé cap trong
cot thir tu.

NGAY
THANG

1700 TCN

SU KIEN
TOAN HOC

Hinh hoc tam
glrac

SU KIEN
CHINH TRI

Hammurabi va
triéu dal Babylon
dau tién

HOC VIEN

547 TCN Ngudn gbc va Triét gia ngudi
chimg minh dau | lonia mat
tien cda I thuyét
sb
330 TCN Pythagoras va Hadi bdn nguyét
A6 dé chuyén Pvthagoras
dén Croton
387 TCN Vién Han lam

cua Plato duoc
thanh lap
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NGAY
THANG

300 TOCN

2AI0TON

47 TON

150 TUN

410

415

529

SU KIEN
TOAN HOC

Ur ¢ ug fuchd

Llce tinh ciring
kinh Tra DA cuaa

Erastosthenes

O 17 ¢ da

Ptolemy

SU KIEN
CHINH TRI

Alexanclet da
de mar Tuong,
Cud Ong,
Prolenty bép
quy-@n L A Capy

Caesnr AH1 ca ng

Alexandria

Rome bi ngudi

Alaric cudp phé

Hypitia bi hanh
hinh

415

HOC VIEN

BYai thur vién
Alexandria
Aduoc thanh

lag

Vién Han [am
cla Plato bi
Justin Dai dé
dong cua
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NCAY | SUKIEEN | SUWIEN | HOCVIEN
THANG |  TOAN HOC CHINH TRI
|
1058 | ba h(_JC

i:’.oiogna Aurore
cong nhan

1117 Bai hor
Oxtord durorc
l cang nhan
1144 Cong triinh cich

thuat e Lic
Jham toan hot
va hhoa hoe br
fieng 1 Lap sang
tuf'ng Latin cia
Gherard bat iy

1150 Pai hoo Pans
hat dau hoat
déng

1187 Cherard mat ¢

Tirledln

12000 Par hoc
Cambridge
dud chHing
than

1310 Thiea dang cla

Dante, v tru &
mot khor cau bac
ba
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NGAY SU KIEN SU KMEN HOC VIEN
THANG TOAN HOC CHINH TRI

14¢) Chuyé‘n tham
hiém c0a
Columbus

1600 H& Hoang gra
iLondon) hinh
thanh

1636 Dai hoc
Harvard dugc
thanh 1ap

1666 Vién Han lam
Khoa hot
Paris dugc
thanh lap

1724 Vién Han lam
Khoa hoc
Nga/Saint
Petersburg
dugc thanh lap

1737 Oai hoc
Cotingen
dugrc thanh 13p

1746 Dai hoc
Princeton
duoc thanh
lap
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NCAY SU KIEN SU KIEN HOC VIEN
THANG TOANHQOC - CHINH TRI
| |
| 89 Cach mgng
Phaip
1=} Hinh hoc caa

1 Legenudre

1709 Napoleon lan

NAIM Uy en

1810 ! Humbaoldt nyes
i triromyg B

hoc Rerin
T4 | 16 nghl Vienna

18724 Causyva Bolvai
kham pha fnh
hoe ehi-Curlid

1529 Lobachovsky
comg bo kham
pha hinh hoo Phe-
Euchd bang tiéng
| Nga teén tap chi
dut phuang

1917 N{r hadang triong da
Victoria [én hoe danh cho
ngoL; 7 $1do su nir Aount

cua Gotiingen | Holyoke khai

bi sa 1h.i grang
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NGAY

THANG

1848

1854

18606

1870

1880

1881

1384

18806

SU KIEN
TOAN HOC

i

Bai gtang tap s
cua Riemann

Riemann chi ra
rang tono hoc va
o1di tich gan bo

¢ helt ché van nthau

Pommcaré nhan ra
rang finh hoc
Euchel la iong
tam nghién clu

cla 6ng

Klein-Poincaré
rrao doi thy tr

SU KIEN
CHINH TR}

Ciach mang Dur;
Klein ra

Paincaré ra doi

Chién tranh
Phap-Phd

419

HQC VIEN

) .
Vung dait phang
clia Abbot! xuAt
hén

Klein nhan 1on
ot Ba
hoe Johns
Kopkins: ény,
chuvén tén
Cotungen
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NGAY
THANG

1892

1845

1900

1304

1905

1908

1932

1914-18

SU KMEN
TOAN HQC

Bai bao topo dau
Lén cug Paincareé

H. muai ba bat
toan cua Hilber

Bar bo sung thir
nam <ld Poincaré

Li thuyét tirang
dbi hep cia
Einstein

Dehn gri rdi rGr
ldi chdng minh
gia thuyét
Pommcaré

s £
Paincare mat

Li thuyér ruong
ddi rdng clia
Einstein

GIA THUYET POINCARE

SU KIEN
CHINH TR!

Thé chién

HOC VIEN

Pai hoc
Chicago khai
giang, E H.
Moore lam
Trudng khoa
toan

Hilber nhin
MOl W i tai
Ciottingen

Veblen duoc
thué ve Da
hoc Princeton

Birkhoff duoc
thué vé Dai
hoc Harvard

Luzin dugc
thue \.-'é\‘
Moscow
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NGAY
THANG

193

1934

1935

1949-45

1950

1956

SU KIEN
TOAN HOC

Whiteheuad cong
bd chang rminh
cho gia thuyeét
Poincaré. Cudn
sdch cda Seiferl-
Threliall xuit hién

Whitehead rat lai
ching minh.
Cudn sich cda
Alexandroff-Hopf
xuat hiaén. Do
dong dicu Adaoc
cong 135

. b
Hinh cau ki 1a
clia Milnar Nash
gl;ll b(\N tOén
nhing Riemann

SU KIEN
CHINH TRI

- 4
Hiller chiem wu
thé trong cude
hau cur o e

Thé chign 1

421

HOC VIEN

Vien Nghién
o Cap can
Lit Princeton
dugc thanh lap

H6i nghi
Quic té vé
tupe hoc tai
NMascow

Quy Khoa hoc
Qubc gia cua
MT cluo

thanh lap
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NGAY SU KIEN SU KIEN HOC VIEN
THANG TOAN HOC CHINH TR] |
1960 Smale grai q1a

thuwvet Fomearé
[ cho khang glan
nhicu hon bon

chiéu
, | . - . -

1082 Freedman gras Bai hi Todn Peralman doat
ard thuvét hoo Qude 18 huy chuong
Poincar¢ cho 1982 bt hoan v O diém
khang gian bon tuytt dé trong
chicu. Hamilton | ki thi Ollymipic
sd dung dong toan hac
chay Ricar. Quoc te rai

Budapest
Vién Nghien
cru Khoa hoc
Todn hoc taul
Berkeley durse
thanh 1p.

POg CoHng trinh cla Dai hot Tedn
) 1
Thurston veé hinh hoco Qude té
hoe v3 phan tha | tar Warsaw

| cung ven cong
trinh <lia Yau vé
giai tich hinh hoe
dug: nhan Huy
chuana Fields

1986 Rourke, Rego
- N e
cong bo chiang,
nutth gia thuy ot
Paincaré
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NGAY
THANG

1974

1995

[a4as

2000

2001

2002

2003

SU KIEN
TOAN HOC

Perelman oras

Pphona dean Soul

| { }urrm;__-| lrsnh

. Poenan

AMeNillen nhan
Hav chugemg
Faclods ¢ he Ff)nf__{
trink o tap ba

chieu hy perbolic

Caai thurdme
Thicn mién W

duge conn bé

VE tnh i b
vi sona AWilkmsoun
AR i

phrmg

Bar coma by el

nin A

v barelman len

ArZas org,

Perelman thuyér
giang tal MIT va
Stony Brook

SU KIEN
CHINH TRI

I\ khang bo 1)

r thang 9

423

L HOC VIEN

Dai hdr Todn
hoo Qubc té

tai Berlin

EYae hdi Toan
hoe Qudc 1é
tai B¢ Kinh
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NCAY
THANG

2006

2010

SU KIEN
TOAN HQC

Perelman  durac
trao Huy chuong
Fields rhung tu
chot

Perelman  dugc
trao  giat  Thién
mén ki nhung tlr
chdi
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SU KIEN
CHINH TRI

HOC VIEN

Dai hdi Todn
hoc Qudc té
lai Madric



Tham khao

E.A. Abbott, Flatland: A Romtaiice of Many Dimensions, Princeton:

Pronceton Uuv. Press, 1991,

C. Adams, The Kugt Book, Providence: The American Mathematical

Society, 2004,

S.K Abdali, The Correct Qibla, hitp:// www.patriot.net/
users/abdalyttp/gibla. pdf.

I.W Alexander, "Note on two 3-dimensional manifolds with the

same group", Tramsachwi of the American Mathematical Society

20 (1919): 339-342,

JW. Alexander, "Some prablems in topologv”, Verhandiungen des
Internationalen Mathemntiker Rangresses Zuvich (1932), Kraus

Reprint ()967): 249-257.

M. Anderson, "Geometrization of 3-manifolds via the Ricci flow™,

Nufices Amer. Math, Soc., 51 no. 2 (2004): 184-193.

V.1 Arnold, “On Teaclhing Mathemanes”, Russtan Math Swrveys, 53,
no 1 (1998): 226-236

M. Abivah et al, Responses to “Theorehcal mathematies. toward a
cultural synthesis of mathematics and theoretical physics”, by

A. Jatfe and F. Quinn, Bull. Amer. Math. Soc. 30 (1994): 178-207.

D. Barden, C. Thomas, An (nhoduckion to Differential Manipalds,
London. [mperial College Press, 2003



126 GIA THUYET POINCARE

AL Beardon The Geoneloy of e Ihsaete Groups, New York Springer-
Verlag,. 1983
M. Berger, A Panoramic View of Riemamrian Geernetry, Bedine:

Spnnger-Verlag, 2003.

L. Bessieres, "Conjecture de Poincaré: Ta preuve de R Halmilton ol

 Perelman, Gaz Matly 106 (2005): 7-35
F.T. Bell, Men of Mathemific, New Yorks Stimon and Shuster, 1937

RIL Bing, "Necessary and sutficient conditions that a 2-manitold be

ST, A of Math. 68 (1958): 17-37.

R . Bing, “Some aspects of the (opology of 3-manifolds related to
the Poincare Comjertuye’, in 1 L Saatv (ed.), Lechires o
Modern Mathematics H, Wilev, New York, 961, 93-12%

G . Birkhotf, "Fitty Years of American Malhematics”, Siimne 8§,
No. 2290 (1938): 161-467.

G.D. Birkhoff, "Topology, Scena™, 96, no. 2504 (1942): 551-584.

. Birman "Toincaré’s conjecture and the homotopy group of a
closed. orentable 2-muamitold™, | Austial Math Soc, 17 (1974):
214-221

R. Bonola, ~on-Luctidecon CGeanetry. A Credteal and Hestorical Stdy of
it~ Decelopnent (trons by H S Carslaw), New York. Dover,
1955,

U Bottazzini, Hemy Poincard:: Plnlosophe of maihematicien, Pans: our

[a Science, 2000,

Vo Brittamn, Testament af Youth, An Awutobiogiaphical Shiudy of the Yenrs
1900-1925, New York, Penguin, 1989 (Iirst published in
London, 1933



Tham khao 427

FE Girowder, The Mathematical Hevitage of Henrt Poncn e (2 vals),
Providence: American Mathematical Society, 1983,

W K. Buhler, Gauss. A Biographicat Study, Berlin, New York:
Springer-Verlag, 1981

JJ. Callahan, "The Curvature of Space in a Finite Universe”, Scientific
American, 235 (Auguslt, 1976), X-100.

J. W. Cannon, W.]. Flovd, R. Kenyon, W.R. Parry, "liyperbolic
Geometry”, in Flavors of Geometry, 5. Levy (ed.) Cambridge:
Cambridge Univ. Press, 1997,

[1.1). Cao, B, Chow, 5.C. Chu and S.T. Yau (eds), Collected Papers on
the Ricer Flowo, Somerville: International Press, 2003.

H-D Cao, X-P Zhu, "A Complete Proof of the Poincaré and
Geometrization Conjectures - Application of the Hamilton-
Perelman Theory of the Ricci Flow", Asian | Math, 10 (2006)
I65-402.

B Chow, "The Rica flow on the 2-sphere”, [. Ditf. Geom., 33 (1991):
32533

W K Chitord, AMathcmatical Papers (ed R Tucker), T.ondon:
Macmallan. 1882

] Collms, Good to Great. Why Soune Companies Make the Leap .. and
Others Dond, larperCollns, New York, 2001

Lante Altghien, The Ovonne Comedy (¢ 1318, trans. A. Mandelbaum),
New Yark Knapf, 1995

G, Darboux. “Eloge Histornique d'Henri Poincaré”, in Poincaré,
Henn Ocniuis, vol 2 Paris. Gauthier-Villars, 1916.

N Dehn and I Heegard, “Analysis Sitns”, in Enzyklopdrdie de

Matiwpitteschen Wissenschapten 111, AB 3, Teubner, Leipzig,
(1907). 153-220.



428 S1A THUYET POINCARE

M. Dehn, Papers on Group Tiwory amd Topelogy (trans. and mto. by 1
Stillwell), New York: Springer-Verlag, 1987.

). Derbyshire, Pifme Obsession: Beynhnrd Riemami and Hie Grentest
Unsolved Probfenr i Mathematics, Washington Joseph Henry
Press, 2001

D M. DeTurck, "Deforming metncs in the ditectiun of their Rico

tensars”, f. Ditf. Geomnr, 18 (1983) 157-162

A Doxiadis, Linde Petos annd Goldbach's Conpcture, New Yok,

London, Bloomsbury, 1992, 2000,

M du Sautoy, The Music of the Primes semching to solve the greatest
nny-nnv i mathematics, New York Harper Collins, 2003,

] L. Dupont and C-H Sah, "Scissors Congruences”. | Pure. Applicd
Algebra 25 (1982): 159-195

P Duren, A Century of Matheniatics iy Amsevica (3 cals), Providence

Amerncan Mathematical Society, 1989.

Ad1 Durfee. "Smgutaritics”, in History of Topology, .M. James (ed ),
Amsterdam: Elsevier, 1999 417-434

W.B Ewald, From Kant to Hilbert: A Svisce book in the Foustdations of
Mathenitics, vol 1, Oxford Univ. [ress, 1996.

M. Epple, "Geometrnic aspects in the development of knot theorv”,
wm Hesforv of Tepology, LM famwes (ed.), Amsterdam: Elsevier,
1999, 3001-358

L.B. Feffer, "Oswald Veblen and the Capitalization of American
Mathematcs: Raising Moncey for Research®, 1923-1928, j<is 89
(1998); 474-497.

R.H Fox, “Construction of Simply Connected 3-Manifolds” in
Topoloyy of 3-Manifalds and Related Topics, MK Fort (ed),
Prenhce Hall. Englewood Cliffs, N 1., 1962, 213-2]0



Tham khao 420

M. Freedman, “The topology ot four manifolds”, f. Difterentud

Geom , 17 (1982): 357-454.

5. Friedlander, P. Lax, C. Morawetz, L. Nirenberg, G. Seregin N
Ural’tseva, and M. Vishik, “Olga Alexandrovna
Ladyzhenskaya (1922-2004)7, Notices of Hie American
Matlematical Society 51, no. 11 (2004) 1320-1331.

1. Gabai, “Valentin Poenaru’s program for the Poincaré
conjeclure”, in Geomelry, Topology and Physics tor Raoul Boti, 5-
T. Yau (ed.), Cambnidge International Cress, 1994; 139-166.

M Gage, RS Hamiltan, “ [he heat equation shrinking convex plane
curves” [ Diff Geonr 23 (1986) 64-46.

P Galwon, Eastennr’s Clacks, Powease s Maps Emprres of Time, New
York: W.W. Nartan, 20003,

S Gallot, D. Hulin, J. Lafontame, Riemannun Geometry (Third Ed))
Betlin: Springer, 2004.

C. b. Gauss, Werke, Gottingen. K. Gesellschatt der Wissenschaften
zu Gottingen, 1803-1933

C C Gillespie (ed Y, Dichionas iy of Serenhifie Bragraphy, New York:
Scnbner, 1671

. Gillman, D Rolfsen, “The Zeeman canjecture tor standard spines
1s equivalent 1o the Pomncaré conjecture”, Topology 22 (1983):
315-323

) Glesek, Chaos: Making a Newe Saence, New York: Peagain, 1988,

L Goldberg, AV. Phillips (eds.), Topological Methods it Modern
Mathematics, Houston. Pubhsh oy Pensh Pregs, 1993

C. McA. Gordon, “3-dimensional topology up to 19607, in Historyy of
Topology, LM. James (ed.), Amsterdam: Elsevier, 1999, 449-450



GIA TRUYET POINCARE

430

1Y Gorman, Pythagoras. A Life, London, Boston: Routledge and K,

Paul, 1974
) Grav, ldeas of Space Enclideare non-Enchidean, and Relatiorstn

Oxford, New York. Oxiord University Press, 1979,

ag

I.J. Gray, S.A. Walter (ed<), Hemy Poinearé, Three Supplementary
Lssays on the Discovenyy of Fuchsian Funefions<, Akadenie Verl

GmbH, Berlin (and Albert Blanchard, Pars) 1997
M. Grayson, “The hieat equation shrinks emibedded curves to round
pomts™, [ Dff Geon 26 (1987): 285-314

L.L. Greffe, G Hemzmann and K. Lorens (eds), Henrf Potncaré,

sciem e nud Philosophy, Akademie-Verlag. Albert Blanchard,

1896, pp 241-250.
J. Hadamard, “L'ocuvre mathémahqgue de Poincaré” Acta
Matiwematica 38 (1921): 203-287.
] Hadamard, Non-Enclidean Geometyy m the Theory of Arntoinorpluc
Funchions, (1951, trans. A. Shenitzer, ed. by ], Gray and A

Shenttzer, Providence: American Mathematical Society, 1999,

W' Haken, “Some resuolts o surtaces in 3-manifolds”, in Stdivs 1
Modern Topology P.Hilton ced), MAA Studies, Washington:
Mathematical Assoaahion of Amcerica.

G.B. Halsted “Biographv, Bolyai Farkas [Wolfzang Bolyar|
American Mathematical Monihly 3 (1896): 1-5
R 5. Hamilton, “Ihrce-manifolds with positive Ricor curvatare”,
ol of Ditferental Geometry 17 (1982): 255-306.
R.S. Hanwlton. ” I'he Ricci flow on suarfaces”, in Contemporary
Mathernities 71 (1938) 237-261.
R.S. Hamilton, “The formation of simgulanties in the Ricei flow”,

Surveys in Differential Geometry 2 (1995) 7-130.



Tham khao 431

C.H Haskans, Jhe Rise of Linreersities, New York Gordan Press,

19537,

T.L Lleath, A Thictory of Coeok Matheomins 2 vols Onrord, 1921,

T.1 Heath, The Tiortecn Boob< o Eaddid s Flements, New York: Dover,
1956,

G. Hemzmann, "Fléments preparatoire a une biographie d’Henri
Foimcare”, preprint

I Heavpel, 3-Manifolds, Princeton: Princeton Univ, Press, 1976

T Heverdahl Early Man and the Ocean a search for tHhe Beontiiies of

Navigation amd Seaborne Ciotlizations, Gorden City, NY:
Doubleday, 1979

D. Hilbert, Die Griodlagen der Geonetree, Leipzig' Teubner, 1899,

W. Irving Life and Voyages of Colnmdas, Londone John Murray, 1830.

W. Jakbsche, " T'he Bing-Bovsuk conjecture is stronger than the
Pomcare conjecture”, Fund. Math., 106 (1980): 127-134.

Al Jaffe, " The Nillennium Grand Challenge in Mathematics”,

Notices Amer Matl Sor., 53 (2006): 652-660.

A Jaffe and F. Quian, “Theoretical mathematics: Towards a cultural
synthesis of mathematics and theoretical physics”, Bull Aner.
Math. Soc. 29 (1993) 1-123.

A.Jalfe and F. Quinn, Response to comments on “ Theoreticat

mathematics”, Brdl Amer Mabh. Soc. 30 (1994): 208-211..
LM. James (ed.), Fhisteru or Topalogy, Amsterdam: Llsevier, 1959
A lohins, The Natwre of e Book Prant and Knotoledge in the AMaking,
Chicago: University of Chicago Press, 1998,
Vo Kasgran, N. Lobachieovsky and his contnbution to science, Maoscow.

Farcign Languages Publishing House, 1957



432 GIA THUYET POINCARE

M. Kervaire, “A manifold which does not admit and ditterentiable
structure”, Commient. Math. Flelv., 34 (1960): 257-270.

F. Klein, Vorlesungen ubcr dwe Entieicklnnyg der Mathematik tm 19
Inlvlnondert, Teld LI Rerbin: Springer, 1926 (Teil 1), 1927 (Teil
11).

B

v

Klemer. I Lott (edsiweb-masters) “"Notes and commetnaries on

Perelman s Rica flow papers”,
http. /v math <a.unuch.edu/~lott/neciflow/perelman.html.

B. Kleiner, ] 1 ott, “Notes an Perelman’s Papers”, arXivimath.DG/

De05667v1, 25 May 2006,

A. Kolmogorov, “The Mascaw school of Tapnlogy”, Scrence 97 no.
2530 (1943)- 579-580

K. Kaseki, . PPoincarésche Vermutung in Topologie”, Math. |.
Okayama Uiz 8 (1958): 1-106.

A Kosinska, Differential Maifolds, New York: Academic Press, 1993,

5. Letschetz, “Reminiscences of a mathematical immigrant in the

United States”, Anerican Matlt Monthly, 77 (1970): 344-350.

S. Letschetz, “lames Waddell Alexander (1888-1971), Yearbook of the
Amertean Plhdesopivcal Society (1973) Philadelphia, 1974, 110-114.
D). Laugwitz, Bersthad Kiginior 18326-1866: Turning Points in the

Conceptron of MMathenaties, Boston: Birkauser, 1999

J. Mawtin, "tHenn Paincaré. A Lite in the Service of Science” Nofices

of the American Mathematical Soctety 52 (2005): 1036-1044.

C. McMullen, “Riemann surfaces and the geometrization of 3-

manifolds”, Bufl. Amer. Matlt. Soc., 27 (1992): 207-216.

J. Milnor, “On the total curvature of knots”, Ann. of Mafh. 52 (1950).
248-257.



Tham khao 433

J. Milnor, “On manifolds homeomorphic to the 7-sphere”, Ann of
Math. 64 (1956): 399-405

J. Milnor, Singular Points of Complex Hypersurfaces, Princeton:
Prnnceton Univ. Press, 1968

J. Milnor, “Towards the Poincaré conjecture and the classification of
three manifolds”, Notices Amer. Math. Soc., 50, no. 10 (2003):
1226-1233.

). Milnar, “The Poincaré conjecture one hundred years later”

{(www.math.sunysb.edw/~jack]).

M. Monastyrsky, Moderi mathematics m the light of the Frelds Medals,
Wellesley: AK Peters, 1998.

J.W. Morgan, “Recent progress on the Poincaré conjecture and the
classification of 3-manifolds”, Bull. Amer. Math, Soc., 42 (2005):
57-78

S. Nakayama, Academic and Scientific Traditions in China, Japan and the

West (transl. by ). Dusenbury), Tokyo: Univ. of Tokyo Press,
1984.

S. Nasar, A Beautiful Mind, New York: Simon and Schuster, 1998.

J. Nash, “The imbedding problem for Riernannian manifolds”,
Annals of Mathematics, 63 (1956): 20-63.

O. Neugebauer, Matliematical Cuneifornt Texts, New Haven:
American Oriental Society, 1945.

O. Neugebauer, The evact scieiices in antiquity, Princeton: Princeton
University Press, 1952

O. Neugebauer, Vorlesungen iiber Geshichte der antikerr mathematischen
Wissenschaften con O. Neugebauer, Berlin, New York: Springer-
Verlag, 1965.



434 GIlA THUYET POINCARE

S.F Novikov, Topology in the 20th century” a view from the inside,

Ruscir Math, Surveys 39 (2004)- 3-28

J.J. O’Connor and E.F. Robertson, The MacTutor History of

Mathematics Archive,

http:/www-history mes st-andrews.ac.uk/histary/index. itml

P O'Shaughnessy, A case of hes, New York: Random House, 2005.
R. O)sserman, Poctry of the Liniverse, New York: Doubleday. 1995.

I.-P. Otal, "Thurston’s hyperbolization of Haken manifolds”, mn
Surveys m Differential Geometry, C.C. Hsiung, S.-T. Yau (eds),
vol. 3, Cambridge: International Press, 1998, 77-194.

C.D. Papakyriapoulos “On Dehn's lemuna and the asphericity of
knots” Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A 43 (1957): 169-172 and Annals
of Mathwmatics 66 (1957): 1-26.

C.D Papakyriakopoulos, “On solid tori”, Proc London Math. Soc, 111,
Ser 7 (1857): 281-299,

C.D. Papakyriakopoulos, “Some problems on 3-dimensional manifolds”.

Bull. Amer Math. Soc. 64 (1938). 317-335.

C.D. Papakyriakopoules, A reduction of the Poincaré Conjecture to

group theoretic conjectures, Aun of Math 77 (1963): 250-305.

K.H. Parshall and D.E. Rowe, The Emergeitee of the Anterican
Mathematical Communmity 1876-1800: [.J. Sytvester, Felix Klewt, and

E.H. Moore, Providence: American Mathematical Society, 1994.

K.H. Parshall, A.C. Rice (eds), Mathematics Unbound: The eoolution of
an international mathematical researclt commuittiy, 1800-1945,
Amencan Mathematcal Society, Providence and London

Mathematical Society, London, 2002.



Tham khao 435

G. Perelman, “Proof ot the soul conjecture nf Checger and

Gromoll”, [. Diff. Geowns. 40 (1994): 299-305

G. Perelman, “The entropy formula for the Ricci flow and its
zeometric applications”, math.DG/0211159 (11 November
2002), "Ricci low with surgery on three-manifolds, math.
DG/0303109 (10 March 20103), “Finite extinction time for the
solutions to the Rical flow on certain three-man:folds”,

math. DG/0307245 (17 Julv 2003).

M. Peterson, "Dante and the 3-sphere”, American Jowrnal of Physics
45 (1979): 1021-1035.

H. Poincaré, “Sur les functions fuchsiennes”, C.R. Acad. Scr., 92 (14 Feb
1881): 333-335; 92 (21 Feb 1881): 395-396; 92 (4 Apr): B54-861.
H. Poincaré, Geurves de Henri Poincare, Gauthrers-Villars, Paris, 1952.

H. Poincaré, Papers on Fuchsian Fuiw tions, (trans. by . Stillwell), New

York: Springer-Verlag, 1985

IH. Poincaré, Neiwe Methods of Celestial Mechanics, (edited and
introduced by D. Goroff), Amencan Institute of Physics, New
York, 1993.

H. Poincaré, The Value of Stienice Essentinl Wirthings of Heni Poincar®,
ed. Stephen Jay Gould, The Modern Library (Random House),
New York, 2001.

J.-C Pont, La Topologie Algébrique des origins a Poincard, Presses
Universitaires de France, Paris, 1674.

C. Ptolemy, Claudius Ptolemy The Greegraphy edited and translated by
E.L. Stevenson, Dover Publications, New York: Dover, 1991.

E. Régo, C. Rourke, "t{eegaard diagrams and homotopy 3-spheres”,
Topplogy 27 (1988): 137-143.



436 GIA THUYET POINCARE

C Reid, Hilbert, New York, Heidelberg, Berlin: Springer-Verlag,
1970,

C. Reid, Courant in Gottmgen and New York, The story of an mprobable
mathematiciain, New York, Heldelberg, Berlin: Springer-Verlag,
1876.

B. Riemann, Gesamnelte mathematische Werke wund wissenschaftiicher
Nachlass, (Zweite Auflage, bearbeitet von Hemnrich Weber),
Leipzig: B.G. Teubner, 1892, 541-558.

C. Rourke, “Characterisation of the three-sphere tallowing Haken”,

Turkish . Math, 18 (1994). 60-65.

C. Rourke, “Algorithms to disprove the Poincaré conjecture”,
Turkish [, Math, 21 (1957): 99-110

D.E Rowe, “Jewish Mathematics” at Gothngen in the Era of Felix
Klein”, Isis, 77 (1986): 422-449.

D.E. Rowe, "Kleiry, Hilbert and the Gottingeu Mathematical
Tradition”, Osiris (1989): 186-213

) B. Russel}, Inventing the Flat Eavth: Columbus and Madern Historians,
Westport: Praeger Publishing, 1991.

L. Russo, The forgotten revofution: How science was born in 300 BC and

Why it had to be reborn, New York Springer 2003.

D.G. Saan (ed.), The wway it was: Mathematics from the carly years of the

Bulletin, Providence: American Mathematical Society, 2003.

K. Sabbagh, The Rienann hypothesic: The greatest unsolved probiem in

mathematics, New York: Farrar, Strauss, and Giroux, 2002.

K.S. Sarkaria, “The topological waork of Henri Poincaré”, i History of
topology, 1. M. James (ed.), Amsterdam: Elsevier, 1999, 123-168



Tham khao 437

E. Scholz, " The concept ot a marulold, 1850-1950”, in History of
Tupalogy, [ M James (ed ), Amsterdam: Elsevier, 1999, 25-64.

H. Seifert, W. Threlfall, A rexcrbook of tapology (trans. by MLA.
Goldman), New York, Academic Press, 1980.

A. Sossinsky, Knots: Matltematics il a Twist, (trans. by G. Weiss),
Cambridge: Harvard Univ Press, 2002.

S. Smale, The generalized Poincaré conjecture in dimensions

greater than four, Ann. of Math., 74 (1961): 391-406.
J. Stallings, On the loop theorem, Ann. of Math 72 (1960): 12-19.

J. R. Stallings, “How not to prove the Poincaré conjecture” in
Topology Seminar Wisconsin, R.H. Brmg (ed)), Princelon:
Princeton University Press, 2006, 83-86.

J. Stillwell, Geomehry of Surfaces, New York: Spnnger-Verlag, 1992.
T.L. Thickstun, “Taming and the Poincarce conjecture”, Trans., Ames

Math. Soc., 238 (1978): 385-396.

T.L. Thickstun, “Open acyclic 3-manifolds, a loop theorem and the

Poincaré conjecture”, Bull. Amer. Math Soc., 4 (1981): 192-194.

R. Thom, Mathematical Models of Morphogenesis, (English translation:
by W.M. Brookes), New York: Halsted Press, 1933.

W._Threlfall and H. Seifert, "Tapologische Untersuchunyg der
Di~contuitdtsbereiche endlicher Bewegungsgruppen der
dreidimensionalen spharische Raumes I, Mathematische

Artnafen 104 (1930): 1-70.

W.P Thurston, “Existence of codimension-one foliations”, Ami. of
Math., 104 (1976): 249-268.

W P Thurston, “Mathematical Education”, Notices Anmer. Math. Soc.
37 (1990): 844-850.



438 GIA THUYET POINCARE

W. P. Thurston, “On proof and progress in mathematgcs”, Bull.
Amer. Math. Soc. 30 (1994): 161-177.

W. P. Thurston, Three-dimensional geometry and topology. vol. 1 (ed

By S. Levy), Princeton: Princeton Univ. Press, 1997

W.P. Thurston, "How to see 3-manifolds”, Classical and Quantinn

Gravitiy, 15 (1994): 2545-2571.

W.P. Thurston, The Geometry and Topology of Three-Mmnifolds,
Electronic version 1.1, March 2002, http:/www.msn.org/

publications/books/gt3m.

H. Tictze, Uber die topologischen Invarianten mehrdimensional
Mannigfaltigkeiten, Monatshefte fiir Mathematik und Phystk 19
(1908): 1-118.

O. Veblen, Annlysis Situs, New York: American Mathematical
Society, 1922.

B.L. van der Waerden, Sawence Awakening I: Egyptian, Babyloniann,
and Greek Mathiematics, English translation by A. Dresden with
additions by the authar, Leyden. Noordhooft, 1975.

C Weber and H. Seifert, “Die beiden Dodekaedraume,”
r\fia'Hu-nrcmsdu' Zeitscloipt, 37, no. 2, (1933), 237,

J. Weeks, The Shape af Space, 2™ ed., New York, Basel: Marcel
Dekker, 2002,

J Weeks, The Poincaré dadecahedral space and the mystery of the
missing Huctuations, Notwes Amer. Matl. Soc., 51 (2004): 610 - 619.

A Well, "Riemana, Betti, and the birth of topology”, Archive for
History of Exact Sceences, 20 (1979): 9-96.

AN. Whitehead, The Atins of Lducation and other Essays, New York:
Macmillan, 1967.



Tham khaa 439

] HC Whitchead, “Certain theorems about three-dimensional
manttolds”, Quart . Math. 5 (1934): 308-320.

} 1.C. Whatehead, " Three-dimensional manifolds (corngendum)”,

Qumi.j. Math 6 (1835): 80,

§ 1L.C. Whitehead, “"On the sphere in 2-manifalds, Bull. Amer. Math.
Sie 4 (1958): 161-166.



Poc thém

Sau day 1a danh muc ngan cac tac pham, cdc bai viét danh
cho cac ban mudn tham khao, tim hiéu thém. Cac ban ¢
thé xem thém phan trich dan trong muc luc sach tham
khao

Dé tham khao tiéu sir cac nha toan hoc, nguf)n tur liéu
t&t nhit o thé tiép can 13 tir dién tiéu sir khoa hoc cua
Gillispie. Ngudn théng tin truc tuyén MacTutor History
duge ditu hanh bai JJ.O’Connor va E.F. Robertson
(http . www-history.mcs.st-andrews ac.uk/history/index.html)
chia dung cac thong tin tham khdo ngan gon, sdng dong
vé cac nha toan hgc. Cac ban clng c6 thé tiép can duoc &

day cac dm tat stc tich vé cac chil dé todn hoc. Thong tin
tir Wikipedia (http:/en.wikipedia.org/wiki) ngay cang trg
nén manh mé va mang tinh hoc thuat cao.

Pé tim hiéu thém vé tiéu sir cac nha todan hoc céc ban
c6 thé tim doc fai lidu cuaa Laugwitz viét vé Riemann,
Buhler viét vé Gauss, va Reid néi vé Hilbert. Xen lan
trong tiéu sir nhieu phan trong tai liéu cta Laugwitz va
Bithler doi hoi ngudi doc phai ¢6 nén tang toan hoc vimg
chac. Vao thdi diém nay kié ¢6 thé tim dugce tu lidu tiéu
si nao day du vé Foincaré. Mot tic pham xing tam véi
cudc dot va cong trinh cua dng hua hen sé ra ddi trong
niam 2010. Trong lac chd doi tac pham nay, chiang ta 6



442 GIA THUYET POINCARE

thé tim hiéu vé cudce doi va sy nghiép cua Poincaré dugc
tam tat bdi Bottazzini. Tuy vdy fai lieéu nay méi chi o ban
liéng Phip. Tac pham cha Galison nér vé lac dong to 19n
cula hoan canh xa hoi dén cong viéc cua Poincaré va
Finstein. Dé bidt them veé cic td chue xa hoi da hd trg va
ung ho cac nha lodn hoc cac ban ¢d thé tim doc tac pham
cua Nakavama,

Vi ban doc ¢ nén tang toan hoc han ché, tai liéu
tham khao thich hyp nhat ¢6 thé gitp cac ban higu hon
vé mdi quan hé gitra hinh hoc va topo hoc trong truong
hop da tap hai va ba chicu 1a tac pham cta Jeff Weeks -
Hinh dang ctia khong gun (The Shape of Space). Quyén
sach nay khéng yéu cau ki nang vi-tich phan.

Cho nhirng ai co nén ting kién thuc toan hoc vimg
haon thi cuon Hinh hac va topo hoc ba chieu coa Thurston, va
cac bai giang cua ong & Pai hoc Princeton (¢6 trén website
cua MSRI) la nhang tai licu tuvt vo.

Bai viét cua Cannon trong cudn sich cta Levy -
Flavors of Geometry (tam dich: Nhing sic thai cita hinh
hoc) da gigi thiéu mat s& mé hinh hinh hoc hyperbolic ¢é
thé dé dang tiép can néu ban doc da hoc qua mat khéa vé
vi-tich phan.

be dugc gisi thigu vé li thuyét that nat trong hinh
hoc topo, ban doc ¢ thé tim doc cac tac pham caa C.
Adams hoac A. Sossinsky (cac tac pham nay chira dung
nhing tu licu khdc nhau).

D&i vai cac ban da tral qua vai nam hoc vi-tich phan &

chuong trinh dai hoc thi gi&i thiéu ngan gon suc tich vé
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hinh hoc topo ma cac ban ¢é thé tham khao 1a ldc pham
cua Kosinski - Cde da tap khd vi. Bai viét cia Barden va
Thomas cang la su lua chon hop i, Pé tim hiéu vé hinh
hoc Riemann, toéi rat mudn gigi thiéu dén cdc ban cic tic
gia Gallot, Hulin va Lafonfaine. Nhitng quyén sich ctia
cac tac gia nay doi hoi su nghién cdu nghiém tic tir phia
ngudi doc (t6t hon ca 13 ban doc nén tim cho minh ngudi
dong hanh trong gud trinh im hiéu cac tac pham nay).

Bai nghién cu cia Hamilton nam 1995 khao sat cac
diém ki di ctia dong chay Rica (duge tai xuat ban trong
tuyén tap cac bai nghién ciu cda Cao va nhimg nguoi
khéac vé dong chay Ricci - Cao et al.’s Collected Papers on the
Ricci Flow) ¢6 18 1a cac tai liéu t&t nhat cho viée bat dau tim
hiéu thém théng tin vé dong chay Ricci. Tac pham sap ra
d&i chia Tian va Morgan sé 1a cudn sach day dd nhat vé
cong viéc nghién ciu va sy kiém chung ciia Perelman ve
phong doan ciia Poincaré.



Ngudén minh hoa

Hinh minh hoa 1 va 2 duoe tao bdi tac gia dya trén cdc ban dé tham
khio c6 ngudn tu CIA's The World Factbook (www.cia.gov/cia/
publications/factbook).

Hinh minh hoa 3 dugc liy t nguon tham khao truc tuyén ctia
Librarv of Congress. (B Agnese, Portolan atlns of 9 charts and a world
map, etc. Dedicated to Hievonymus Ruffaull, Abbot of St. Vnast, 1544,
Call No. GI001.A4 1544, digital ID: g3200m get00001
hrtp:/Mdl.loc.govAoc.gmd/g3200m gct00001).

Hinh minh hoa 4 va 5 dugc 1ao b tac gia dua trén cac ban da
tham khao cé ngudn tir CIA’s The World Factbook.

Hinh minh hoa 6-17 duoc tao ban téc gia

Nguf)l\ cua hinh mmnh hoa 18 chua duac xac dinh.

Hinh minh hoa 19 duge xay dung bdi tic gid vdi su 1dng ghép
tir hinh minh hoa 20. Hinh minh hoa 20 1a ban phac thao veé Thién
Dudng ciie Doré trong tac pham Thin khiic cha Dante. Pugc saa
chup lai tir 4n ban caa Dover (1976).

Hinh minh hoa 21 va 25 dugc tao bai tac gia.

Hinh minh hoa 26 la bac anh chup tic pham tranh son dau
cua Carl Freidrich Gauss cua hoa s1 C.A Jensen (1752-1870) do tac
gia chup. Ngudn tir Dai hoc Arcluv der Georg-August, Géttingen,
Germany.

Hinlh minh hoa 27 va 37 dugc tao bdi tac gia.

Hinh minh hea 38 va 39 ¢6 ngudn bx Archiv der Snftung
Benectius Gotthelf Teubner Leipzig/Dresden/Berlin/Stutigart.

Ca thé ndi cac hinh minh hoa 6,7, 8,9, 10, 11, 12,13, 14, 15, 16,
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17, 19, 21, 22, 23. 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 42, 43,
44, 45, 46, 47, 49, 50, 51, 52, 53 duoc xay dung bai chinh cdc doc gia
(Mdt s6 da duoc tao nén bdi cac gido vién trg giang, hoac duoc in
lai tir cic nguén khac).

Vé cac hinh minh hoa dugc xay dung dua trén cic ban do (1,
2, 3,4, 5, 18) liéu c6 phai 13 cac ban dd gdc ma ban da sir dung va
chinh sta la cac bin dd 6 tic quyén hay la cac ban d6 duge phép
tham khao tu do?

Mot ngudn rit quan trong la cic bic tranh duge st dung
trong, cac hinh munh hoa 20, 26, 38, 39, 41, 48. Liéu cd bac nao dugce
in lai tir cac quvén sich khac? Cac birc khac duge lay tir cadc ngudn
khac lidu di duac trich din cu thé vé ngudn tham khao? Xin vui
Iong lién hé vai 161 néu ban mudn ban bac vé van dé nay.

Hinh minh hoa s6 40 khéng ¢6 ngudn goc tham khao, lidu ¢
can xin phép?
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