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1
GIGI THIEU

Thét tinh cd mot trong nhitng phat kién
toan hoc vi dai nhit moi thai dai lai
dugc dan ddt bdi tryc quan vat ly.

— George Polya, nGi dén kham pha ctia Archimedes
vé phép tich phan

1.1 Toan hoc d6i dau Vat ly

Tro lai thoi Lién bang X6-viét nhimg nam dau thap ky
1970, 16p ct nhan chung toi — gdbm khoéng 40 sinh vién
ndm hai nganh toéan valy, dugc huy dong di lao dong mua
he & mién qué. Cong viec clia chung toi 1a tron bé-tong va
dung cac xi-16 tai mot trong cdc nong trang tap thé tai day.
Ban to6i Anatole va t6i dugc phan cong xtc séi. Cong viéc
hoan thanh va chung t6i cam thdy thoai mai (nhu bat ct
ai cting c6 thé cam thdy trong hoan canh do). Anatole theo
chuyén nganh vat ly con t6i thi chuyén toan. Nhu nhting
ké ham mo hai doi tuyén ddi khang, méi chiing toi ra stic
thuyét phuc nguoi con lai rang linh vire ctia minh uu viét
hon. Anatole n6i mot cach quéa quyét rdng toan hoc la day
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t¢ ctia vat ly. Toi phan phdo rdng toan hoc c6 thé ton tai bat
chap vat Iy con vat ly thi khong. Toi néi thém cac dinh ly
12 vinh hidng. Céc gia thuyét vat ly thi hét ding roi sai. Du
vay t0i da khong cho Anatole biét trudc rangly do to6i chon
chuyén nganh to4n hocla dé rén luyén céi cong cu cot yéu
cho vat ly - linh vizc ma toi du tinh sé theo dudi sau nay.
Thuc ra, mua he trudc khi vao dai hoc, toi da tinh co gap
thay vat Iy ctia minh. Ong da héi vé cac du tinh ctia toi cho
hoc ky mua thu. “Bit dau chuyén nganh toan ctia em”, toi
dap. “Gi co? Toan? Anh khuing roi!” 6ng dap lai. Toi coi d6
nhu mot 10i khen (va c6 1é xdc nhan quan diém ctia 6ng).

1.2 Quyén sach nay noi ve diéu gi

Day khong phai 1a “mot trong nhiing cuén bia mém,to,
day, dua dé giét thoi gian qua hai muia gi6, ma néu dugc ném
théng tay thi sé khién mt con trau nuéc khuyu géi” (Nancy
Banks-Smith, nha phé binh truyén hinh nguoi Anh). Voi
kich thudc nho ctia né, cudn sach nay sé khong ha guc dugc
ai, it ra khong thé ha guc ai bing tac dong vat ly ctia n6.
Tuy nhién, cuén sach thuc swla mot don giang trd - hay co
thé chila mot ca chich chénglai quan niém cho ring toan
hoc la day t6 ctia vat ly. Trong cuén sach nay, vat ly bi dat
vao vi tri phuc vu todn hoc, va té rala mot day té c6 nang
luc (xin 16i cdc nha vat ly). Nhing y tuong vat ly co thé 1a
y tudng khai mé thyce thu va goi ra 1oi giai cuc ky gian don
cho mot bai toan toan hoc. Hai chti thé nay gdn bo khing
khit dén ndi ca hai sé chiu ton that néu bi tach roi. Su déi
vai c6 thé rdt hiéu qua, nhu cudn sach nay minh ching.
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Hoan toan c6 thé tranh cdi xem viéc tach hai bd mon nay
ra c6 la mot cdi gi qua nhan tao hay khong*.

Diém qua lich sit. Cach giai toan badng truc quan vat ly
it nhat co6 tir thoi Archimedes (khoang nam 287 tr. CN -
khoang nam 212 tr. CN). Ong da ching minh dinh ly tich
phan néi tiéng vé thé tich hinh try, hinh cau va hinh nén
bédng céch stt dung mot cai can thang bang gia tuéng. Ban
tom tit ctia dinh ly nay duoc khéc 1én bia mo ctia 6ng.
Cach ti€p can ctia Archimedes c6 thé dugc tim thay trong
cudn [P]. D6i voi Newton, hai chti dé nay von 1a mot. Cac
cuon [U] va [BB] trinh bay nhing 1o gidi vat ly rat dep cho
céac bai toan toan hoc. R4t nhiéu nhiing phat kién toan
hoc co ban (nhu Hamilton, Riemann, Lagrange, Jacobi,
Mébius, Grassman, Poincaré) da duoc dan dat tir nhing
suy xét vat ly.

C6 hay khong mét céng thirc phé quét cho céch tiép cdn
vat Iy?Nhu voi cong cu batky, vat chét hay tinh than, cach
ti€p can nay co6 khi tot va co khi khong. Khé khan chinh
1a “nhin” ra ban chat vat ly ctia bai toan**. Mot s6 bai toan
phtt hgp véi cach gidi nay, mot s6 khac thi khong (c6 nhién,
cudn sach nay chi bao gobm dang thtt nhét). Tim ra mo

* “Toan hocla mot nhanh cta vat ly Iy thuyét noi ma phan thuc nghiém la ré
tién” (V. Arnold [ARN]). Khong chi céc thi nghiém trong cudn sach nay la
ré tién — tham chi con mién phi, ma thuc chét 1a cac thuc nghiém gia tuong
(bai toan 2.2; 3.3; 3.13, va thuc ra hAu hét cdc bai todn trong cuén sach nay).

**Pay la cach tiép can di ngugc trao luu chung;: thong thudng mot nguoi bat
dau bang mot bai toan vat Iy, roi trién khai né thanh mot bai todn toan hoc;
o day ching ta lam nguoc lai.
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phong vat Iy cho mot bai toan cu thé c6 khi dé dang, va co
khi khong; nguoi doc c6 thé c6 y kién riéng ctia minh sau
khi lu6t qua nhiing trang sach nay.

Mot bai hoc ma mot sinh vién c6 thé rut ra tix viec doc
cuon sach nay 1a tim kiém mot y nghia vat ly trong toan
hoc la rat cé ich.

Su chdt ché cua todn hoc. Lap luan vat 1y ctia ching ta sé
khong hoan toan chéat ché. Nhiing lap luan nay chila phac
théo clia nhiing chtmg minh chit ché, dugc dién dat bang
ngon ngtt vat ly. Toi c6 chuyén ngit “chtimg minh” vat ly
thanh chimg minh todn hoc cho mdt vai bai todn chon loc.
Lam viéc nay mot cach c6 hé thong sé bién quyén sach thanh
mot pho sdch“to, day va chan ngdt”. Toi hy vong nguoi doc
sé nhan ra hinh mau dé néu c6 hing thu sé c6 kha nang tu
xtt ly nhing truong hop ma t6i da bo qua.Voi loi tran tinh
nay, toi cdm thay bot dy ndy trong viéc sit dung tit “ching
minh” xuyén suét cuén sach ma b6 qua dau ngoac kép.
Diém chot ¢ day 1a 1ap luan vat ly tré thanh cong cu dé
kham phéa va dé c6 mot truc quan sau sdc — hai buoc di
trudc tinh chit ché ctia toan hoc. Nhu Archimedes da viét,
“Duong nhién viéc thiét 1ap mot chiing minh sé dé dang
hon nhiéu néu trudc d6 da c6 nguoi nim dugc khai niém
so khéi ctia bai toan”. ([ARC], tr. 8)
Mot cch tiép can ré rang. Thay vi phién dich “chtmg minh”
vat Iy thanh ching minh chat ché, viéc thiét 1ap cé6 hé thong
“céc tién dé thuc chét” co 1é sé 1a mot du an tha vi. Day
sé 1a mot tap hop cac tién dé thuc chat cta co hoc, tuong
tunhu cac tién dé hinh hoc/s6 hoc ctia Euclid - ma trong
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d6 céc chiing minh duoc cho ¢ trong cudn sach nay tré
nén chat che.

Ta thé twong twong mot nén vian minh ngoai trai dat ma
& d6 nguoi ta phat trién cohoc truéc, nhwmot bo mon chit
ché va thuan tiy mang tinh tién dé. Trong thé gi6i song
hanh nay, mot nguoi nao do &t da viét mot cudn sach vé
viéc stt dung hinh hoc dé ching minh cac dinh 1y co hoc.

C6 thé bai hoc & day 1a con nguoi khong nén hoan toan
tap trung vao cach ti€p can nay hay cach ti€p can kia, ma
nén coi d6 nhu hai mat cia mot dong xu. Cudn sach nay
1a mot phan tng chong lai sw tho o kha phé bién déi voi
khia canh vat ly ctia toan hoc.

So Irgc vé tam Iy hoc. Nhig cach giai vat ly trong cuén
sach nay co thé dugc dién dich ra ngon ngi toan hoc.
Tuy vay, khong thé tranh khoi thiéu sét trong qua trinh
dién dich. Truc gidc co hoc 1a mot thuodc tinh co ban ctia
tri tu¢ con nguoi, ciing co ban nhuw kha nang tudong tuong
hinh hoc, khong stt dung chiing la lang phi m6t nang luc
manh mé ma ta c6. Cohocla hinh hoc véi diém nhan vao
chuyén dong va tiép xic. O hai khia canh sau, cohoc cho
ta mot chiéu kich cdm nhan b6 sung, cho phép ta quan
sat todn hoc tt mot goc do khac, nhuw dugc miéu ta trong
cuon sach nay.

Quy lut tién héa dang buén van dang tén tai. Kha nang lap
luan béng vat ly da la khéi ngudn cho nhimg phét kién toan
hoc nén tang, tit Archimedes, dén Riemann, dén Poincaré,
va dén tan hom nay. Tuy vay, khi mot cht thé phat trién,
khé nang ly gidi tw nghiém bi chim vao quén lang. Két qua
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1a sinh vién thuong khong c6 dugce nén tang truc quan ctia
cac mon hoc ma ho theo dudi.

Dai tirong ctia cubn sdch. Néu ban c6 himg thi véi toan hoc
vavatly, toi hy vong ban sé khong quang cuén sach nay di.

Cu6n sach nay c6 thé tha vi voi nhiing ai xem nhiing
diéu sau day la ky thu:

+ Dinhly Pythagoras c6 thé dugc gidi thich biang dinh luat
béo toan nang luong.

+ Dongmao cong tdc trong mot mach dién don gian ching
minh duoc bat ding thic Vab < %(a +b).

+ Mot s6 bai todn gidi tich” phiic tap c6 thé duoc giai quyét
dé dang ma khong can mot phép tinh nao.

+ Khdo sat chuyén dong ctia banh xe dap dé chimg minh
duoc cong thitc Gauss-Bonnet (gia dinh 1a khong doi hoi
nguoi doc c6 sy am tuong dé tai nay; tat ca hiéu biét co
ban déu duoc cung cap).

+ Ca cong thic tich phan Riemann lan dinh Iy anh xa
Riemann (déu dugc giai thich & cac muc thich hgp) déu
hién r6 mon mot bang cach quan sat chuyén dong cta
luru chat.

Cudn sach nay sé 16i cuén bat cit ai muén tim hiéu vé
hinh hoc hay co hoc hoac nhiing ai khong tim thay hiing
thu voi toan hoc bai vi ho cho riang né qua kho khan hay
nham chan.

* Nguyén van: calculus vira c6 nghia la giai tich, vira c6 nghia la phép tinh -
N.D.



St dung trong khéa hoc. Ngoai viéc 1a mon an tinh than b6
duong, cuén sach con co thé duoc dung nhumot tailiéu bd
sung trong cac khoa hoc vé gidi tich, hinh hoc va boi duong
gido vién. Gido su toan va vat ly c6 thé tim thdy mot vai bai
todn va nhan xét c6 ich cho cong tac giang day ctia ho.
Kién thitc nén tdng can cé. Phan 16m cudn sach (cac chuong
2 dén chuong 5) chi doi hoi gidi tich va hinh hoc so cap
voi do kho dugc gitt 6n dinh suét cdc chuong nay, voi mot
vai dot bién ngoai lé. Chuong 6 va 7 chi yéu cau nguoi doc
biét so qua dao ham va tich phan. Cudi chuong 7 t6i c6
dé cap sudt tiéu tan, nhung khong doi hoi nhtig hiéu biét
sau sdc. Chuong nay bat c ai da lam quen véi giai tich so
cdp cing c6 thé ti€p can dugc.

Phan thithai (cdc chuong 6 dén chuong 11) c6 dung (du
hiém khi) mot vai khai niém vé gii tich da bién, nhung toi
tranh dung nhiéu thuat ngt, hy vong rang truc giac sé gitp
ban doc vuot qua dugc céac rao can ky thuat.

T4t ca moi diéu mot nguoi can biét vé vatly dugc mo ta
trong phu luc; n6 dugc trinh bay dé phuc vu nhimg nguoi
thiéu kién thitc nén tang.

Ta c6 thé doc sach timg phan mot hay timg bai toan
mot; néu bi méic ket, ban chi can lat sang trang khéc dé c6
thém htmg thd. C6 ngoai Ié cho cdu tric méi chit dé mot
trang nay, cht yéu xuét hién ¢ nhiig chuong cudi.
Nguon tailiéu. Theo nhu toi biét kha nhiéu, tuy khong phai
toan bo, cac10i gidi trong sach nay 1a moéi. Chuing bao gom
loi giai cho céc bai toan 2.6, 2.9, 2.10, 2.11, 2.13, 3.3, 3.7,
3.8,3.9,3.10,3.11, 3.12,3.17, 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 5.2, 5.3,
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6.1,6.2,6.3,6.4,6.5, 7.1 va 7.2. CAic m6 phong & chuong 8
va & cac muc 9.3, 9.8 va 11.8 ciing c6 thé 1a moi.

Khong c6 nhiéu tai lieu lién quan dén chu dé ctia cuén
sach nay. Khi téi con hoc pho thong, mot vi du tim thay
trong cudn sach ctia Uspenski da gay 4n tugng cho toi dén
noi cht dé nay da tré thanh niém dam mé*. Thém nhiéu
bai tap & dang ddy co thé tim thay trong cuén sach nho ctia
Kogan [K], ctia Balk va Boltyanskii [BB], va trong chuwong 9
1a clia cuén sach ctia Polga [P]. Ngudn goc ctia nhimg bai
toan nay cting nhu 1oi giai ctia n6 1a cong trinh c6 tir 24 thé
ky trudce cua Archimedes [ARC].

1.3 Mot vi du cach giai vat 1y so v6i cach giai
toan hoc

Bai to4n. Cho ba diém A, B, C trén mit phang, tim diém X
sao cho tong cac khoang cach XA + XB + XCla nho nhat.

Hinh 1.1. Néu tdng khoang cdch X4+ XB+ XC 1a nhé nht thi céc goc tai X1a 120°.

* Pay la vi du dau tién ctia cudn sach nay. O muc 2.2, bai bdo ctia Tokieda
[TO] cung v6i vi du nay la vai vi du bé sung rat tot.



Céch tiép can vétly. Ta bat dau bang viéc khoan ba 16 tai
A, B, C trén mat ban (c6 thé coi day 1a mot thi nghiém gia
tudong hodc no6 dugce thyc hién @ nha mot nguoi ban véi muc
dich tiét kiém chi phi). Sau khi cot ba sgi day lai véi nhau,
goi do 1a diém chung X, t6i luon timg s¢i mot xuyén qua
moi 16 khac nhau va treo vao cac qua nang phia dudi ban,
nhu hinh 1.1. Gia st trong luong ctia mdi quéa ndng bang
1; thé nang ctia soi day thi nhat khi do6 la AX: thuc vay, dé
kéo X tr16 A t6i vi tri hién tai clia X ta phai nang qua nang
don vi lén mot khoang XA. Ta da gan tong khoang cach
XA + XB + XCmot y nghia vat ly 1a thé nang. Bdy gio, néu
khoang cach/nang luong nay la cuc tiéu, hé sé & trang thai
can bang. Khi do, bo ba luc ciang day tac dunglén X cong
lai sé bing khong va do d6 ching hop thanh mot tam giéc
(thay vi 1a chi huéng roi rac) néu duoc dit goc-noi-ngon,
nhu cho thay trong hinh 1.1(b). Tam gi4c nay la tam giac
déu béi cac qua nang 1a nhunhau, va do d6 goc ndm gitra
huéng chi duong ctia cac véc to nay la 120°. Ta da chi ra
rang ZAXB = /BXC = ZCXA =120""

Loi gidi todn hoc. Coi a,b,c va x, 1an luot 1 ky hiéu cua céc
véc tovi tri ctia cac diém A, B, Cva X. Ta phai t6i thiéu hoa

%

téng ctia cac do dai S(x)=|x—a|+|x—b|+|x—c¢
Dé c6 diéu do, ta cho cac dao ham riéng phan cta S

N .05 s ) X ol
bangkhong: =-= 3, -0 trong dox = (x,y), hay dién giai cling

* Zlaky hiéu ctia goc; nguoi dich gitt nguyén ky hiéu ctia nguyén ban
** C6 sy nham 1an trong ban in nguyeén téc, theo do téng S(x) = |x—al + |x - a|
+[x —a|. Nguoi dich stra lai cho phit hop v6i tong thé bai toan. - N.D.
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diéu kién trén mot cach gon gang va hinh anh hon, ta cho

9 ai>=o. Bay gio ta tinh VS.

gradient vs= < pRe

Ta co:

a a 2 2 2 2
a—|x—a|=—J(x—a,) +(y—a) =(x—a)/J(x—a) +(y-a)
X ox

va mot cach tuong tu:

six=al=(o-a)r=a) +(=a)

Theodo, V|x —a| = (x—a) /|x — a|lam¢tvéc todon vi, huong
chi tir A dén X. Ta sé ky hiéu véc to nay la e,. Két qua nay
nhan dugc tt mot phép tinh ré6 rang nhung y nghia vat ly
ctia n6 muon tir cach ti€p can vat ly, don gian la luc ma X
kéo cing day. Lay dao ham hai s6 hang |[x—b|va [x—¢|con
lai trong téng Sta thu dugc VS=e, +e, +e , trong do e, va
e_ duoc dinh nghia twong tenhu e . Ta két luan rang vi tri
toi wu clia Xtuong ing VS =e, +e, +e_=0.Theo do cac véc
todonvie, e e tao thanh mot tam giac déu, va goc ngoai
bat ky clia tam gidac d6 chinh 1a goc ndm gitra cdp véc to don
vi bt ky, bang 120°.

That Iy tha khi quan sat thay cdi kho khan thay hinh déi
dang khi ta chuyén tir cach ti€p can nay sang cach khaéc.
Trong 101 giai toan hoc, cong viéc tap trung vao thuc hién
mot s thao tac dang thitc. Trong loi gidi vat ly, cong viéc tap
trung vao tao ra mot mo hinh vat 1y phtt hop. Céch ti€p can
nay la mau muyc cho nhiéu bai toén khac trong cudn sach.



Uu diém tuong déi ctia hai phirong céch tiép cén.

Tiép can vt ly Tiép can todn hoc
Ithoackhong can tinh toan Kha nang ap dung tong quat
Cau tra loi thuong c6 tinh Chat ché

khai niém

Co6 thé dan toi nhimg kham
pha mai

Doi hoi hiéu biét coban

it hon

C6 thé hiéu dugc doi voi cac

sinh vién gidi tich so cap

Cach tiép can vatly phtt hop voi mot s6 chii dé nhat dinh.
Chu dé bién phtic 1a mot vi du minh chiing cho hiéu qué ctia
céch tiép can vat ly. Mot vai cht dé c6 tinh nén ting nhu
dinh ly Cauchy-Goursat, cong thiic tich phan Cauchy, va
dinh ly anh xa Riemann c6 thé dugc cam nhan mot cach rat
tric quan chi voi mot s6 hiéu biét t6i thiéu vé vat ly. Minh
hoa cho phan nay la cong thikc Euler:

1+l+l+ ....+i2+ =ﬂ—2
4 9 n 6
C6 mot mo phong ly thi nhu sau: mot luu chat khong nén
duoc dugc bom vao tam mat phang véi van t6c dau vao la
%Z gallon/s, ltu chat nay dugc hdp thu hoan toan boi nhing
giéng hut dat & cac diém s6 nguyén (xem muc 11.8 vé bién
phttc). Rat nhiéu vi du nhu vay c6 thé dugc tim thay trong
cac linh vuc khéc ctia todn hoc, va toi hy vong chiing sé dugc
viét ra nhiéu hon trong tuong lai.
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1.4 Loi cam on

Cu6n sach nay han da khong ra doi néu khong nho diéu
cha t6i da noi khi toi muoi squ. Toi cho 6ng xem mot nghich
ly vat Iy xay dén voi toi, va 6ng noi: “Tai sao con khong viét
no ra va khéi dau mot b suu tap?”. Cudn sach nay chinh la
phan dugc trich dan tirbo suu tap d6, voi mot vai thém thit.

R4t nhiéu ban be va dong nghiép cua t6i da dong gop
cho cudn sach bing nhimg goi y va loi khuyén. Toi déc biet
cam on Andrew Balmonte, Alain Chenciner, Charles Conley,
Phil Holmes, Nancy Kopell, Paul Nahin, Sergei Tabachnikov,
va Tadashi Tokieda, nho vao sy khich 1é ctia ho ma bo suu
tap da duoc déo got thanh mot dang chin chu. Ban than
toi ddc biét bi€t on Andy Ruina, nguoi da doc ban thdo rat
nhiéu lan va c6 nhiéu goi y 1an chinh stra. T6i biét on Anna
Pierrehumbert béi vo s6 goi y clia c6 da giup cai thién cuon
sach nay, va Vickie Kearn vi sir ¢6 vii ctia ba.

Toi vo cing cdm on sirh tro ctia T6 chitc Khoa hoc Quéc
gia voi Quyét dinh Tai trg s6 0605878.



2
BINH LY PYTHAGORAS

2.1 Gi6i thiéu

Day c6 vé 1a mot nhan dinh tam thuong dén mic khong
déang ban t6i: Khéi nudce tinh trong bé chita ndm yén, khi
khong bi tic d6ng, sé vAn ndm yén. Toi cho ring céi dang dé
lwu tdm [a n6 c6 mot hé qua thi vila dinh ly Pythagoras (tr.
27). Thém vao do, n6 con kéo theo ca quy tic ham sin (tr.
29), quy luat lyc ddy néi Archimedes, va dinh Iy Pythagoras
cho dién tich bé mat ctia hinh 3 chiéu (tr. 30).

Chtmg minh ctia dinh ly Pythagoras, mo ta ¢ muc 2.2, goi
ramot chiing minh dong luc hoc ctia dinh ly Pythagoras duoc
mo td @ muc 2.6. Phuong cach tiép can dua vao chuyén dong
l1am cho mot s6 cht dé khéc tré nén rit sang stia, bao gom:

* Dinh Iy coban cta giai tich.

e Cong thtc tinh todn nhanh cho dinh thtec.

« Khai trién dinh thitc theo dong.

T4t ca nhiing diéu trén sé dugc mo ta trong chuong nay.

Vai chimg minh khac mang nhiéu tinh vat ly hon chimg
minh dinh ly Pythagoras cting dugc néu ¢ day, mot ching
minh stt dung nang luong dan hoi, nhitng chimg minh con
lai stt dung dong luong.



Dé tai chu dao cta chuong nay la dinh ly Pythagoras,
nhung ching ta sé di léch ra ngoai bai toan ¢ mot vai doan
ngén.

2.2 Chtmg minh “bé ca” ciia dinh ly Pythagoras

Dung mot “bé c4” hinh lang tru nhan tam giac vuong
lam day (hinh 2.1). Ta treo bé cd 1én sao cho no6 c6 thé xoay
tu do quanh mot truc thdng dimg xuyén qua mot dau canh
huyén. Bay gio d6 day nuoc vao bé ca.

<D

a

Hinh 2.1. Bé c4 day nudc, c6 thé tu do chuyén dong xoay quanh mét truc thing
ding, khong hé dich chuyén.

Hinh 2.2. Dinh ly Pythagoras twong duong v6i su tiéu bién cac moment quay
téng hop dt lén bé cd xoay quanh diém P.



Nudc tac dong lén cdc mat vach theo ba huéng gidng co
nhu hinh 2.2, méi lyc ¢6 xoay bé nudc quanh diém P theo
y minh. Duong nhién, chang c6 gi xay ra ca: bé nuéc khong
hé dich chuyén. Néu khong thi day sé 1a mot loai dong co
khong can nhién liéu, dong co vinh ctru ma luat bao toan
nang luong bac bé.

Trong truong hop nay “dong luc” 1a tong ctia ba moment
quay cuia cdc luc. Ta luu y* rdng moment quay ctia luc xung
quanh diém truc xoay P bang v6i do 1on cua luc nhan voi
khoang céch tirgia ctia luc dén diém truc xoay. Moment quay
do cuong do luc tac dung dé 1am xoay vat thé quanh diém P.

Dé cho tién, ta coi nhuw dp sudtla 1 pound* trén mot don
vi chiéu dai vach - chung ta luon dat dugc diéu nay bang
cach diéu chinh muc nuéc. Ba moment quay khi do 1a a,b,
va ¢; cac canh tay don tuong tng l1a a/2 va b/2, va ¢/2 va
diéu kién moment quay bing khong sé tr¢ thanh:

o Gap by 2.1)
22 "2

hay a* +b° = ¢*, va ta c6 dinh ly Pythagoras!

Khéi nueéc tinh. Luu ¥ rang ching ta khong phai dung mot
céi bé nudc, ngay ca trong thi nghiém gia tuéng; dang hon,
ta c6 thé tudng tugng mot khoi nudce hinh ling tru chim
trong mot khoi nude 16n hon. Dinh ly Pythagoras ciing duoc
tuan tht nhu trén béi su kién rang khdi lang tru sé khong
dot nhién xoay dudi 4p sudt ctia luu chit bao quanh 1én céc

* Xem muc A.5 cho hiéu biét co ban day du.
* 1pound = 0,454 kg.



bé mit thdng dimg ctia no. Ta két luan dinh Iy Pythagoras la
mot hé qua ctia viéc khéi nudc tinh luon bat dong**.

Baitap. Tirdiém A ngoai duong tron vé tiép tuyén AT va cat
tuyén APQ nhu cho thdy trong hinh 2.3. Ching minh rang.

AP x AQ = AT 2.2)

Goi y: Xét phan tam giac cong to dam APT trong hinh
2.3, talién tuéng mot binh ctimg bom day gas va c6 thé xoay
quanh O.

Nhu giai thich @ muc 2.3 trong mot ngit canh khéc, (2.2)
cho thdy viing t6 dam gitt nguyén khong doi khi xoay quanh
O. Tuong tu, dinh Iy Pythagoras cting cho thdy rang dién tich
ctia tam giac vuong 1a khong doi khi tam gidc xoay quanh
mot dau canh huyén.

>

Hinh 2.3. Chiing minh AP x 4Q = AT".

* Nguyén van: still water remains still - N.D.
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2.3 Chuyén d6i mot ly 1& vat ly sang mot chiing
minh nghiém ngat

Diém chot trong chiimg minh “bé nudc” cua dinh ly
Pythagoras la su triét tiéu clia tong cdc moment quay tong
cong quanh diém P (hinh 2.1). Lam thé nao chung ta tai
lap y tudng moment quay bang khong nay trong thuat ngt
to4n hoc thuan tiy ma khong can dung dén cac khdi niém
vatly? bay la cau tra loi.

Ménh dé vat Iy (2.1) vé téng moment quay bang khong
quanh P c6 thé dién dich sang ménh dé hinh hoc: dién tich
ctia tam gidc khong doi khi n6 xoay quanh P+, Sau day la
chtmg minh cho su tuong dong 4dy.

Goi A(0) la dién tich ctia tam gidc xoay quanh P mot
goc 0. Co nhién, dién tich 1a doc lap voi 0 :

A0)=0

va ta khang dinh ring chinh sy bat bién cta dién tich nay la
tuong duong voi diéu kien moment quay bang khong (2.1).
Dé c6 su twrong duong nay ta chi can chi ra ring:

N@)=a-LeplicE 2.3)
2 727

* Paylamot vi du vé bai todn c6 vé tm thuong (dién tich ctia tam gidc khong
d6i qua phép xoay) nhung an chtta mot diéu khong hé tim thuong (dinh ly
Pythagoras.)
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a

Hinh 2.4. Phan dién tich quét béi hai canh goc vudng bing véi phan dién tich
quét boi canh huyén.

Dé chimg minh (2.3) ta xoay tam gidc mot goc nho AQ
quanh P.Canh a quét ngang mot viing hinh quat dién tich
%aZAG, tuong tircho canh c. Thuc té, dién tich duogc quét boi
b ciing theo biéu thic nhu trén: Lpne. Thuc vay, b thuc
hién hai chuyén dong dong thoi: (i) trugt theo phuong riéng
no, khong anh huong dén van toc quét thanh dién tich, va
(ii) xoay quanh diém dau ctia n6. Ta két luan rang dién tich
quét la %bZAG. Tong dién tich quét boi ca ba canh la:

AA = (laz +lb2 - lcszG.
2 2 2

Ky hiéu trir & day 1a dua vao dit kién dién tich bi “mat”
do canh huyén. Chia cho A# va 14y gi6i han khi AG — 0 ta
thu duoc (2.3).

Sau day la mot vai ing dung cua y twong quét:

* Mot chttng minh “hinh vanh khuyén” cta dinh ly

Pythagoras dugc mo td & muc 2.6.
« Mot nhan xét vé dién tich gitra hai vét banh ctia xe dap
(muc 6.1).
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. (f)]'g ching minh bédng hinh vé cta viéc dinh thtc
’ dL: ad-be bing dién tich hinh binh hanh duoc tao
nén boi cdc véc to (a, c) va (b, d) (muc 2.5).

+ Mot ching minh bing hinh vé cia cong thiic phan ra
theo dong ctia dinh thitc (muc 2.5).

Af(x)

a €T T

Hinh 2.5. Dinh Iy co ban ctia giai tich: dién tich thay déi & van t6c twong tmg
v6i do cao f(x) ctia bién di dong nhan cho van téc clia no.

2.4 Dinh ly co ban cua giai tich

Y tuéng xem xét dién tich ctia viing dugc quét béi mot
doan ngin chuyén dong la rat c6 hiéu qua. Dinh ly co ban
ctia giai tich:

d x
], f5)ds = f(x)

1a mot vi dy; dinh ly néi rang mot doan ngan di chuyén &
van toc don vi theo huéng vuéng goéc véi chinh né, sé quét
mot ving c6 dién tich bién doi & van toc bang véi do cao
ctia doan ngdn ( f(x)) nhan van toc ctia no (1).

Y tudng tuong tu 4p dung cho phép tich phan véi ca hai
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can bién thién, tham chi voi ham hop. Vi dy, ta c6 thé nhan
thdy ngay tuc thi:

d v
Ej.g(t)f(s)ds =—f(g()g' @)

bédng cach 14p lai cau in nghiéng & trén: van toc thay doi
dién tich bang véi tich s6 ctia do dai f(g(¢)) cua bién di
dong v6i van toc ctia n6 —g'(¢). Ddu trit1a do bién chuyén
dong huong vao trong: chiéu duong quy woc huong ra ngoai.

Ta con c6 thé cho can trén bién thién theo thoi gian,
chiing minh céng thitc nay sé 1a mot bai tap:

d ht
dr g<(z>)f (s)ds = f(h(O)R' (1)~ f(g(t)g'(t)

o

il

o0

Hinh 2.6. Doan théng di chuyén trong khi vin song song véi phurong ban dau.
Vung dién tich duoc quét khong phu thudc vao duong di ctia doan thfmg.

24



2.5 Dinh thtic cho boi phép quét

Theo dinh nghia, dinh thtc ‘Cl fl

hinh binh hanh tao ra béi céc véc to (a, b) va {c, d). Dinh

nghia nay dan t6i mot cong thic tinh nhanh’, cho gia tri

la viing dién tich ctia

ad—bc. Sau day 1a mot giai thich dong hoc cta cong thiic
nay cia Nana Wang, stt dung mot 1an nita y tuéng hiéu qua
cua phép quét.

Dién tich dang n6i dén dugc quét béi véc to (a, b) khi
no di chuyén doc theo véc to con lai (c, d). Thay vi vay, ta
hay chuyén (a, b) thanh hai chuyén dong don gian hon,
nhu cho thay trong hinh 2.6. Dién tich quét trong qua trinh
chuyén dong dau tién 1a ad, va trong qué trinh chuyén dong
thit hai la —bc; ddu trirla do doan thang di chuyén “ra sau”.
Dién tich tong cong dugc quétla ad—bc. Van co thé nhan xét
duoc rang viing dién tich quét khong phu thugc vao duong
di ctia véc to chuyén dong (a, b), chitng nao no con chuyén
dong song song voi chinh no. Thuc vay, van téc thay déi cia
dién tich quét thanh béng v6i do dai ciia doan thang nhan
van toc theo phuong vuong goc. Vi thé, chuyén dich cu thé
nhu thé nao thuc ra khong quan trong.

* Rat nhiéu nguoi (bao gom c tac gid) khong may da dugc day dang sau ctia
cong thitc nhu dinh nghia, chit khéng phai ¥ nghia hinh hoc cua né.
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e tich bang ™

Hinh 2.7. Chting minh vé dinh ly Pythagoras cho béi phép quét.

Bai todn. Dua ra mot loi gidi thich cta “phép quét” tuong tu
cho cong thiic khai trién dinh thic trong mot dong:
all a12 a13
_ a22 a23 a21 a23 a21 a22
Gy Ay Gy | =4y —dap ta;
a32 a33 a31 a33 a31 a32
a31 a32 a33
Goi y: Di chuyén hinh binh hanh IT tao thanh béi hai
dong véc to cudi theo huong truc x véi q,,, sau do theo
truc y voi a,,,va cudi cting la theo huong truc z voi a,;.S0
sanh lugng quét nay voi luong quét béi 7 dudi su tinh tién
a

“chéo” bdi véc to (a a

wr "1z 13)'

2.6 Dinh ly Pythagoras c6 dugc nho phép quay

Hinh 2.7 cho thdy mot tam gidc vuong thuc hién tron
mot vong quay quanh mot dau canh huyén ctia n6. Canh
huyén va canh goc vuong lién ké voi truc xoay quét ra nhiing
hinh dia, trong khi canh géc vuong con lai quét ra mot hinh
vanh khuyén.

Ta co:
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ma’ + (dién tich ctia hinh vanh khuyén) = zrc”.

Dinh ly Pythagoras gop phan vao viéc chi ra ring dién
tich ctia hinh vanh khuyén 1a zb°. Lam thé nao dé ta chimg
minh diéu nay mot cach truc tiép ma khong can dung dén
dinh Iy?

Sau day la mot ly giai twnghiém. Hinh vanh khuyén duoc
quét thanh béi mot doan thang chuyén dong c6 do dai b
khi doan thang nay thuc hién dong thoi hai chuyén dong:
truot (theo phuong cta doan thdng) va xoay vong quanh
diém mut 7' ciano. Quan sat cho thay: chuyén dong truot
khong anh huéng dén van toc quét dién tich tao thanh. Noi
céch khéc, bang cach b6 qua van tdc truot, va theo dé cho
doan thing xoay tai chd xung quanh diém miit ctia né, ta
khong lam anh huéng van téc doan thang quét ra viing dién
tich. Diéu nay giai thich vi sao dién tich hinh vanh khuyén
béng v6i dién tich cta dia trong hinh 2.7.

2.7 Nuoc cang sau cang tinh’

Mot phat biéu tuong chimg hoi hot c6 thé c6 nhing he
qua sau sdc. Day 1a mot vi du cho phét biéu do: “Trirkhi co
nhiing tac dong tir bén ngoai, khoi nudce tinh trong bé chira
sé gittnguyeén trang thai tinh””. Thuc ra, phét biéu hién nhién
nay kéo theo cac diéu kém hién nhién sau:

* Nguyeén van: Still waters run deep (nghia béng ctia né 1a "Nguoi tham tram
thuong sau sic").

** Pay lai la mot truong hop ddc biét ctia dinh luat bao toan nang lugng, phat
biéu ring nang lugng khong thé dugc tao ra. Cang phé quat chimg nao,
ménh dé cang c6 vé don gian chimg dy.
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1. Dinh ly Pythagoras
2. Luc day Archimedes
3. Dinhly ham sin

Truong hop dau tién da dugc giai thich mot cdch coban
béng lap luan “bé ca” vira roi; thay vi bé ca ta co thé tuong
tuong ra mot khoi lang tru nudc treo vao mot khoi nudc
tinh 16n hon, nhu trong hinh 2.8. Mot khi khoi lang tru &
trang thai can bing, tong moment quay (xung quanh canh
thdng dimg bt ky) ctia cac ap sudt bén trong 1én cac bé mat
théng dung la bang khong. Diéu kién moment quay bing
khong nay la tuong ty nhu (2.1), nhue mot dau hiéu, giong
nhu dinh ly Pythagoras.

= K

Hinh 2.8. Téng moment quay trén khdi nwoc lang tru gia tuéng la bing khong.

Dinh luat Archimedes. Diéu nay c6 thé dugc chimg minh
dé dang nhu sau. Dinh luat phat biéu rang; luc ddy tac dung
vao mot vat chim (nhu vién da) béng VOi trong luong nudéc
bi vat chiém chbé.

Ching minh. Hinh dung thay vién da chim bang mot khai
nudc co hinh dang giong hét. Khoi nudc nay sé lo lting &
trang thai can bing, nhu dé cap ¢ trén. Luc ddy néi tac dung
lén khéi nuoc do do6 bang voi trong lugng cua khéi nudc.
Nhung vién d4 cting “cam nhan” luc ddy néi giong vay boi
no c6 cung hinh dang nhu khéi nudc.
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Dinh Iy ham sin. Dinh ly nay phét biéu rdng trong tam giéc
bat ky, dd dai cia moi canh tilé voi ham sin ctia goc doi dién:

a b c

sinot sinf8 siny

Chimg minh. Dé ching minh dinh ly ta dung cach st
dung thuy tinh, tuéng tuong mot 6ng mong dai vo han co
dang AABC, d6 day nuoc, dugc dat trén mot mat phang
thdng dung (hinh 2.9). Hodc ta c6 thé chi tuéng tugng mot
ong nudc hinh tam gidc duoc tach riéng ra khoi khoi nude
bao quanh.

Tahay dat canh 4B nam ngang; 4p sudttai 4 va B khi
dolabdngnhau,va p, — p. = p, — P - Nhung chénh léch
ap sudt ti lé thuan voi chénhléch do sau: p, — p - = kbsino
va p, — p. = kasin § trong d6 k lahéso tile. Takétluan
ring bsino = asin . Mot 1ap luan tuong tu chi ra rang
csin 8 = bsiny . Suy ra dinh Iy ham sin.

A B

Hinh 2.9. 6ng nudc méng hinh tam gidc stt dung trong chtiing minh ctia dinh
Iy ham sin.
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2.8 Dinh Iy Pythagoras ba chiéu

Pinhly. Doi véi mot tir dién duoc giéi han béi ba mét phang
truc giao va mot mat phang thit tu khong song song véi bat
ky mat phang nao trong s6 ba mat phang ké trén, ta co:

a+b+c’=d°, (2.4)
trong dé a, b, va c Ia cdc dién tich bé mdt ctia ba mdt truc
giao, va d la dién tich ctia mdt con lai.

Mot chirng minh vat ly. Bom khi nén vao t dién. Tong tat
cé 4p luc bén trong tac dung lén hinh chop bang khong:
F, +F +F =-F,, (2.5)

néu khong thi bé chtra ctia chung ta sé ting toc bat thinh
linh theo huéng cta hop luc, dem lai mot nguoén nang lugng
tu do dan dén mau thuan voi dinh luat bao toan nang luong
— dinh luat dugc dam béo tuan tha 100% voi kién thic ctia
chuing ta cho téi gio.

Boi (F, + F,) L F., dinh ly Pythagoras cho:

|R+EF+

2 2
:|Fd|

FL‘

Hinh 2.10. Phién ban ba chiéu ctia dinh Iy Pythagoras: dién tich théa man (2.4).

30



Tuwong tu:

F,+F| =[F[ +|F|".

Ta két luan:

E, +|E +|E| =[F,|" (2.6)

F,

Bdy gio' [F,| = dp luc x diéntich = pa; tuongty, |F,| = pb,
|Fc| = pc,va |Fd| = pd . Thé vao (2.6) va triét tiéu p2 ta duoc
(2.4).

Tém lai: Dinh 1y dién tich (2.4) gop phan vao phat biéu
rang bé chira bi nén c6 dang duoc thé hién ¢hinh 2.10 khong
tao ra thuc ddy dot ngot gay chuyén dong nao! Mot nhan
xét vat Iy don gian dem lai mot dinh ly todn hoc gon gang.

“Don dep” todn hoc. Nguoi hoai nghi c6 thé phan nan vé
su thi€u chat ché toan hoc trong cach dat duoc (2.5). Thuc
thé, ta da vien dén dinh luat bao toan nang luong ma khong
phét biéu n6 mot cach cu thé trong ngon ngit toan hoc. Dé
dap lai, ta dé y (2.5) tuong duong voi su bat bién thé tich
ctia hinh chop qua phép tinh tién.

Thuc vay, (2.5) tuong duong voi phat biéu rang voi véc
to r batky:

F, -r+F r+F r=-F, -r.

Nhung s6 hang F, -r cho ta thé tich quét thanh do mat
OBC khi n6 bi tinh tién theo véc to ¥, lap luan tuong tu
cho cdc mit con lai. N6i mot cach ngidn gon, phuong trinh
sau cung dién ta di kién rang khi hinh choép bi tinh tién
theo véc to I, thé tich tich tu dugc nho cac mat a,b,c bang
voi thé tich mat di qua mat d.
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Nhin theo mot cach khéc, goi V =V (r)=V(x, y, z) 1athé
tich ctia hinh chop bi tinh tién theo r =(x, y, z). Dinhién,
V' doclap voi r, nghiala, nhimg dao ham riéng phan theo
ting bién trong bo ba lan luot triét tiéu:

<Vx, v, VZ>EVV(r)=0.

Mot cach vat Iy hoc, véc to gradient VV (r) - véc to ctia
cac dao ham riéng — 1a hop luc ctia p suat bén trong cta
khi tai 4p sudt p =1 lén cac vach bé chira.

2.9 Can bang bat ngo

Tai sao dinh Iy Pythagoras c6 qua nhiéu chimg minh khéc
nhau vay? C6 1é boi vi né qua co ban. Tham chi khi ta tw giéi
han trong cac chiing minh vat ly, hay cac chiing minh dugc
truyén cam hung béi vat 1y, van con mot s6 khong it; mot
ching minh nhu vay da duoc trinh bay muc 2.2, con thém
hai chitng minh khac cting duoc trinh bay sau. Dé chuén bi
cho mot trong nhimg chimg minh nay, trudc tién ta xem xét
mot co ché don gidn nhung c6 gia tri doc lap. Trong muc
tiép theo ta sé stt dung co ché nay dé chimg minh dinh ly
Pythagoras (thém lan nita!)

Bai todn". Mot hinh vanh khuyén C nhé trugt khong ma
sat trén mot cung ban nguyét rin. Hai 10 xo™ dan hoi chat

* Toi da tinh co nhan ra vén dé nay khi suy nghi vé chuyén dong cua mot vé
tinh nhan tao 16n.

** Theo dinh nghia, sttc cdng ctia mot 10 xo dan hdi chit bién déi ti lé thuan
voi do dai clia n6. Cu thé, stic cing biang khong tuong tmg voi do dai bang
khong. Thé nang cta loai 10 xo nhu vay 1a ti 1é v6i binh phuong d¢ dai cta
no6 (xem muc A.1).
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giong nhau C4 va CB néi hinh vanh khuyén véi hai dau
duong kinh. Chiing to6: hinh vanh khuyén ¢ trang thai can
béng tai vi tri bat ky trén hinh ban nguyet.

A 0

Hinh 2.11. Chting minh cho béi nhting 16 xo.

Ching minh. Hinh vanh khuyén & trang thai can bang khi
céc thanh phan theo phuong tiép tuyén cta tat céa luc tac
dung 1én hinh vanh khuyeén triét tiéu 1an nhau. Ba luc tac
dung lén hinh vanh khuyén: phan luc truc giao tir cung tron
va hai luc cang CA va CB (tachon hédng s6 Hooke’s k = 1),
nhu thé hién trong hinh 2.11. Chi hai lyc sau c6 thanh phan
ti€p tuyén khac khong, va ta phai chi ra rdng hai thanh phan
nay triét tiéu 1an nhau. D€ dugc vay ta chi luu y rdng hinh
chiéu cta hai tia naylén MN thoa man:

O_AMN = O_BMNr

va, boéi OC L MN , nhiing tia nay c6 cung hinh chiéu véi
hai luc:
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aMN = aMN, O_BMN = C‘_BMN .

Céc hinh chiéu ctia hailuc CA va CB triét tiéu nén hinh
vanh khuyeén 1a can bang (tai vi tri bat ky).

2.10 Chtmg minh dinh ly Pythagoras bang
nhing 10 xo

Chi can chi ra rang hinh vanh khuyén trong hinh 2.11 &
trang thdi can bédng, 1a chting ta da ching minh duoc dinh Iy
Pythagoras. Thuc vay, mot khi hinh vanh khuyén la can bang
tai moi diém C bat ky trén cung tron, n6 khong nhan luc,
va theo d6 khong sinh cong, dé truot tit C dén A4 . Diéu nay
nghia la thé nang khong thay doi trong sudt qud trinh truot,
cho nén ning lugng ban dau bing voi nang luong sau ciing:

Kevfp Lo le
2 2 2 2

Ta stt dung dirkién rdng thé nang ciia mot 16 xo dan hoi
chat c6 chidu dai x 1a X5, trong d6 k 1a hing s6, (xem
muc A.1). Takétluan rang a* + b*> = ¢”.

C Al B/
B\ | LDy, L
0
%
thang thdng
A i 0] i B

(a) (5)
Hinh 2.12. (a) @ + b*1a doc lap véi goc g; (b) cdc moment quay can béng, vi
céc thanh phan ctia cac luc vudng goc véi AB 1a bing nhau va cdc canh tay
don cling vay.
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2.11 Thém mot bai todn hinh hoc véi 10 xo

Bai todn hinh vanh khuyén trén cung tron (muc 2.9) c6
thé duoc dién dich lai theo céch khac cting bat ngo khong
kém, it nhat 1a toi nghi vay. Thiét bi & hinh 2.12 duoc goi y
tie viéc trugt hinh vanh khuyén trén 6ng day dugc thé hien
trong hinh 2.11. Khac biét ¢ hinh hién taila ta dat C tai mot
vi tri ¢6 dinh trén mét phéng, trong khi d6 doan AB dugc
phép xoay quanh trung diém O ctia n6. Thém vao do, khoang
cach tx C dén O bdy giorla tuy y. Hai day 10 xo dan hoi chat
AC va BC tranh nhau xoay 4B theo hai huong d6i nghich.
Bai to4n A. Ching t6 rang trong co ché mo ta ¢ trén, thanh
thdng & trang théi can bing theo phuong bat ky.

Bai toan B. Chuing t6 rang voi moi AABC
a’+b=2d>+r°),
trong dé r = 0A= OB la nita d¢ dai cua canh AB va d = OC
(xem hinh 2.12).
Loi gidi. Bai todn A. Ta chon hing s6 Hooke k =1 cho ca hai
day16 xo0. Khidé AC va BC la cacluc tac dunglén dau A
va B trong hinh 2.12. Cdc moment quay” cda hai luc nay
quanh truc xoay O c6 d6 1on bang nhau. Thuc vay, cac canh
tay don 1a bang nhau, O4 = OB, cling nhu hai thanh phan
truc giao cua luc, A4 '=BB’, trong hinh 2.12. Cdc moment
quay nay la d6i nhau, cho nén thanh thang can bang.

* Hiéu biét co ban vé moment quay xem muc A.5.
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Bai todn B. B6i thanh thdng can bang phiém dinh*,ta khong
can tén cong dé xoay thanh thing huong vé diém C. Diéu
nay c6 nghia la thé nang ctia thanh thang & vi tri bat ky luon
béng v6i thé nang & vi tri ddc biét nay:

1 1

2 1 2 2 1 2
—a +=b"'==(d-r) +=(d+
Sat b =od=r) +2(d+r)

hay
a+b*=2(d* +r°).

2.12 Chimg minh dong nang: dinh ly Pythagoras
trén bang

Hinh dung ban dang ding tai goc cia mot “san truot
bang” hoan toan khong ma sat (hinh 2.13). Giay truot cta
ban 1a hoan toan khong ma sat. Dam chan ddy minh roi
khoi truc X, ban bat dau truot véi van téc a doc theo truc
y. Dong ning ctia ban 1a ma’ /2. Bdy gio dam chan ddy
minh roi khoi truc y, dat duoc van téc b theo phuong x,
theo do thu dugc thém dong nang 1a mb?/2 (khi dam chan,
ma sat voi truc y coi nhu 1a bang khong). Dong nang clia
ban sau hai ci dam ddy nay 1a” ”17“2+’"sz. Mat khéc, van toc
cudi ciing ctia ban 1a canh huyén ¢ ctia tam gidc van tdc,
va dong luong ctia ban dugc cho bang ’”Tcz Theo do:

ma’®  mb*  mc’
2 T2 T2

* Tanoéi ring mot can bing la phiém dinh néu trang thai can biang dat duoc
tai moi vi tri bat ky.
** Pong nang 1a mot dai luong vo huong va cong dugc voi nhau theo so hoc.
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hay a’ +b° =

Y

x

Hinh 2.13. Dong ning sau hai ci dam ddy lién ti€p: i+ﬂ K.

NS

Hinh 2.14. Viéc ct dut soi day 1am xudt hién van téc
theo phuong ngang ». Dong lugng mc? c6 duge thong qua hai phan ti Ig,
trudce tién 1a ma® va sau d6 1a mb’.

2.13 Pythagoras va Einstein?

Sau day 1a chiing minh “cdt dat soi day” cta dinh ly
Pythagoras. Vé ban chat, n6 giong voi chimg minh duoc
trinh bay trudc do, chi la viét lai theo mot dang thiic khéc.

Nén mot day 1o xo ¢ gitra hai khoi ndng nhu nhau chit
dén ndi néu tha ra, méi khéi ning sé viang vé mot bén, voi
cung van téc b . Sau do ta cot hai khoi ndng lai voi nhau
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béng mot soi day dé gitt cho 10 xo ludn bi nén, nhu cho thay
trong hinh 2.14.

Ta hdy ném ca hé “nén chat” di voi van téc @ nhu cho
thay trong hinh 2.14°, va sau d6, mot khi ca hé dang bay,
ta cdt dut day noi, theo do6 dé 10 xo bi nén bung ra. Van t6c
do duoc ¢ ctia timg khoi ndng 1a canh huyén ctia tam giac
van téc voi cac canh a, b. Mt khac, dong nang cuia ca hai
khoi nang bay giorla 2 mecz =mc’. Nhung nang lugng nay dat
duoc thong qua hai phan ti lé: trudc tién, 2xm7w= ma’ tlr cl

x”’sz - mb* tir 10 x0. Theo dé:

day ban dau, va sau do, 2
2 2 2
mc” =ma~ +mb".

Triét tieu m cho ta dinh ly Pythagoras™.

* Ta coi nhu khong c6 trong luec.
** Chung ta nhic dén Einstein & day chinh vi dit kién ring hé c6 nang luong
1a E = mc’
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3
CuUC TIEU VA CUC BAI

Nhiing bai toan vé gia tri lon nhat/nho6 nhat thuong rat
phtt hop voi phuong céach tiép can vatly. Ly do co 1€ 1a trong
thuc t€ nhiéu hé vat ly ty tim duoc gid tri cuc tiéu hay cuc
dai: mot dong ho qua l4c chira vi tri cuc tiéu ctia thé ning;
tia sang phan chiéu tirvién da nhdn duoi day sudi dén vong
mac ctia ta chi ra con duong ton it thoi gian nhat; mot bong
bong xa phong chon hinh dang ctia thé tich nhé nhat; mot sgi
day méc thong gitta hai dau c6 dinh chon hinh ddng c6 tam
khai thap nhat, va ctt thé céi danh sach nay kéo dai bat tan.

Day 1a mot mau chung cho viéc tim ra mot cach giai vat
ly. Gié st ta phai cuc tiéu héa mot ham s6. Buéc chinh la
thiét k€ mot hé thong co hoc véi thé ndang 1a ham so6 biét
trudc. Cuc tiéu ctia ham s tuong ting cuc tiéu ctia thé nang,
tuong tng trang thai can bang ctia hé. Khi mo ta diéu kién
can bang ta thuong c6 mot cau tra loi dep dé. That vay, ta
sé phai tao ra mot “may tinh” co hoc, né sé tu giai quyét
duoc bai toan - con ta chi can cho ma doc 1ay cau tra 1oi.

Sau day 1a mot biéu dién dang biéu do ctia su tuong tmg
gitra gidi tich va co hoc, cho truong hop ham s6 cia mot
bién x:

39



Giai tich Dién dich vat ly

Ham so f(x) Thé niang P(x)
Dao ham f'(x) Luctacdung F(x) = —P’(x)

f(x) nhonhat = f’(x)=0  P(x)la cuctiéu
= F(x) =0 (trang thai
can bang)

Mt Iuu y vé hiéu biét co bdn. Nam duoc giai tich va hinh
hoc so cap la da dé hiéu chuong nay. Tuy vay, phuong cach
tiép can vat Iy cho phép ta giai nhiéu bai toan giai tich, va
ca mot vai bai toan ctia giai tich da bién!

Nén tang vat 1y stt dung trong chuong nay dugc mo ta

trong phan phu luc. Ta st dung nhitng mo hinh co hoc cho
nhtmg ddi tuong todn hoc. Cac mo hinh nay bao gom 10 xo
dan hoi ly tuong, day, hinh vanh khuyén truot, khi nén va
chan khong. Tat ca cac doi tugng gia tuéng nay dugec mo
ta trong phu luc ngén, ciing voi cac khai niém vé can bang,
moment quay, va trong tam.
Cai gi cting cé gid cida né. Loi giai clia cac bai toan & day
tré nén ngan gon khi ta van dung vat ly, mot dong thay vi
ca trang dai khi stt dung giai tich. Tuy nhién, theo dinh luat
béo toan do kho, diéu nay co gid ctia n6. Kho khan chuyén
tieviéc thuee hién nhiing thao tac s6 hoc chén ngét sang viec
thiét ké mot hé thong co hoc thich hop.

Vai nét néi bat. Cac chu dé cia chuong nay gom:
1. Mot tinh chat quang hoc ctia hinh ellipse.

2. Duong biéu dién phut hgp nhat bing 10 xo.
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Hinh chép ctia thé tich nho nhat va trong tam.
Bai toan dién tich nho nhat va 16n nhat.

Bai toan dién tich bé mat nhé nhat.

Chtmg minh dinh ly goc noi tiép stt dung co hoc.

No e w

Ctru ldy mot nan nhan bj chim bang cach st dung nhimg
qua nang.

Phan 16n, néu khong muén noi 1a tdt cd, chi 1a nhimg
bai tap gidi tich, nhung & day ta gidi chiing ma khong can
dung giai tich.

3.1 Tinh chat quang hoc ctia hinh ellipse

Hinh ellipse la mot dang ctia “duong tron voi hai tam”:
budc mot soi day vao gitra hai chiéc dinh (F] va F)) va di
chuyén but chi sao cho day van cidng; chiéc but chi sé phéc
ra mot hinh ellipse. D€ cu thé, hinh ellipse bao gom tat ca
diém ma téng khoang cach ctia méi mot diém t6i hai diém
cho truoc (goi la tiéu diém) 1a mot hing so.

Hinh 3.1. Dinh nghia ctia hinh ellipse: PF, + PF, =hing s6.
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Mbi hinh ellipse c6 tinh chdt dang luu y: mot tia sang
phat ra tir mot tiéu diém sé nho'sw phén xa tir duong ellipse
di qua tiéu diém con lai — diéu nay dung cho huéng truyén
bat ky ctia tia phat. Nho d6 néu choi tro laser tag” trong mot
cdn phong ellipse voi mét vach phén xa sé rat vui.

Hodc ban c6 thé tuéng tuong choi ném bong trong mot
can phong ellipse: ding tai mot tiéu diém F, vaném bong,
t0i s&€ ném trang nguoi dung tai tieu diém F, bat ké toi
nhdm té c& nao (coi nhu qua béng nay sao cho cac goc toi
va phan xa 1a bang nhau). Di nhién, néu nguoi tai F, hup
xudng, khi d6 bong sé bay qua F, va dap nguoc lai toi sau
mot cd bat tuong.

Giai thich tinh chat dang chud y nay nhu thé nao? Sau
day la mot phat biéu hinh hoc cu thé ctia bai toan, theo
sau la giai dap.

Baitoan. Goi P 1a mot diém trén hinh ellipse voi tiéu diém
F, va F,,va MN Ia tiép tuyén tai P, hinh 3.2(a). Chiing
{6 rdng:

ZFPM = Z/F,PN .

Loi gidi. Lam sao ta ching minh duogc tinh chat nay? Mot
céach gidi rdt ton stc 1a (i) viét phuong trinh ctiia mot ellipse,
(ii) tinh hai goc trong dé bai, va (iii) xdc minh rang céc biéu
thitc 1a bidng nhau. Céch ti€p can nay c6 thé dan t6i viec

* Laser tag 1a mot hoat dong doi nhom hay ca nhan ma nguoi choi ¢6 ghi
diém béng cach “ban” triing muc tiéu, dién hinh 1a bing mot “sing” nhim
phat héng ngoai cam tay; mbi nguoi choi thuong deo céc muc tiéu nhay

cam hong ngoai dé tién cho viéc tinh diém. - N.D.
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tinh toan “gay ca tay” ma khong hiéu thém bao nhiéu. Thay
vao do, cach ti€p can truc quan trinh bay sau day ngédn hon
nhiéu va chira “diéu gi dang xay ra”.

(a)

Hinh 3.2. (a) Theo truc quan; (b) Theo chiing minh co hoc.

Ta treo mot soi day vao hai chiéc dinh F va F, duoc
dong vao médt bang (hinh 3.2(b)), sao cho motrong roc nang
lan dugc trén day nhu trong hinh. Néu ta di chuyén rong roc
sang trdi hay phai, trong khi gitt cang soi day, rong roc sé
phdac ra mot hinh ellipse. Bang cach dinh huong tdm bang
thich hop, ta c6 thé sdp xép cho diém tuy y P trén duong
ellipse 1a diém thap nhat, nhu trong hinh 3.2(b), sao cho tiép
tuyén tré thanh duong MN nam ngang. Nhung s¢i day tao
thanh nhting goc bang nhau voi duong ndm ngang. Thuc
vay, bd ba luc tac dung 1én rong roc (hai lyc cang va trong
luwong) 1a trong diéu kién can bang luc; cu thé, tong lic ndm
ngang la biang khong:

T,cosa,—T,cosa, =0,
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trong d6 7} va T, 1a cacluc cang ctia hai phan soi day. Nhung
T, =T, boirong roc khong ma séat’, va ta duoc @, = ¢, .

Nguyén Iy Heron. Nguyén ly Heron phat biéu rang dnh sang
chon con duong ngdn nhat. Theo dinh nghia cta ellipse,
moi con duong F, PF, déu cung do dai; nghe c6 vé ngongan
nhung that ra méi con duong nhu vay 1a mot 16i di ngén
nhat tir F; dén duong ellipse va dén F,. Theo d6 F PF,
la duong di cia mot tia nao d6. Mat khac, ta da chira ré‘mg
ZFPM = ZF,PN .Noicach khdc, ta da chirarang nguyén Iy
Heron 1a nhét quén vo6i dang thiic gitta goc toi va goc phan xa.

>
N

10 xo0 luc cdng
khong déi

Hinh 3.3. Hinh vanh khuyén & trang thai can bang, tir d6 cac goc1a bang nhau.

3.2 Mot chtiing minh co hoc khéc

Day 1a mot chiing minh co hoc hoi khac ctia tinh chat
quang hoc trén. Khao sat mot hinh vanh khuyén truot khong
ma sat doc theo hinh ellipse, va stt dung hai 10 xo v6i luc

R kx

cang khong d6i” T =1 dé neo hinh vanh khuyén vao moi

* Thuc vay, bat cit khéc biét nao trong luc cang sé gay ra gia té¢ goc cho rong
roc theo huéng ctia luc cang 16n hon.
** M0 ta cia nhting khéi niém nay, xem muc A.1.
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tieu diém. Thé nang clia hé co hoc cta chung ta bang voi
téng do dai ctia cac day va theo dinh nghia cua ellipse thi
no 1a hing s6. Hinh vanh khuyén do vay ma can bang tai bat
cttvi tri ndo, va cac thanh phan tiép tuyén cua luc tac dung
1én hinh vanh khuyén cting 1a trong diéu kién can bang luc:
Tcosa,=Tcosa,, kéo theo o, =, .

3.3 Hoi quy tuyén tinh (pht hop nhat) thong
qua lo xo

Tuéng twong mot tap hop cac diém dw lieu (x,, y,)
trong mat phang. Ta dugc yéu cau tim ra mot duong thang
y = ax + b phithop nhat v6i bo ditliéu nay. “Nhat” nghiala
gi? Dé tra 10i cau hoi nay, voi méi x, taxemy = ax, + b nhu
la mot gia tri suy doan, trongkhi y, 1a gia tri quan sat hay do
dugc. Do chénh gitta b hai gia tri nayla y, — (ax, +b), goi
1a sai s6 (hinh 3.4). “Duong t6t nhat” & day nghia la duong
c6 tong binh phuong sai s6 nhé nhét. Phat biéu chinh xéac
ctia bai toan tim duong pht hop nhat, con duoc goi 1a bai
toan hoi quy tuyén tinh, 1a nhu sau:

(4, Yi)

yi — (azi + b)J

S
>

T

Hinh 3.4. Duong nao t6i thiéu hoa tong sai s6 (3.1)?
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Baitodn. Cho N diém ditliéu (x, y) trong mat phang, tim
duong thang y = ax + b pha hop nhing diém di liéu nay
nhat theo nghia toi thiéu héa tong binh phuong sai so:

S(a,b)= (v, - (ax, + b))’ . (3.1)

Céc an so6 trong bai toan nay la do doc @ va hé so chdn
b ctia duong thang “tot nhat”. Phuong phép tiéu chuan dé
tim ra cuc tiéu caa (3.1) 1a cho dao ham riéng phan theo a
va b bang khong. Sau day 1a mot duong tdt co hoc di dén
cau tra loi.
Loi gidi. Duong thing can tim duoc xem nhu mét thanh
thang (hinh 3.5). Cho thanh xuyén qua cac 6ng boc khong
ma sét trugt trén cac ranh dan dit tai duong thang ding
X = X,. M6i 6ng bao dugc ndi bang mot 1o xo dan hoi chat
vao mot céi dinh (dong tai mot diém dit lieu).* Ta chon
héing s6 Hooke bdng 2, dé cho thé nang ctia moi 10 xo bing
dung binh phuong do dai ctia n6. Tong (3.1) bdy gior mang
y nghia vat ly la thé nang!

* Hiéu biét co ban vé 16 xo dan héi chat & muc A.1. Cho muc dich ctia chiing
ta & day chi can nhéc lai rdng thé nang ctia mot 10 xo dan hoi chit ctia hang
s6 Hooke k1a ¥ 2,

2
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A Réanh dan F; &b

>

z;

Hinh 3.5. Tong binh phwong = thé ning (3.1) 1a t6i thiéu khi cac diéu kién
can béng (3.2) caa luc va moment quay dugc dap tmg.

Néu tong binh phuong 1a nhé nhat, thé nang hé co hoc
clia chting ta1a nho nhat, va thanh ¢ trang théi can bang. Céc

A"

lic con lai ma thanh “cam thdy” 1a phan luc, ngugc chiéu
—Fi tlr cac 6ng tay 4o; tong cla cac luc nay triét tiéu, cling

nhu téng moment quay’ ctia chiing doi voi diém chdn A:
N N
Y F=0,>d F=0, (3.2)
i=1 i=1

trong do d, 1akhoang céch tirdiém chdn dén 6ng tay ao. Luu
y rdng d, cosor = x,. Bay gior dé 1ap biéu thic cho F, khao
sat diéu kién can bing cua luc trén 6ng tay 4o. Ong tay 4o
cam nhan dugc (i) phan luc —F; tir thanh thang, (ii) luc kéo
ctia 1o xo, y, — (ax, + b), va (iii) phan lyc tir ranh dan theo
phuong x . Chi hai trong s6 nhing luc nay c6 thanh phan
y khéckhong, va chungla can bdng: F cosa = y, — (ax, +b). S
dung nhiing biéu thirc nay voi d, va F, trong (3.2) ta thu duoc

* Cho hiéu biét co bAn xem muc A.5 va A.6.
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Yxy—aXx'—-bXx=0

Day 1a hé hai phuong trinh v6i hai 4n a va b ma khi

{Zy—aEx—szO (3.3)

duoc giai, cho ta gia tri 9 doc va hé s6 chan “t6t nhat”.

Luu y rang két qua nhu (3.3) c6 thé thu duoc truc tiép
bédng cach cho dao ham riéng phan cua sai s6 trong (3.1)
bédng khong:

S—Z = ZE(yi - (axl. +b)) =0

% = Zle.(yl. —(axi +b)) =0.

Tai day ta c6 mot dién dich vatly ctia cac diéu kién nay:
phuong trinh dau tién dién ta sy tiéu bién ctia hgp luc trén
thanh, trong khi phuong trinh thit hai dién ta su triét tiéu
clia moment quay quanh diém chdn 4.

3.4 Da giéc c6 dién tich nho nhat

Vi du tiép theo c6 thé tiép can bang vat Iy mot cach hieu

qua va cho ta mot cach giai gon gang. Bai todn nay c6 thé
dai dién cho mdt loat bai toan tuwong tu.
Dinh ly. Khdo sdt mot da gidc n canh P c6 dién tich kha di
nhé nhat ngoai tiép mot duong cong’ 10i kin cho truéc K.
Khi d6 moi tiép diém ctia K voi canh cta P la trung diém
ctia canh dé.

* Kkhong dugc cho béi mot cong thirc — tit ca nhimg gi ta biét ring no la
duong cong 1.
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Chtmg minh. Hinh vé cho thdy ba duong thidng bao quanh
duong cong K, v6i phan chan khong bén trong tam gidc va
voi khi c6 4p sudt p =1 bén ngoai ép 1én cac duong thang
(khi khong thé xuyén qua). Vat can K ngan tam giac khoi
co lai thanh mot diém. Theo cAm nhan, tam gidc c6 lam
“diéu tot nhat co6 thé” cho viéc co lai: n6 co toi thiéu hoa
dién tich ctia minh. Cu thé hon, 1am cédc thanh hop thanh
mot tam giac c6 dién tich nhé nhat 4; cac thanh khong
noi voi nhau tai cac dinh. Téi khang dinh ring mdi thanh
khi d6 1a & trang théi can bang. Thuc thé, thé nang hé cia
chiing ta bang” dién tich ctia phan chan khong nhan voi ap
sudt p, dé cho

Dién tich nho nhat = thé nang nhé nhat

= trang thai can bang.

Hinh 3.6. B ba thanh thing bao quanh m¢t bong béng chan khong bi ép vao
trong deé 1én duong cong K boéi khi bén ngoai.

A O A

Hinh 3.7. Néu mot lc phan bs déu trén mot doan théng can bing véi mot luc
tac dung tai mot diém ctia doan thang, thi diém d6 la trung diém.

* Xem ly gidi 6 muc A.4.
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Boi moi thanh & trang thai can bang, ap sudt huong ra
ngoai tdc dung Ién thanh tai diém tiép xic can bang voi ap
sudt huéng vao trong ctia khi. Diéu nay ham y (xem hinh
3.7) rdng diém ma 4p luc tac dung lén 1a trung diém; néu
khong thi moment quay ctia tat ca luc trén thanh quanh ti€p
diém sé khac khong. Don gian ma noi, thanh &t sé quay néu
diém ti€p xac khong phai la trung diém.

Hinh 3.8. Néu mat phéng tiép xuc t3i thiéu hoa thé tich ctia hinh chép, khi d6
diém tiép xdc 1a trong tam clia AABC.

3.5 Hinh chop c6 thé tich nho nhat

Bai toan. Trong tat cd mat phang tiép xiic mat ellipsoid
x*/a*+y* /b*+2" /¢’ =1, mot trong sé chiing giao voi géc
phan tam thinhat x>0, y>0, z >0 tao thanh hinh chép
c6 thé tich kha di nhé nhat. Chi ra rang tiép diém ctia mat
phang doé la trong tam’ ctia mat ABC (hinh 3.8).

Loi giai vat ly. Ta hay tuéng tugng mat phang tiép xtc chia
tach phan chan khong bén trong hinh chop voi khong khi

* Trong tam (hay diém can bing luc) ctia tam giac la giao diém ctia cdc duong
trung tuyén.
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bén ngoai goc phan tdm thirnhat. Khong khi chi ép 1én phan
mat phing nam trong géc phan tam thtt nh4t. Mat phang
cit ngang mat phang toa do khong gép su can tré nao, trong
thi nghiém tudng twgng cua ching ta. Khong khi de mat
phang Ién khéi ellipsoid ran, ¢ gdng “nghién” thé tich ctia
hinh chop t6i gid tri cuc tiéu. Tai gi4 tri thé tich nh6 nhat,
mit phédng sé & trang thai can bing - tic 13, bat cit dong
thdi nao nham m& rong cdi “bong bong” chan khong cting
doi hoi no luc. Cu thé hon, thé nang ctia hé ti 1é voi thé tich
ctia phan chan khong (xem muc A.4), dé thé tich t6i thiéu
tuong tmg nang luong t6i thiéu, nang luong toi thiéu thi lai
tuong tng trang thai can bing cho mat phdng. Nhung day
1a diéu kién can bang luc gitta 4p sudt khong khi phan bo
déu trén AABC tirbén ngoai voi ap luc tirkhdi ellipsoid nay
lén mit kia. Theo dinh nghia, diéu nay nghia la diém tiép
xtic la trong tdm cua tam gidc AABC . Trong tam cua mot
tam gidc 1a diém giao nhau ctia cac trung tuyén clia no, nhu
giai thich trong muc 3.15.

Chi dé so sanh, sau day 1a mot cach giai thuong thay.
Loi gidi gidi tich (khong phai dé doc ma dé so sanh d¢ dai).
Ta bat dau bang mo ta thé tich ctia hinh chop lién hé voi
toa do ti€p diém (xo, Voo ZO). Véc to phap tuyén ctia mat
ellipsoid tai diém do la:

2 2 2
N:V(x—2+y—2+z—2]:2<x° Yo Z—°>,

T2 320 T2
a b ¢ a b° ¢

va phuong trinh cia mat phang tiép xtc la:
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(r—r).N=0

trong do r, = <x0, Voo ZO>, hay

(x axzo> +(y b);O)yo'i'(Z_CZzO)ZO:O'

2 2 2
voi x— +2 =+ Z—‘; =1, phuong trinh mat phang tiép xtic riat gon
C
thanh.
X,X Z,Z
e
a b c
Ta tinh hé s6 chdn X trén x bang cachcho y=z=0,

=1.

va tuong tu cho hai hé s6 chin con lai:
2 2 2
b
x=% vy=2,z=5".
%o Yo %y
Thé tich ctia hinh chop bay gio dugc mo ta trong moi
lién hé voi diém tiép xuc:
b 2
V= l(lXYjZ Ly 2 tabe)
3\2 6 X*0Y0%o

Ta phai t6i thiéu hoa V', d6 13, t6i da hoa
XoYoZo = f(Xg» Yo» %) tuy thudc vao diéu kién bién:
2 2 2
X Yo, %o
2k Yo 2)= 0420 B0y,
0 0 0 a2 b2 C2
Dé f dat cuc tiéu ta phai c6 Vf = AVg, trong do 4
1a nhan tr Lagrange; mot cach ré rang hon, diéu nay cho:
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X,
YoZo = 27La—§
X2y = 21;—2 (3.4)

XYy = Z)uj—g.

Nhén phuong trinh dau tién voi x,,, phuong trinh thit
haivéi y,, va phuong trinh thitba véi z, talam tat ca cic vé
bén trai bing nhau. Cac vé bén phai khi d6 cting bing nhau:

2 2 2
Xo _ Vo _ %o

a b

Cudi ciing, tir g(x,, y,, z,)=1 takeétluan rang:

Hinh 3.9. Néu thé tich ctia hinh chép ngoai tiép mot khéi 16i 1a nhé nhat, khi
d6 cac trong tam ctia mat la cac ti€p diém.
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R f 1 1. . 1
Ta nhén thay rang x, = EX;tu’cmg tw, y, = EY va z, = EZ
No6i cach khac:

(X5 Vo» ZO):%((X,O,O)+(O,Y,O)+(0,O,Z)), (3.5)

hay diém tiép xdc qua thuc 1a trong tdm cuia tam giac ABC.

3.6 Dinh Iy vé trong tam

Két qua nay da duoc biét dén tlr trudc (xem cudn [D]).
Bai todn nay that ra chila tong quéat hoa ctia bai toan ¢ trén.
Toi cam thay n6 du dep dé ximg dang duoc trinh bay riéng.

Pinh Iy. Goi K 1a mot khai 16i trong khong gian s6 hoc 3
chiéu IR?, va ABCD la mot tix dién (cho 1a, mot hinh chop
tam gidc) co thé tich kha di nhé nhat chita K . Khi do tiép
diém ctia tmg mat voi K 1a trong tdm ctia mat do.

Chting minh. Ta tuéng tugng c6 bon mét phang bao quanh
K va tao thanh bién ctia mot bong bong chan khong hinh
choép. Tung cdp hai mat phang c6 thé cit nhau, nhung
khong dugc quyén xuyén qua K . Ap sudt khong khi bén
ngoai bong bong chan khong budc cac mat phang ép lén
K . Thé tich ctia hinh ch6p chan khong ti 1é thuan voi thé
ndng’. Do d6 néu hinh choép c6 thé tich nhé nhét, khi d6 thé
néng sé 1a nho6 nhét, va do d6 tat ca mat phéang sé & trang
thai can bang. Theo d6 ap luc huéng ra ngoai trén moéi mat
tai ti€p diém can bang voi ap suat phan b6 déu huong vao
trong. Diéu nay ham y réng ti€p diém la trong tAm ctia mat.

* Diéu nay hién nhién dang tin; chimg minh dugc cho trong phan phu luc
(xem muc A.4).
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Qua vay, ta co6 thé nghi vé ap luc huong noi nhu luc trong
truong, phan bo déu khap tam giéc, va khi do diém ti€p xtic
1a diém can bang - trong tam!

3.7 Mot bai toan ddng chu

Sau day 1a mot cach giai phi-tiéu chuin ctia mot bai toan
giai tich tiéu chudn. Phuong phép nay tra 10i dugc nhiéu
cau héi khac, nhu sé dugc trinh bay trong cdc muc tiép sau.

Bai todn. Tim kich thuoc ctia mét duong tron va mot hinh
vuoéng co tong dién tich nhé nhat, néu biét truéce tong chu
vi ctia ching.

Tra16i. x = d: duong tron la noi ti€p hinh vuong.

Loi gidi. Hé co hoc ctia ching ta bao gom mot s¢i thong
long; mot phan ctia thong long dugc boc quanh hinh vuéng
va moOt phan quanh dudng tron, voi nit thong long ludn
xuyén qua mot cai 6ng tuyp nhu cho thdy trong hinh 3.11.

O mot bén ctia 6ng tuyp, soi day duoc gitt & dang hinh
vuoéng nho co ché cang mép nhu cho thay trong hinh 3.11.

Tudng tugng ltc nay c6 khi bén trong vong nhu cho thay
trong hinh 3.11. Khi ¢6 phong 1én nhung khong thé phong
v0 han béi sgi day la khong gian. Thé ning ctia khi la mot
ham nghich bién véi dién tich.” Dién tich t6i thiéu do do
twong ung voi thé nang cuc dai va voi mot trang théi can
bédng” ctia heé.

* Thuc vay, néu ta dé khi phong 1én, n6 sé thuc hién cong duong va do d6
mat mot lugng nhu vay trong thé nang cia no.
** Can bang khong 6n dinh, béi nang luong 1a cuc dai, nhung thé thi sao?
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khung
thu nhé

ap sudt p=1
Hinh 3.11. C4 hai hop chita c6 gidn ra chéng lai luc siét ctia day.

Cho nén (va day la diém chot), luc cang ctia soi day la
nhu nhau tai moi diém trén day; cu thé & phan hinh vuéng
va & phan hinh tron:

T,=T,. (3.6)

Trong phan t6i day toi sé chirarang 27, = px va 27, = pd,
va theo d6 x = d: canh hinh vuong bang duong kinh hinh
tron, nhu khéng dinh.

Luc cdng ctia ddy. Dau tién xem xét mot hop hinh vuong
chtta khi nén hai chiéu c6 4p suat p-Goi T} laky hiéu luc
cang day trén canh hinh vuoéng.” Hinh 3.12 cho thdy luc px

* Dé tranh nhimg hiéu nham, goi luc cing 1a toi ¥ noi luc ma can dugc tac
dung dé gitt mdi bén ctia hai dau day khéi tach roi néu soi day bi ct.
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ctia khi ddy mot canh hinh vuong huéng ra ngoai, can bang
voi hop luc 27, cta lyc cdng cuia day.

T

pr

Hinh 3.12. (a) Chat khi ddy canh bén phai ctia hinh vuéng huéng ra ngoai vé
bén phéi ( px); cac canh lién ké kéo canh do lai bing hop luc 27, vé bén tréi.
(b) Ntra cai dia bén phai cam nhén ap luc lén duong kinh cta nd, va ntra con
lai bi kéo béi luc cang ctia day.

Diéu kién can bang luc cho

2T, = px. (3.7)

Tuong tu cho duong tron, ta xem xét diéu kién can bing
lyc trén mot hinh ban dia: duong kinh bi day sang phai, va
soi day bi kéo sang trai; diéu kién can bang luc dan ra:

2T, = pd. (3.8)
Sttdung 7, = T,, takét luan:
x=d;

1a diéu phai chtmg minh. Mot cau tra 10i that co dong!
Chi dé so sanh v6i mot cach giai vat ly, sau day la cach
giai thong thuong.
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Mot cdch gidi thong thuong. Tong chu vi 1a khong doi:
dx+mnd=1L,

cho nén:

(3.9

Tong dién tich do d6 béang:
nd’ n(L-4xY
A(x)=x"+ x2+—( xj .
4 4 b4
Lay dao ham theo x, ta duoc:

A’(x)=2x+£-2-(L_4x]( 4) oy ET4x
4 T T T

Tt A’(x) = 0 ta thu dugc:

L—4x
T

:Or

X —

hay
L

T4

X =

Thé vao (3.9) va gian luoc ta thu duoc:

L

d= .
n+4

Cuthé, x=d.

Cach tiép can cohoc dem lai mot y nghia vat ly cho dang
thiec A'(x)=0- cu thé, luc cang 1a dai luong bat bién doc theo
day. Ngoai ra, mot dac diém ky la ctia cach ti€p can vat ly
1a ta khong bao gio phai viét biéu thic cho dai luong A(x)
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(chinh la dai lugng ma ta can tim cuc tiéu), va cting khong
bao gio phai ldy dao ham (méc du nguoi ta c6 thé tranh cai
rang bang cach viét ra dieukién 7, = 7, ta thuc chédt daldy
dao ham, chi dién dat khac di ma thoi). Voi cach tiép can
vat ly, ta gan nhu di thang dén dap an, mot khi moé hinh co
hoc da dugc thiét lap!

Ba vi du ti€p theo cho thay giai cdc bai toan lién quan dé
dang dén thé nao mot khi da thiét ké dugc mo hinh cohoc.

Bai to4n. Tim cdc kich thudc ctia hinh chirnhat va tam gidc
déu co tong dién tich nhé nhat, biét tong chu vi ctia chung.

Bai todn. Tim cdc kich thudc cua da gidc n canh va mot da
gidc m canh c6 tong dién tich nho nhat, biét tong chu vi

ctia chiing.

Bai toan. Mot duong tron, mot hinh vuéng, va mot tam giic
déu c6 tong chu vi biét truéc. Tim cdc kich thudc lién quan
ctia ba hinh nay sao cho dién tich téng la nhé nhat.

Loi gidi. Ta dua ra mdt 1o giai nhanh cho bai toan thu ba.
Lap luan hoan toan nhu trén, ta két luan rang diéu kién
dién tich nhé nhat, chinh 1a diéu kién can bang, doi hoi luc
cdng ctia day bién 1a nhu nhau ddi véi mo6i mot hinh dang:

=T =T (3.10)

duong tron hinhvuéng ~  tam giac®

Béang cach chon ap sudt khi p =1, ta c6 dugc tri s6 stic
cang sau day tit cdc phuong trinh can bang luc:
y B 3

T ==,T

> “hinhvuéng ~ D) > “tamgidac 6

duong tron

’

N | =
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trong d6 X la duong kinh ctia duong tron, y la canh cta
hinh vuong, va z 1a canh ctia tam gidc. Dan ching cho tam
giac duoc thé hién trong hinh 3.13; cho duong tron va hinh
vuong da dugc trinh bay & trang 41. Dang thitc ctia nhiing
lwc cang day (3.10) cho ta hai phuong trinh:

V3

X=y=z—r7,
3
chung dinh r6 ti 1é can dat duogc ctia bo ba kich thuoc nay.
Dé giai quyét bai todn nay bang giai tich, ta sé phai t6i
thiéu hoa dién tich nhu mot ham ba bién voi mot diéu kién
bién - mot dé tai bao trium trong giai tich da bién.

3.8 Chiéc hop ré nhat

Sinh vién hoc gidi tich thuong d6i mat voi dang bai toan
“donghop” chét nguoi, ma trong do, nha san xuat mudn tiét
kiém chi phi bang cach lam ra chiéc hop co kich thuoc hiéu
qua nhat. Trong muc nay toi moé td mot cach giai vat ly cho
loai bai todn nay; trong muc ké tiép toi sé chiralam thé nao
dé cach giai nay c6 thé thich tmg duoc voi bai toan mo rong.
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60°

;02 /2

Hinh 3.13. Can bf“mg cac luc tai goc cht V cho 2Tcos30° = 2(pz/2)cos60°, hay
T= =3 néu p=1.
6

Bai toan. Ti1é ctia mot hop hinh tru c6 tong dién tich bé mat
toi thiéu tng voi thé tich cho truéce la nhu thé nao?

Loi gidi. Ta hay tuong twgng mot hop hinh tru duwgc ché
tao dé no co thé thu nho tuy thich sao cho thay doi duoc ca
chiéu cao va ban kinh ctia n6. C6 thé hinh dung mot co ché
dugc xay dung nhu dugce goi y trong hinh 3.11 ¢ bai toan vira
rdi. Bdy gio ta d6 nudc day hop co thé tich 7, vabocldy n6
trong mot mang co stic cing bé mat khong doi* o . Co thé
tuong tuong mang bong bong do khong vo va co thé truot
khong ma sat doc theo bat ctit dau n6 cham vao.

* Xem muc A.2 cho mot giai thich ngdn gon cta khéi niém stic cing bé mat
voi tat ca hiéu biét co ban can thiét.
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2

luc day =p.7r

lucddy = p - 2rh_

YO = o9y on|

luckéo = o - 277 =

20
&
C

( a) ( b) A\

Hinh 3.14. Diéu kién can bang gitta sttc cang bé mat va 4p luc: (a) mat trén
cuing ctia hinh tru va (b) ntta doc than tru.

Thé nang E ctiia mang ma strc cdng bé mitlahingsé o
tile voidién tich: E = 0A (xem mucA.2). Theo dé, hinh c6
dién tich t6i thiéu cting la hinh c6 ning luong nho nhat, va
ciing 1a hinh & trang thdi can bdng. Cu thé, luc kéo huong
xubng lén mat trén cting ctia hop (hinh 3.14), tac dung doc
theo duong tron, can bing voi ap luc huong lén cta khoi
nudc bén trong ddy mat trén cung lén:

o2nr=prr. (3.11)

Ngoai ra, ntta doc than tru (bé mét ngoai + khai nuoc) nhue
trong hinh 3.14 bi kéo bi stic cing bé mat ctia 16p mang lién
ké va bi day béi luu chat tdc dung 1én mat hinh chix nhat:

o-(4r+2h)=p-2rh.

Chia phuong trinh nay cho (3.11) va gian lugc, ta thu dugc

h=2r.
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N6i cach khac, hinh tru “t6t nhat” 1a hinh tru ma tiét dién
doc theo truc ding ctia n6 1a mot hinh vuéng.

3.9 Céi hop ré nhat

Co hoc c6 thé khai quat bai toan “cai hop ré nhat”, ma
chi phi cho mat trén, mat bén, va madt day la khac nhau
dugc khong? Chéng han, céc kich thuéc ctia chiéc hop hd
mat trén ré nhat 1a nhu thé nao? Chi thém mot cau, loi giai
gan nhu lap lai nguyén vén 1oi giai cia bai toan vira roi. Cu
thé nhu sau.

Bai todn. Mdt trén, mdt bén, va mat ddy cua mot hop hinh
tru dugc tao nén tir nhitng vt liéu khdc nhau véi chi phi
tuongungla a, b, va ¢ cent trén moi don vi dién tich. Tim
cdc ti 1é ctia cdi hop ré nhat co thé tich cho trudc.

Loi giai.

Thiét bj co hoc. Ciing nhu trong bai toén trén, ta bat dau
v61 mot cai vo hinh tru thu nhé duoc sao cho ban kinh va
chiéu cao c6 thé thay déi tuy thich. D6 nudc vao day hinh
tru nay. Tuy nhién, bay gio, ta sé sit dung ba loai mang’ voi
sttc cing bé mit a, b, va ¢ bang voi cac chi phi tuong ting.
Ta kéo cdng mot manh mang co stic cang bé mat a va dinh
cac canh ctia n6 vao duong tron trén cung cua hinh tru sao
cho mang cang doc theo hinh dia trén cung. K€ ti€p ta boc
mot mang co6 stic cang bé mat khong d6i ¢ quanh vach
bén ctia chiéc hop, dinh né vao cac duong tron trén cing

* Ta lai nhdc dén hiéu biét co ban vé mang, muc A.2.
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va dudi cing. Cai mang sé co ép chat mat bén ctia hinh tru
ciing nhu kéo mdt trén va mat day vé phia nhau. Sau cung,
taldp lai diéu ta da lam voi mét trén cung cho hinh dia duoi
cung, st dung mang c.

Hoan tat. BO ba mang nay c6 nén chit chiéc hop. Chi phi
tong cong la tong trong s6 ctia cac dién tich mat trén, mat
bén, va mat day: wr’-a+2nrh-b+ nr’ - ¢, d6 chinh la
thé ning ctia hé co hoc ctia ching ta”; cai hop ré nhat do
do6 & trang thdi can bdng. Cu thé, mit trén ctia hop bi kéo
xu6ng boi cai mang om 14y mat bén, va bi day lén boi 4p
lec nudce bén trong (hinh 3.15); hai lyc nay 1a trong diéu
kién can bang:

b-2nr=p-mr.

p-2rh

b-27r

Hinh 3.15. Chi phi t6i thiéu héa véi vat lieu khac nhau cho mit trén, mat bén
va mat day.

Ntta doc than try trong hinh 3.15 bi kéo bdi stic cang bé
mat theo mot huong va bi ddy boi ap suat p tac dung lén

* Boi thé ndng ciamang = sic cing bé mit x dién tich; xem chi tiét G muc A.2.
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khdp tiét dién ngang hinh ch nhat 2 » x & theo huong
nguoc lai; nhitng luc nay la cting trong diéu kién can bang:

a-2r+b-2h+c-2r=p-(2rh).

Chia phuong trinh nay cho phuwong trinh & trén va khtt
céc s6 hang, ta thu duoc cau tra loi:
a+c

h=r ,
b

D6i voi mot chi€c hop mit trén hé tao nén tir vat liéu

dong nhat trong d6 a=0, b=c diéu nay dua dén h=r.
Truong hop a = b = ¢ cong thic 6 trén cho 4 = 2r phu
hop voi két qua ctia bai toan dit ra.

3.10 Cho tot nhat ¢ rap ngoai troi

Bai toan. Tirché nao mot nguoi cé thé c6 géc nhin man dnh
rong nhat? Cu thé hon, cho truéc mot doan thing AB niam
doc (man dnh) va mot duong MN ndm ngang khong cdt
AB, tim diém P trén MN sao cho géc APB Ia cuc dai.

C

M M N

r d

Hinh 3.16. Khép néi P truot tity thich doc theo MN . Céc tia PA va PB truot
tuy thich qua lai gitra cac 6ng boc tai 4 va B.Khi goc nhin la 16n nhat hé sé

A @

& trang théi can bang. Vi thé ba luc tac dung lén “cai vuét” APB la dong quy.
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"Mdy tinh" co hoc. Xem xét mot cai “vuét” — bao gom hai
thanh thang duoc néi véi nhau bang mot 16 xo c6 day céc
thanh ra xa nhau. Céc thanh xuyén qua céc éng boc 4 va
B (mot nam trén cung va mot ndm dudi cing man anh)
sao cho chuing c6 thé trugt khong ma sat. Mai clia cai vuot
P dugc han vao mot hinh vanh khuyén nhé trong vao MN
va co thé trugt tren MN khong ma sat.

Lo gidi.

Loi gidi dinh tinh. Lo xo cang gian dai, goc APB cang lon,
thé nang cang nhé. Goc cuc dai vi vay tuong ting voi thé
nang cuc tiéu, chinh 1a trang thai can bang clia hé chting ta.
Nhung cai vuét APB, cdm nhan duoc baluc: F,, F, va F};
moi luc truc giao voi duong tuong tmg, nhu cho thdy trong
hinh 3.16, béi tat cA mdi noi déu khong ma sat. Boi nhimg
lirc nay c6 tong moment quay béng khong, cdc duong biéu
dién ctia chiing la dong quy, dan theo b6 dé vé luc dong quy
& muc A.6. Hé qua I3, ung voi goc APB kha di Ion nhat, bo
ba duong truc giao voi ciac duong MN , PA, va PB tai cac
diém P, A, va B la dong quy. Ta tim ra mot tinh chat dac
trung cia hinh trang mong mudn va theo do giai quyét duoc
bai toén, it ra la dinh tinh.
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Hinh 3.17. Khoang cach t6iwu d = v ab.

Loi gidi dinh Irong. Dé c6 dép an r6 rang hon, luu ¥ rdng
PA 1 AC va PB 1 BC hamyring 4 va B ndm trén duong
tron duongkinh PC'. DPuong tron nay ciing ti€p xic MN boi
PC L MN .Theo d6 diém P t6i uu la tiép diém ctia duong
MN va mot duong tron di qua A va B. Chinh xéc 1a c6 mot
duong tron nhu vay: tam ctia no6 1a giao diém cua duong
trung triuc 4B voi duong thdng dung di qua P.

Khodng cdach ngdn nhat la trung binh nhan cta cdc do
cao, d = \/E trong d6 a va b lacacdo caoctia 4 va B.
Qua vay, tham chiéu hinh 3.17, ta c6:

AOBD
d=PQ=0D = \OB* - BD?,

trong do:
a+b

OB=0P=DQ =

va
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b—a
5

Thay hai phuong trinh sau cting vao cai dau tién, ta thu

BD =

duoc:

d:%\/(a+b)2—(a—b)2 =ab .

Cho tot nhat ¢ rap ngoai troi dugc cho béi trung binh nhan
ctia do cao diém trén ciing va diém dudi ciing cia man anh!

3.11 Goc noi tiép
Dinh ly. Mot géc ndi tiép trong duong tron chi phu thudc
vao cung chidn va khong phu thudc vao vj tri ctia dinh géc
noi tiép.
Chimg minh.
Thiét bi cohgc. Vi chimg minh nay, ta dung “cai vudt” (duoc
dung & muc 3.10) tao béi hai thanh théng néi khép P véi
mot 10 xo bi nén c6 day cac thanh ra xa. Ta c6 dinh khop
P trén duong tron, c6 thé truot tuy y khong ma sat. Moi
thanh truot xuyén qua mot 6ng bao xoay tuy y khong ma sat
tai cac dau A va B ctia cung da cho, nhu trong hinh 3.18.
Toi khang dinh ridng hé ¢ trang thdi can bang d6i véi vi
tri bat ky cua Ptrén duong tron. Dé dugc vay trudc tién xem
xét luc trén mot thanh (chon PB) khi P dugc gitr c6 dinh mot
cdch co chu y. Thanh chiu anh huéng cia moment quay T
quanh Pva moment quay F, XPB tao thanh béi phan luc
F, tai 6ng bao. biéu kién can bang cia moment quay quanh
Pcho T = F, xPB,xacdinhgiatri F, =T / PB.Bay gio'cho
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Fla thanh phan tiép tuyén cta luc tai Ptac dunglén thanh.
Thanh phan nay can bing voi thanh phan song song v6in6
cta luc tai B (xem hinh 3.18(b)):

T cosO T

F=F;cos0= .
PB PO

(a) (b)

Hinh 3.18. (a) “Mdy tinh cohoc” (b) Tinh to4n luc Fcan thiét dé gitr Pding yén.

Ta thay rang luc tiép tuyén Flén thanh khong phu thudc
vao vi tri cia thanh. Diéu nay c6 nghia ring hai thanh datlén
khop néi tai Phai luc bing nhau nguoc chiéu. Ta két luan
rang khop Pla & trang thai can bang, nhu da khang dinh.

3.12 Nguyén ly Fermat va Dinh luat Snell

T6m Iuge. Nguyén ly Fermat phat biéu rang dnh sdng truyén
di giita hai diém “chon” con duong c6 thoi lupng nhé nhat
—itra, néu hai diém da gan véi nhau. Cu thé hon, bét ct tia
sdng nao ciing c6 tinh chat t6i thiéu hoa thoi gian nhu sau:
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vOi hai diém bat ky dt gan A va B trén tia, cung AB cua tia
cho thoi gian di chuyén kha di ngdn nhat tix 4 t6i B.*

Hinh 3.19. Cung AmB la con duong thoi-gian-nho-nhdt; 4nh sang tir 4 khong
hoi tu trén cung nay. Trdi lai, cung 4nB la thudc duong cuc tri, nhung khong
phai thoi gian ngdn nhdt; tinh chét nay di cing véi su ton tai cia mot diém
hoi tu trén cung nay.

Quan sdt nguyén ly Fermat vdn hanh. Mot trong nhimg diéu
nguyén ly Fermat du doan 1a sy d6i huong truyén cta céc
tia sang trong thau kinh nhu thé hién trong hinh 3.20. Dé
rit ngan thoi gian, anh sang tranh phan day hon ctia thau
kinh béi truyén qua thily tinh t6n thoi gian hon.” Diéu nay

* Diéu thuc su quan trong khong phaila 4 va B gan nhau, ma la hinh quat
hep clia chuum tia phat ra tit 4 khong hoi tu trude khi toi duge B. Minh hoa
don gian nhat cho diéu kién nay dugc dua ra béi chum tia lan truyén trén
mat cau (hinh 3.19). Cac diém 4 va B dugc ndi voi nhau béi hai chuim tia
kha di, AmB va AnB, céi dau tién la chiim tia ngin nhat; theo d6, hinh quat
ctia chum tia tir 4 khong hoi tu trén cung thoi-gian-nhé-nhat AmB. Tréi lai,
tia AnB khong phdi la con duong nhanh nhit tir 4 t6i B; cung nay chira
diém hoi tu 4’ ctia hinh quat ctia chum tia tir 4. D6i voily thuyét tong quat
lien quan dén bai toan nay, doc gia nén doc cudn sach cua Milnor [M].

**Tilé n ctia van t6c dnh sdng trong chan khong trén van toc trong thiy tinh
duogc goi 1a hé sé khic xa. 72 cang lon, do day thau kinh can thiét cang nhé
dé dat dugc cing mot hiéu qua. Khong khi gan nhu giong chan khong:
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giai thich tai sao thau kinh 16m phan ky, trong khi thau
kinh 16i hoi tu.

Mot vi du khédc trong hinh 3.21 cho thdy mot tia tir ddy ho
t6i mat. Con duong chi ra trong hinh la nhanh hon duong
théng, boi no “tra gia” dé rat ngdn phan dudi nuoc “tén
kém” noi 4nh sang truyén di lau hon.

Lam thé nao 4nh sdang “biét” duong nao Ia ngdn nhat? Kha
ning cta 4nh sang dé chon con duong ngin nhat c6 vé nhu
1a than ky. Phai chang viéc chon dugc con duong nhanh
nhat khong doi hoi thong tin vé nhing con duong khac?
Thuec su thi hoa ra 4nh sang c6 biét vé nhiing con duong
khéc.” Trén thuc té, 4nh sang truyén theo moi con duong
kha di, nhung, dai thé, anh huong ctia chung triét tiéu lan
nhau tri trén con duong ngdn nhat va lan can cta no, anh
hudng cia cac ving nay tré nén “dong bo”.

Hinh 3.20. Anh séng di chuyén cham hon trong thiiy tinh; béi vay tia sang
tranh phan day hon cta thau kinh.

n=1,00029, Th4u kinh nhya téng hop duing lam trong kinh c6 hé s6 khtic xa cao
6 n=1,66. Thiy tinh dung lam th&u kinh c6 hé s6 bang 1,52. Hé s6 ctia kim
cuong n = 2,4;loai thdu kinh nay sé khong tray va rat mong, nhung khong ré.

* Poc gid nén doc cudn sach tuyét voi QED ctia Richard Feynman [Fe], cau
d6 dang luu tam nay dugc giai dap trong do.
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khong khi i_

nudc

(851
Ay Gmax

(a) (6)

Hinh 3.21. (a) dinh luat Snell; (b) v6i nguoi 1dn, thé giéi phia trén mat nudc
duoc “nén” vao mot lang kinh.

Lich stt tém Iirge. Tinh chat t6i thi€u ctia anh sang duoc
phat hién boi Heron xtt Alexandria (khoang ndm 60 Cong
Nguyén), nguoi da phat biéu rang tia sang truyén di gitra
hai diém trong khong khi va tia sang phéan xa khoi kinh
phéng gitra cdc diém l1a ngan hon bat cit con duong lién ké
ndo. Dang tong quéat ctia nguyeén ly, 4p dung dugc cho moi
truong phé quét, dugc phat biéu boi Fermat vao nam 1662.
Co6 thé hiéu duoc tai sao mot s6 nguoi da phan doi: theo ho,
nguyén ly nay, ap dat tién kién cho ty nhién. Nhing nguoi
hoai nghi ché nén lo ldng. Nguyén ly Fermat c6 thé duogc
giai thich thong qua dién dong hoc c6 dién, biang cach vien
dan dén ban chat song clia anh sdng. Cach ly giai duong dai,
duoc phac hoa trong cudn sach ctia Feynman vira nhic dén
& trén, dua vao dién dong hoc lugng tit, noi ban chat song
duoc thay thé bang ham song xac sudt.

Nguyeén ly Fermat xac dinh céch thitc chum tia d6i huong
khi bang qua ranh gi6i gitta hai moi truong. Mot hé qua ro
rang hon ctia nguyén Iy nay duoc biét dén nhu dinh luét Snell.
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Dinh Iuat khiic xa Snell.” Vi mot tia sang truyén qua mat
phan cdch giita hai méi truong (xem hinh 3.21), ham sin
ctia cdc goc tuong ung &, , ¢, giiia tia va duong vudéng goc
voi mat phan cdch la ti 1é voi cdc van toc ¢, va c, cia dnh
sdng trong moi truong tuong ung:

sinq,  sina,

—_— = (3.12)

G )

Noi cach khdc: dai lugng Si%a gitt nguyén khong doi khi
dnh sang truyén qua bé mét phan cach.

Dinh luat nay sé dugc phat biéu lai nhu mot “bai toan
cttu ho” trong muc 3.13.

Ta dang thuc nhin thé gioi thong qua dinh luat Snell:
moi tia va vao “diém anh” trén vong mac, déu dén dugc do
khi tuan theo (3.12).

Bai toan. Y nghia vat Iy, néu cé, ctia 2 la gi?

Loi gidi. sino / ¢ 1a van t6c cia diém ma mat dau song™ giao
v6i mat phan cdch hai méi treong (hinh 3.22). Loi giai thich
duogc dua ra trong hinh 3.23 nhu sau. Hinh vé cho thdy mat
dau song trong khong khi tai hai thoi diém cach nhau mot
gidy. Do céc chum tia vuong goc véi mat dau song™, APP’Q

* Xem bai todn 3.13 cho chimg minh co tinh ctia dit kién ring dinh luat Snell
suy ra tir nguyén ly Fermat.

** Nguyén van: wavefront — mat diu séng la quy tich nhiing diém dao dong
cuing pha trong moi trudong truyén séng, giéi han gitta phan moi truong ma
song da truyén qua va séng chua truyén téi. - N.D.

*<* Phat biéu hién nhién 1a rat dang tin nay c6 thé dugc bién minh thong qua
nguyén ly Huygens; chi tiét c6 thé dugc tim thdy trong cuén [ARN]. Thuc
trang nay dua trén tinh ddng huéng ctia méi truong. Véi nhitng moi truong
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1a tam gidc vuong, trong d6 y nghia ctia diém Q duoc giai
thich theo hinh vé. B6i QP' = ¢, taco PP’ =c, /sinc,.
Day la do dich chuyén ctia P trong mot gidy va do do la

van toc duoc noi dén.

A / mat phan cach

v =c1/sinag = ca/sinag

Hinh 3.22. Duong gay trong mot mat dau séng c6 van toc
V=c /sine, =c,/sina, -

¢35}

P’ - P
Hinh 3.23. Tinh van tdc ctia diém gay trong mat dau séng.
Go6c toi han. Hinh 3.21 giai thich mot hién tuong thi vi quan

sat dugc boi nhitng nguoi di lan. Khi ban nhin lén médt nuéc
ttr phia duoi, moi thit trén mat nudc xudt hién nhu thé bi

di huéng chum tia t6i khong can vuong goc véi mat dau song, it rala khong
trong ngit nghia cua tinh truc giao Euclid.
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nén vao mot lang kinh. Bén ngoai vong tron trén bé mat
nuoc, voi diém tam bén trén mat nguoi quan sat, anh sang
truyén qua khong t6i dugc mat nguoi; chi 4nh sang phan
xa tir phia duoi mai t6i duge mét. Daylaly do. Tia sang gan
nhu ndm ngang trong khong khi tao mot goc o, = 7 / 2 voi
tia thang dimg trudc khi cham mat nudc; mot khi & trong

2 .- C 9 .
nudc, goc voi tia thang dung 1a o, , =sin™ CH”O , theo dinh
kk
luat Snell. V6i nguoi dang ldn nguoc mét nhin 1én, day la

goc 1on nhét voi tia thang ding ma qua d6 ho c6 thé nhin
thay thé gioi bén trén.

U (chay) A % %

v (boi T

B

Hinh 3.24. Lam th&é nao dinh vi C dé ditit 4 t6i B
trong thoi gian ngdn nhat.

3.13 Ctu mOt nan nhan dang chim nho vao
nguyén ly Fermat

Bai toan. Mot nguoi cttu ho tai A mudén ctu mot nguoi boi
tai B. Nguoi cttu ho chay voi van toc v va boi voi van toc v.
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Diém C nao trong hinh 3.24 cho thoi gian ngan nhat néu
gid stt coi nhw van toc nguoi boi la bang khong'.

Bai todn nay la giong hét bai todn noi trén vé tim ra con
duong thoi gian t6i thiéu clia tia phan xa ctia anh sdng. Cling
nhu tia sdng, ngudi ctru hd ctia ching ta tuan theo nguyén
ly Fermat vé thoi lugng nho nhat, diéu nay ngu y rdng céc
goc trong hinh 3.24 th6a man dinh luat Snell. N6i cach khéc,
bai todn nay 1a yéu cau giai thich 1am thé& nao dinh luat Snell
duoc suy ra tir nguyén ly Fermat.

Mot chiimg minh gido khoa tiéu chudn coi thoi gian nhu
mot ham s6 ctia vi tri chua biét x ctia C, vatimra X cuc
tiéu bing phép dao ham. Cach giai dua ra & day khong bao
gdbm mot phép tinh 1an cong thic giai tich nao.

/1 1/v

ving nuéce Khoi lugng = 1/van téc

B

dat lién

1/u
A

Hinh 3.25. Luc cing c6 thé duoc tao ra hodc bing nhiing 16 xo luc cdng bat
bién hodc bing nhimg qua nang.

Loi gidi. Hinh 3.25 cho thdy m¢t hinh vanh khuyén truot doc
theo day (“duong bobién”); hinh vanh khuyén dugc néi voi
diém Abdng mot 10 xo luc ciang bat bién™ co luc cing ta chon

* Bao gdm, nhat 13, van tdc cia anh ta theo phuong thing dtng.
** Loai 10 xo nhu vay duoc mo ta trong muc A.1.
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1a 1/u, nghich dao ctia van téc chay. Mot cach tuong ty, ta
noi hinh vanh khuyén voi diém B bang mot 10 xo khac co
luc cang bat bién 1/ v, nghich ddo clia van téc boi.

Boi thé nang ctia mot 10 xo luc cang bat bién biang do dai
ctia n6 nhan voi luc cing, thé nang ctia hé cola:

AC/u+CB/v. (3.13)

Nhung biéu thitc nay tring khép véi biéu thic thoi gian
di chuyén tir A t6i B! Ta theo d6 ma gan thoi gian v6i y nghia
co hoc ctia thé nang.

Néu thoi gian di chuyén la nho6 nhat, khi d6 nang luong
1a nho nhét va boi vay hé sé ¢ trang thai can bang; do do,
cac luc trén hinh vanh khuyén doc theo day ¢ trong trang
théi can bang luc:

lsinOt = lsinﬁ'.
u v

Ta theo d6 vura trinh bay lai dinh luat Snell. Tt d6 ta
phat hién mot dién dich mang tich co hoc ctia dinh luat
Snell: cac lyc trén hinh vanh khuyén theo phuong ctia bé
mit phan cach & trong trang théi can bang.

Bai hoc cho ngudi ctru ho 1a hay chay sao cho céc goc
o va f3tao voi duong vudng goc voi duong borbién thoa man
hé thitc Snell.

Sau day la mot dién dich ly thu ctia cach giai cho bai
toan nguoi ciru ho (dién dich nay 1a mot swldp lai cia nhan
xét trong bai toan & trang 55). Hinh dung ngudi ctru hd
mang mot cay sao dai luon dugc gitt vudéng goc véi hudong
chuyén dong cia anh ta, cho du anh ta chay hay boi. Cay
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sa0 nay la mo6 phong ctia mat dau song. (Hodc 13, ta c6
thé nghi vé mot hang nguoi chay/boi vai ké vai, kha nang
van dong cta nhitng ngudi nay la nhu nhau). Xem xét giao
diém ctia cay sao voi duong bo bién. Diém nay di chuyén
v0i van téc khong doi trong khi nguoi ctiu ho chay va voi
van t6c khong déi khac khi anh ta boi. Bay gio chién thuat
tot nhat duoc dugce dac trung boi tinh chat 1a hai véan toc
nay bing nhau.

3.14 Tong binh phuong nho nhat cho mot diém

Bai toan. Cho ba diém A, B, va C trong m4t phang, tim diém
M sao cho tong binh phuong:

AM® + BM* +CM’® (3.14)
la nhé nhat.
Loi gidi. Téng binh phuong (3.14) ¢6 thé dién dich nhu thé
ning ctia ba 1o xo dan hoi chit' néi M véi cac diém A4, B, va
C, v6i hing s6 Hooke k& =2 cho m6ilo xo (xem hinh 3.26).
Bay gio néu nang lugng ctia (3.14) & day la nho nhat, khi do
tong moment quay lén M1a biang khong:

MA+MB+MC=0,

trong d6 ta da lugc bo hé s6 chung & = 2. Diéu nay du phan
vao phét biéu ring M la tam khoi ctia A, B, va C. Theo do

* Véi kién thitc nén, xem muc A.1. Ta can chi hai dit kién tai day: truoc tién,
ring stic cang clia mot 10 xo dan hdi chatla kXL, trong d6 L la do dai ctia
10 xo va k 1a hing s6 Hooke, va thit dén, thé ndng ctalo xo la L.

2
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M 1a giao diém cua cac trung tuyén cia AABC (xem gii
thich & bai toan keé ti€p).

Hinh 3.26. Tam khéi ctia ba diém t6i thiéu hoa (3.14).

Mot 10i gidi khdc. Ta nhan thay rdng (3.14) la moment quan
tinh’ quanh M ctia ba chat diém m, = m, = m, = 1 duoc dat
tai A, B, C.Nhung moment quan tinh nh6 nhatla khi quay
quanh tam khéi (xem théo ludn @ muc A.9).

3.15 Tai sao mot tam gidc can bang tai diém
giao nhau cua céc trung tuyén?

Bai toan. Tai sao tim khdi ctia mot manh bia cting hinh tam
gidc trung khop voi giao diém ctia cdc trung tuyén ctia né?
Loi gidi. Diém m&u chot 1a giai thich tai sao tam gidc ndm
can bang trén timg trung tuyén, chang han nhu 4A4’, khi
dat n6 doc theo ludi dao ndm ngang nhu trong hinh 3.27.
Tudng tugng cit tam gidc cia ching ta thanh nhing dai
hep song song véi canh BC; mot dai nhu vay duoc thé hién

* Khéi niém, cting véi moi diéu str dung tai day, duoc gidng giai trong muc
A9.
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trong hinh 3.27. Trung tuyén AA' chia do6i méi doan ctia ddi
song song véi canh BC, va do vay moi dai sé ndm can bang
trén ludi dao’. Do vay tam gidc ndm can bing trén AA4'. Bay
gio diém can bang (M) phai ndm trén duong can biang, ttc
latrén AA'. Ap dung cho ca ba trung tuyén, diém can bing
phai ndm tai giao diém cta chting.

Hinh 3.27. Tam gidc nim can bing trén mot trung tuyén béi mdi dai hep dugc
trung tuyén chia doi.

Cht y. Don khoi lugng ctia tam gidc bia cting vé cdc dinh
thanh nhing luong bang nhau tai méi dinh sé lam tam khoi
khong doi. Qud vay, tam gidc voi khoi lupng tdi phan b6 van
ndm can bangtrén AA' béi B can bang voi C (A’ la trung
diém ctia BC) trong khi A ndm trén AA' va theo dé khong
dnh hudng diéu kién can bang cta hai chat diém con Iai.

* Ta dang lo di mot sai s6 kha di & gan phia dau ctia céc déi hep, nhung kich
c0 tuong doi ctia sai s6 tién dén khong theo do rong cia dai.
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3.16 Tong khoang cach nho nhat cho bon diém
trong khong gian
Bai toan. Cho bon diém A, B, C, va D trong khong gian, khédo
sdt tong khodng cach AX+ BX+ CX+ DX dén diém X .
Diém X nao t6i thiéu héa tong nay?
Loi gidi. St dung co hoc ta sé chi ra rang:

LAXB = ZCXD
varang, ngoai ra, hai goc nay bi chia doi béi cang mot duong
thang. Béi cac diém 4, B, C,va D c6 vai tro nhu nhau,
két qua nhu trén sé gitt nguyén cho bat ct cach ghép doi
khac nao tr nhitng diém nay. Chéng han, ta sé biét rang
ZLAXC = ZBXD va céc goc nay cung chung phan giac.
C

phéan gidc chung

B \l
Hinh 3.28. Néu X t6ithiéuhda AX + BX + CX + DX, khi d6 cac goc danh ddu

cting chung phan gidc va bing nhau.

Sau déy la chiing minh. Ta ding bén 10 xo luc cdng bat
bién" giong nhau lyc cang T’ = 1 va duoc méc nhu cho thay
trong hinh 3.28. D6 dai ctia mdi 10 xo bing voi thé ndng ctia

* Loai 10 xo nay duoc mo ta trong muc A.1.
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no, va do dai téng cong bang thé nang cta hé. Do do cach
x€p dat sao cho do dai nho nhat tuong Gng voi trang théi
can bing, va voi sy triét tiéu cua tong cac luc a, b, ¢ va d
tac dong lén diém chung X:

a+tb=-(c+d) (3.15)

Nhiing 10 xo ctia ching ta c6 luc cang c6 dinh giong
nhau: |a| =|b|; do d6 véc to a + b nam trén phan giic ctia
goc AXB; tuong ty, ¢ + d nam doc theo phan giac ctia goc
CXD . Theo (3.15), cdc phan gi4dc nay ndm doc theo cung
mot duong thang; ta da chimg minh duoc ring duong phan
gidc dugc dung chung cho ca hai gac.

Dé chi ra ridng cac goc AXB va CXD bing nhau, ta
luu y ring |a| = |b| =1 kéo theo|a+b|=2cos ZAXB.
Tuong tu, |c + d| =2c08 ZCXD. Tt (3.15), ta két luan ring
ZAXB = ZCXD.

Hinh 3.29. Téng P4+ PB lanho nhdtkhi o = f3.
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3.17 Khodang cach ngdn nhat dén céc canh cta
mot goc

Bai to4n. Mot duong tron ndm bén trong géc nhon. Tir diém
nao trén duong tron thi tong khoang cdach dén cdc canh ctia
goc la nhé nhat?

Loi gidi. Hinh 3.29 cho thay goc nhon va céi vanh hinh tron
trén mot mat phang ndm ngang. Mot soi day vong qua vanh,
voi hai dau day vit qua cac canh ctia goc va treo vao do cac
qua ning bang nhau. S¢i day 1a hoan toan khong ma sét,
cho nén no truc giao voi cac canh cia goc tai 4 va B. Theo
do PA va PB la do dai khoang cach tix P dén cac canh
cua goc.

Do dai AP+ PB latilé voi thé nang ctia hé co - thuc
vay, AP+ PB canglon, tong cao do cuia hai qua nang cang
16n. Theo d6 cuc tiéu ctia AP + PB tuong tmg v6i trang thai
can bang, va voi diéu kién can bdng ctia cac luc cang tai P:
T cosa =T cos 3, chinh la:

a=p.

Hé thic nay dic ta diém P “t6t nhét” va giai quyét duoc
bai toan.
Lam r6 cdu tra Ioi. Diéu kién o = B néi rang tiép tuyén tai
P 1a truc giao voi phan giac m, nhu dugc thay theo hinh
3.29(b). Diéu nay c6 nghiala OPsong song voi m . Dién dat
1o rang hon: diém P “t61 uu” Ia ddu mut cta bdn kinh song
song voi phan gidc ctia goc va huéng vé dinh ctia géc. Diém
“té nhat” — diém toi da héa AP + PB - nam trén bén kinh
song song véi m nhung hudng ra ngoai.

83



Hinh 3.30. Dé c6 doan ngdn nhat qua P ba duong vuong goc dut nét gap
nhau tai mét diém.

3.18 Doan ngdn nhit qua mot diém

Bai toan. Goi MN la doan ngdn nhat trong s6 nhing doan
ndm bén trong mot goc cho truéc AOB (véi M nam trén
OA va N nam trén OB) va di qua mot diém cho truéc P
bén trong géc. Ching t6 rang bo ba duong vuong goc tai
cacdiém P, M ,va N, nhuduoc thé hién trong hinh 3.30,
la déng quy.

Loi gidi. Xét thiét bi trong hinh 3.30(b) - vé thuc chit la
mot thanh thdng ¢ co lai, véi mot hinh vanh khuyén & méi
dau. Ta ldp dat thiét bi nhu cho thay trong phan (¢): thanh
truot tu do xuyén qua mot 6ng boc tai P co6 thé quay, va
céac hinh vanh khuyeén c6 thé truot khong ma séat doc theo
hai canh cua goc.

Néu doan MN c6 do dai nhé nhat, khi do hé co co thé
nang nhoé nhat va khi d6 thanh thang véi hinh vanh khuyén
ctia n6 & trong trang thai can bing. Theo d6 ca ba phéan luc
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truc giao dugc thé hién trong hinh 3.30 tdc dung 1én thanh
va hinh vanh khuyén cong lai bang khong, va cdc moment
quay clia chung ciing vay. B6 dé vé luc dong quy (muc A.6)
phét biéu ring néu téng ba luc bing khong va tong cac
moment quay clia nhimg luc nay biang khong, khi d6 duong
biéu dién cta bo ba luc nay 1a dong quy.

¥
N
A C\

B

b

g
T

S
Vst

Hinh 3.31. D6 dai l6n nhat ctia thanh sao 1a bao nhiéu, dé c6 thé mang sao
vong qua goc duong?

3.19 Thao dién voi thang

Bai todn. Hai hanh lang c6 bé rong lan Iuot a va b hop nhau
thanh mot géc vuong. P9 dai thanh sao 16n nhat la bao
nhiéu, dé c6 thé chuyén cdi sao vong dugc qua géc duong
tir hanh lang nay sang hanh lang kia?

Loi gii. Bai toan la tim ra doan ACB c6 do dai nho nhat,
chuyén qua goc THAP HON, v6i hai du tua trén céc vach
ngoai. Vi dy, hinh dung viéc mang mot céi thang rit ngén
duoc vong qua goc va thu ngdn né néu khong vira; mot khi
céi thang chuyén lot qua goc duong, do dai ctia no sé la do
dai nho6 nhat dé cap & trén.
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“May tinh” co hoc dugc chi ra trong hinh 3.32 giai quyét
duoc bai toan. Mot thanh rut nge‘in (mot 6ng xi-lanh rat
chan khong v6i mot piston, nhu cho thay trong hinh 3.30)
c6 hai hinh vanh khuyén (4 va B) dugc han vao hai dau.
Cac hinh vanh khuyén dugc luén qua cac duong MN va NP
nhu cho thay. Thanh thang c6 thé truot xuyén qua mot 6ng
tay do xoay tu do tai C.

A
M / N

P

Hinh 3.32. Cach giai stt dung hai hinh vanh khuyén 4 va B, mot thanh xoay
quanh C, va mot 10 xo.

Thé ndng ctia hé conay 1a ham don diéu cta do dai 4B
va theo do vi tri cia do dai nhé nhat twong Gng trang théi
can bang. Bdy gio, hé thanh/piston/hinh vanh khuyén tuy
thudc ba luc duogc chi ra trong hinh 3.32. 0] trang théi can
béng, téng luc va moment quay clia bo ba lyc nay 1a bang
khong, va do do cac duong biéu dién cta cac luc 1a dong
quy’. Diéu nay giai quyét duoc bai todn: dé cé doan thiang
c6 do dai nhé nhat, ba duong vuong géc” voi hai buc tuong
tai A, B, vavoi duong AB tai C la dong quy.

* Xem b6 dé vé luc déng quy, muc A.6.
** Luu ¥ rdng céc luc thuc t€1a truc giao cac duong twong tmg boi khong c6 ma sat.
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Cach giai hinh hoc dan ra m¢t biéu thuc giai tich cho
goc a = ZNAC ttc thi. Qua vay, tit AOCA va AOCB ta co:

OC =ACcota =CBtanc .

Thay AC =a/sina va CB=b/coso vao biéu thic
vira roi va gian lugc cho ta:

3
tano=|—| .
b

Mot 1an ntra, cach giai nay nhanh hon nhiéu so véi cach
giai gii tich truyén thong.

Hinh 3.33. Goc a sé toi da hoa thé tich ctia céi ly 1a bao nhiéu?

Hinh 3.34. Tong moment quay trén phan hinh quat t6 dam biang khong.
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3.20 Cdi ly gidy chtta dugc nhiéu nhat

Bai toan. Toi muon Iam moét cdi ly gidy hinh non tie mot dia
gidy hinh quat, bing cach dan vao nhau cdc canh ctia hinh
cdt nhuw cho thay trong hinh 3.33. Ban kinh R cta dia la
biét truéc. D€ c6 hinh nén voi thé tich kha di 16m nhat, géc
/ gitta duong sinh hinh nén va truc doi xing la nhu thé nao?

Loi gii. Bai todn 1a tim ra hinh dang ctia hinh n6n c6 thé
tich kha di lon nhat, trong moi hinh nén c6 do dai duong
sinh biét trudc.

“Mady tinh” co hoc bao gobm mot b6 nhing doan théng
c6 do dai R - ching sé hgp thanh cac duong sinh ctia hinh
non; tat ca duong sinh dugc bo vao nhau tai mot diém O
c6 dinh trong khong gian; cac dau con lai cia nhimg duong
sinh nay dugc dinh vao mot mat phéng (day cua hinh nén)
nho mot ngam khong ma sat.” Mt phang co thé tu do thay
dé6i khoang cach cua n6 t6i O. Hinh non tao thanh duoc
bom day khi nén. Mat phéng, khong con tu do nita, bi khi
dayraxa O va bi cac doan thang kéo lai gan. Thé tich cta
hinh n6n 1a mot ham nghich bién ctia thé nang. Do do thé
tich 1on nhat tuong tmg thé nang cuc tiéu va voi trang thai
can bidng. Cu thé, phan duong sinh t6 dam vo cung nho
(hinh 3.34) sé & trang thai can bang. Moment quay ctia cac
luc trén phan t6 ddm quanh O béngkhong, giai quyét dugc
bai todn; chi con phai gidi ma phat biéu moment quay bang

* C6 thé tudng tugng cac dau miit ctia cac dudng sinh bi dinh tir tinh vao mat
phéng nhung c6 thé truot khong ma sat.
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khong nay. Ta sé khong can biét cac lyc trén phan t6 dam tai
O; boi co6 chinh xac hai luc con lai tdic dung 1én phan t6 dam
nay, nhu dugc thay trong hinh 3.34(b): (i) luc ctia ap suat
huong ra ngoai (chi s viét bén dudi 1a viét tit cho “side”)

F. = pA,, (3.16)

trong d6 A, 1a dién tich phan t6 dam, va (ii) lyc ctia ngam
tlr mét phing (chit b viét bén dudi 1a viét tit cho base™)

F, = pA,, (3.17)
trong d6 A, 1a dién tich ctia hinh quat & day. Luu y rdng cac
duong sinh khong truc tiép giao cdt nhau.

Bay gi0, cic moment quay ngugc huéng cua hai luc nay
quanh O la trong diéu kién can bang, nhu trong hinh 3.34(0):

F,. OA =F, sinf. R
Thé (3.16) va (3.17) vao, ta co:

A, OA = A, sinp. R. (3.18)

Nhung 04 = gR, béi trong tadm ctia bat ky tam gidc nao
nim & diém hai phan ba ctia quang duong tir dinh t6i day.
Thém vao do, A,/ A, =r/ R =sin beoi tilé ctia cac dién
tich ctia hai tam giac voi mot day chung bang voi ti 1é duong
cao cta chung. Thay diéu nay vao (3.18), ta thu duoc:

* side: canh — N.D.
** base: day - N.D.
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% =sin2 f
3
bai toan duoc giai quyét.

3.21 Tam gidc c6 chu vi nho nhat

Mot ludn ctt co hoc da goi ra dinh ly nay, mé6i vai nam
trudce day.”
binhly. Cho K la mot duong cong phdng 16i kin tuy y khong
chita doan thang nao. Cho AABC c6 chu vinhé nhat” trong
s6 nhiing tam gidc chita K. Khi do:

1. Badoan thang noi dinh cia AABC véi tiép diém trén
canh doi dién ctia AABC la dong quy, nghia la ching
gdp nhau tai mot diém; tuong duong voi dinh Iy Ceva™

abc =a'b'c’,
trong déa, a', b, b', ¢, ¢' 1a cac do dai duoc chi ra
trong hinh 3.35(a).

2. B0 ba duong truc giao voi cac canh ctia AABC tai tiép

diém la dong quy (hinh 3.35(b)).

Ching minh. Dung co hoc dé chiing minh, nhu sau:

Mot hé cohoc. Khao sat ba thanh thang (v6 han) hop thanh
tam giac ABC, voi mbi cap ghép doi hai thanh dugc luon

* Xem chung minh chat ché trong cuén [L1].
** “Nhé nhat” c6 thé dugc thay bing “t¢i han.”
*** DGi voi phét biéu va chimg minh cho béi co hoc xem bai toan 5.6
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qua mot hinh vanh khuyén nhé, nhu cho thdy trong hinh
3.36. Cac thanh dugc néi khong ma sat voi cac hinh vanh
khuyén, va theo d6 c6 thé hop thanh mot tam gidc c6 hinh
déang bat ky, trix diéu kién bién ta ap dat: AABC phai chita
duong cong K bén trong no, nghiala K 1a mot vat can
khong thé vuot qua doi voi cac thanh. Bay gio ta noi moi
cép hinh vanh khuyén bing mot 10 xo luc cang bt bién nhu
cho thdy trong hinh. Céc 10 xo c¢6 lam sup AABC, nhung
vat can K ngén can sy sup d6 nhu vay. Nhéc lai rang cac
10 xo0 ctia ta c6 luc cang T =1, thé nén thé ndng ctia mot 1o
x0 bang do dai ctia nd’, ta theo d6 gan chu vi cho y nghia
vat ly ctia thé nang. Néu AABC c6 chu vi nho nhat, hé co
sé & trang théi can bang.

(a) J (b)

Hinh 3.35. Cuc tiéu chu vi ctia AABC ham chi sy dong quy
cua (a) cdc duong Ceva va (b) cac duong vuong goc.

c

* Xem gidi thich ngdn trong muc A.1.
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Hinh 3.36. M6 hinh giai thuat co hoc gom thanh-hinh vanh khuyén-10 xo.

SU DONG QUY CUA CAC DUONG TRUC GIAO (HiNH 3.35(b))
BAY GIO HIEN NGAY TRUOC MAT. Két cdu bo ba thanh, hinh
vanh khuyén, va 16 xo, dugc xét nhu mot hé, la tuy thudc
mot cach cu thé vao ba phan lyc F, tirvatcan K. O trang
thdi can bang, téng ba luc nay bi triét tiéu, ciing nhu téng
moment quay ctia ching. Song bo dé vé luc dong quy (muc
A.6) phat biéu rang trong truong hop do cac duong biéu dién
ctia ba lyc nay la dong quy. Diéu nay minh ching phan thi

hai cta dinh ly.

(@) (8)

Hinh 3.37. Can béng lyc trén hinh vanh khuyén (a) va can bing moment quay
trén thanh (b).

CHUNG MINH CUA abc = a’b’c’ . Doi voi AABC c6 chu vi
nho nhat, timg thanh thang l1a déi tuong ctia ba phan luc
vuong goc dugc chira trong hinh 3.37: mot luc tir K va hai
luc tir hai hinh vanh khuyeén tiép xtc voi thanh. Doi voi moi
thanh, téng cdc moment quay ctia ba luc quanh tiép diém
1a bang khong; diéu nay dan dén (3.19) va (3.20) bén dudi,
va ta sé trinh bay ngay sau day; nhan cac phuong trinh nay
v6i nhau sé cho abc = a’b’c’ . T4t ca nhing gi ta can lam
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14 tim ra phén luc tir m6i hinh vanh khuyén Ién thanh. Dé
cho cu thé, ta chon hinh vanh khuyén A va thanh 4 B. Hinh
vanh khuyén tuy thudc bon lyc: hai tir cac 10 xo va hai tir
céc thanh, nhu trong hinh 3.37(a).

Trudc tién chiéu bon luc nay 1én phan gidc cua goc 4
va sau do 1én duong truc giao véi phan giac ta thu duoc tir
diéu kién can bang luc:

R cosa’+ R,cosa’ =2cosa, R sina’— R, sina’ =0,

trong do6 o = g— o, Tiphuong trinh thithai R, = R, (twthan
no6 dala mot di kién tha vil), va ti phuong trinh dau tién,
sttdung cosa’ = sino ta thu duoc:

R, =coto .

Hinh 3.38. Khoang céch tir tam cua ellipse dén goc toa do 1a khong déi.

Day la phan luc tir thanh 4B 1én hinh vanh khuyén 4.
Theo dinh luat 3 Newton, thanh 4B chiu mot luc nhu vay
phén hoi tir hinh vanh khuyén. Ta nhéc lai rang luc nay
vuong goc thanh, boi hinh vanh khuyén la khong ma sat.
Hinh 3.37(b) tom luogc tat ca luc tac dung 1én thanh AB.
Diéu kién can bang moment quay ctia cac lgc nay quanh
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tiép diém cho:
cecotax=c’cotf. (3.19)
Mot cach tuong tu, ta c6:

acotfB=a’coty, 3.20)
beoty =b’cotar.

Nhén ba phuong trinh nay voi nhau nhw dé cap tir truoc,
va triét tiéu, ta thu dugc abce = a’b’c’ . Hé thicc nay dén luot
no6 lai cho thay su dong quy ctia cac duong Ceva trong dinh
ly Ceva.*

3.22 Hinh ellipse trong goc ket
Bai toan nay lay tir mot ky thi todn hoc Putnam™.

Bai toan. Khdo st mot hinh ellipse nim trong géc phan tdim
thit nhat ctia mat phang (x, y) va tiép xtic cdc truc toa do.
Chung minh rang khoang cach tir diém gitia cua ellipse dén
goc toa do chi phu thudc vao cdc ban truc cta ellipse chir
khong phu thuéc phuong dinh huong cta no.

* Ta chting minh dinh Iy nay st dung khai niém tam khoi trong muc 5.6. Mot
céch xtrly hinh hoc rdt t6t cia dinh ly Ceva c6 thé tim thdy trong cu6n [CG].

** Ky thi toan hoc William Lowel Putnam, thuong goi tt Ky thi Putnam, 1a mot
cudc thi thuong nién danh cho sinh vién dai hoc ctia My va Canada. Cugc
thi duoc té chitc 1an dau vao nam 1938, va hién do Hoi Toan hoc My quan
ly.-N.D.
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Hinh 3.39. Hinh ellipse ¢ trang thai can bang phiém dinh néu hai hinh chir
nhat 1a dong dang.

Tt d6 sé thu dugc két qua sau: néu ta quay hinh ellipse
trong khi gitt n6 van tiép xtc voi cac truc, tdm ctia no sé vach
ra mot cung tron. Trong truong hop suy bién don gian hon
khi hinh ellipse 1a mot doan thing, cung tron sé tré thanh
mot goc chia tu duong tron.

Loi gidi. Sau day la 1oi giai cho bai todn nay, stt dung co hoc.

HEé co tinh. Xem hinh ellipse nhu mot vat ran trugt khong
ma sat doc theo céc truc toa do. Mot 1o xo kéo cang budc
tam hinh ellipse v6i goc toa do (hinh 3.39). Thé nang ctia
10 x0 14 mot ham hiép bién voi do dai ctia no,” va do do cuc
tiéu ctia do dai tuong duong voi cuc tiéu ctia thé nang, chinh
la voi trang thdi can bdng. Tom lai: chi can ching t6 rdng
hinh ellipse & trang théi can bang trong bét ctt phuong nao.

MOT DIEU KIEN CAN BANG. Dé chting t6 ring hinh ellipse
can bang ¢vi tri bat ky, chi can chira rang hai hinh ch@@nhat
duoc cho thdy trong hinh 3.39 1a dong dang.

* Ban chat riéng biét cta 10 xo khong quan trong trong cach giai nay.
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Thuec vay, dé ba luc tac dung Ién hinh ellipse (hai phan
lic va mot 10 xo0), va dé tong moment quay ctia cac lic nay
triét tiéu, diéu kién can va du la cac duong bién dién cta
céc luc nay dong qui theo b6 dé vé luc dong quy @ muc A.6.
Diéu kién sau tuong duong voi sy dong dang ctia hai hinh
chit nhat. Bai toan ctia ta da dugc rut gon vé viéc ching
minh su dong dang ctia hai hinh chit nhat, mot diéu rat ly

thd, nhung chiing minh lam sao?

HOAN TAT CHUNG MINH. T6i khong muén gia dinh ring
nguoi doc quen thudc voi phép bién déi tuyén tinh, nén phan
thao luan nay khéng st dung ching. Thay vao dé hay hinh
dung vé hinh 3.39 trén m¢t tdm thuy tinh httu co va dung
nghiéng tdm nay dudi anh mit troi sao cho bong ctia hinh
ellipse trén mit phing ngang 1a hinh tron. Boi cac duong
song song d6 thanh cac bong song song, hai hinh chit nhat
cta ta tré thanh nhing hinh binh hanh. Thuc té, nhing
hinh binh hanh nay 1a hinh thoi, nhu ta sé giai thich ngén
gon sau, va bai céc hinh thoi nay c6 chung mét géc, nén
ching déng dang voi nhau. Céc hinh chit nhat ban dau luc
d6 cting dong dang, boi phép chiéu hinh git nguyén tinh
dong dang. Con phai giai thich tai sao cac hinh chi nhat
tr¢é thanh hinh thoi. Hinh binh hanh O%'C'y' la m¢t hinh
thoi boi duong chéo ctian6 O'C'1a phan gidc goc, diéu suy
ra tir dt liéu rang C' 1a tam cua hinh tron va ring O'X’ va
O'Y'1a ti€p tuyén v6i duong tron. Hinh binh hanh O'X'D'Y’
1a mot hinh thoi béi O'x’ = D'y’, ciing nhu 1a hai doan tiép

tuyén voi duong tron.
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3.23 Bai tap

Yéu cau tim ra céch giai vat ly cho cac bai tap sau.

1.

Trong s6 cdc hinh vuong c6 dién tich S cho trudc tim
hinh c6 chu vi 16n nhat.

Trong s6 nhtmg khéi dac hinh vuong c6 thé tich cho
trudc, tim khoi cé dién tich bé mat nho nhat.

. Tim tam gidc vuong c6 dién tich 16n nhat, voi tong do

dai ctila mot canh va canh huyén biét trudc.

Tim hinh vuong c6 dién tich 16n nhat, biét rang hai dinh
ctia hinh vuéng ndm trén mot day cung ctia mot duong
tron cho trudce, va hai dinh con lai ndm trén duong tron,
trén day cung ngén hon.

. V& noi ti€p hinh chit nhat c6 chu vi 16n nhat trong mot

tam giac c6 canh day b va duong cao /.

Tim céc kich thudc p va A cta hinh chit nhat noi tiép
duong tron cho gia tri bh* 16n nhat. (Luu y: Day 1a bai
todn cdt mot cdi dam ctng nhat ra khoi long gb cho
trudc; do bén uén ctia mot thanh dam 1a ti 18 voi bA>.)

. Vé motkhoi chit nhat c6 thé tich 16n nhat noi tié€p trong

mot khéi ban cau c6 ban kinh cho trudc.

Vé noi tiép mot hinh tru c6 thé tich 16n nhét trong mot
khéi cau c6 ban kinh cho truéc.

Vé mot hinh nén co6 thé tich nho nhat ngoai tiép mot
khéi cau c6 ban kinh cho truéc R.

10.Tim hinh tru c6 dién tich bé mét 16n nhat noi ti€p mot

hinh n6n ma tiét dién doc truc c6 goc 2a tai dinh va day
c6 ban kinh R.

11.Tim tiép tuyén ctia hinh ellipse x* /a* +y* /b* =1 tao

v6i goc phan tu dau tién mot hinh tam gidc c6 dién tich
nho nhat.

97



12.Mo6t khéi rdn bao gom mot hinh tru voi mot hinh ban
cau ¢ trén cung. Ti lé nao cta khoi rdn nay sé tdi thiéu
hoa dién tich ctia n6 tmg voi mot thé tich cho truoc?

13.Tim cac kich c& phtt hgp ctia mot khéi cau va mot khoi
lap phuong c6 tong thé tich cho trudc ma dién tich bé
mat 16n nhat.

14.Tiét dién ngang ctia mdt con kénh c6 dang ciia mot hinh
thang can. Do d6c nao chia cac canh bén sé toi thiéu
héa “chu vi uét” ctia tiét dién, biét dién tich S ctia hinh
thang va d¢ sau 4 ?

15.Mot tuyén duong sit di qua mot kho hang B, va ndm
cach mot khoang a t6i thitrdn 4. Mot con duong thang
phai duoc xay ndi tuyén duong sit dén thi tran. Dau la
goc con duong nay nén hop thanh véi tuyén duong sit
dé toi thiéu hoa chi phi xay dung, biét rang chi phi van
chuyén doc theo con duongla » 1an nhiéu hon doc theo
duong sdt (n>1)?

16.Xét tam giac c6 chu vi lon nhat ndi tiép mot duong cong
16i K. Chiing minh ridng hai canh ké nhau hgp thanh
nhimg goc bing nhau voi tiép tuyén voi Ktai dinh chung.
Chtng minh rang tinh chat nhu vay git nguyén cho bat
ctt da giac n -canh c6 chu vi l6n nhat (hay tham chi la
t6i han) nao.

17. (Bai tap mo rong). Khdo sat mot tit dién co dién tich nho
nhat ngoai tiép mot khoi 16i cho trude K. Cho biét mot
dic trung hinh hoc ctia loai tit dién thé nay.
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4

BAT BDANG THUC
CHO B4 DOAN MACH

4.1 Gi6i thiéu

Nhiing kién thiic dugc tom tat duoi day sé du cho viéc
doc hiéu chuong nay. Nhimg khdi niém chi tiét hon c6 thé
tim thay trong phu luc.

Cuong do dong dién. Cuong do dong trong mot day dong
1a thong luong cua “chét khi” electron trong 6 mang ion
dong, tuong tu nhu thong luong clia nudc trong mot ong
dan. Ciing nhu thong luong ctia nudc qua 6ng dan dugc do
béng s6 gallon trén méi gidy, cuong do dong dién dugc do
béng s6 don vi dién tich trén méi gidy, di chuyén qua mot
tiét dién ngang ctia day dan. Cuong do dong duoc ky hiéu
béng / va dugc biéu dién bing don vi coulomb trén moi
gidy, hay ampere.

Pién 4p. Ta hay xem xét mot dong chay on dinh ctia nudc
trong mot 6ng dan dai. Boi vi ma sat voi thanh 6ng, dong
nuéc muon chay cham lai. Boi dong dugc coi nhu 6n dinh,
&p luc nguoc dong cao hon; d6 chinh la gradient &p luc ma
nudc duge bom di & van téc 6n dinh. Theo cach nhu vay,
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mot dong dién 6n dinh truyén qua day dan doi hoi stic ép
khong doi cua ap luc dién, duoc goi 1a dién dp. Sw chénh

lech dién ap day cac electron chuyén dong doc theo day.

Dién tré. Dé cho don gian, ta hinh dung nudc chay 6n dinh
qua mot 6ng dan khong ma sat, nhung by gio 6ng dan co
mot vat can x6p. Chénh léch ap luc & hai dau vat can git
cho dong chay 6n dinh. Luu ¥ rang luong nuéc bom mébi
gidy cang nhiéu thi chénh léch 4p suat cang lon. Mot cach
tuong tu, ta xét mot day dan voi mot thiét bi dién tro, vi
du day t6c cia mot bong dén tron — tuong tu voi nit bit
khong kin trong 6ng dan nudc. C6 mot dong dién 6n dinh
I truyén qua day dan. Hoan toan tuong tu v6i dong nudc,
sé c6 chénh léch dién ap V & hai dau thiét bi dién tro, va
néu dong cang lon thi chénh léch dién 4p sé cang lon. That
ra, thuc nghiém cho thdy mot quan hé tuyén tinh V' = R/
(dinh luat Ohm), trong d6 R la m¢t hang s6. Hang s6 nay
duoc goi la gia tri dién trd - mot céi tén rat hop ly, boi mot
gia tri R 16m biéu thi mot gid tri )/ (“chénh léch 4p suat”)
16n ting v6i mot dong [ (thong lugng) cho trudc.

R, Ry /1
— — — —e

R

Ry Ry
Ri+Ry

Hinh 4.1. Dién tré trong mach méc néi tiép; va dong dién trong mach méc
song song sé dugc cong don.
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Pién trémach néi tiép va mach song song. Do6i voi hai thiét
bidién tré R, va R, mdc ndi ti€p (xem hinh 4.1), gia tri dién
tré tuong duong la:

R=R +R,. (4.1

D061 v6i hai thiét bi dién tré médc song song, gia tri dién
tré twong duong 13:
1 1 1
—=— +—.
R R R»

Mot chiing minh ngén ctia diéu nay duoc trinh bay trong

(4.2)

phu luc; & day toi chi can noi rdng c hai quy luat nay déu
dung voéi truc quan. Quy luat thi hai c6 1é can duoc giai
thich. Khi hai thiét bi dién tré dugc mac song song, mach
tuong duong dan dién t6t hon, bdi no o6 hai kénh dan dién.
Co6 thé nghi ring sudt dan dién la tong sudt dan dién cua
moi nhanh. Thuyc té, day chinh la diéu ma quy luat (4.2)
phat biéu, néu ta dinh nghia suat dan dién nhu nghich dao
cua gid tri dién tré.

Dinh lujt 2 ctia Kirchhoff. T6ng dong dién vao mot ntt noi
nhitng day dan duoc ndi voi nhau bang véi tong dong dién
ra khoi nut.

I]_ I4
I
Is Is

Hinh 4.2. Dinh luat 2 Kirchhoff.
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| a | | b

Hinh 4.3. N6i tit Pv6i Qlam giam gia tri dién tré twong duong,
va no ly giai bat dang thic (4.3).

Voividutronghinh4.2, dinhluatchota 7, + I, + I, = I, + [;.
Dinh luat nay dién ta viéc dien tich khong thé tich ldy tai mot
nat, cing nhu nuéc khong thé dong lai moi noi ctia 6ng dan.

4.2 Chimg minh trung binh conglén hon trung
binh nhan chi bang cach dong md cong tic

Mach dién trong hinh 4.3 dugc lam nén bang nhing dién
trocogiatri g va b . Bdt dau voi cong tdc ho nhu trong hinh,
moi nhanh song song c6 dién tré tuong duong a + b. Boi
hai nhanh méc song song, téng dién trd tuong duong gitta

A va Bla a;b, dan theo (4.2). Bay gio ta hay dong cong
téc. Gia trj dien tré twong duong ctia mach dién voi mot noi
tit 1a ngang bing hodc nho hon gi4 tri trudc.”

Gié tri dién tré moi va nho hon nay la gi? Bay gio ta
c6 hai thiét bi dién tré méc ndi ti€p, moi cai co do 1on

(@' +b "= ab_ Theo do:
a+b

* Phét biéu r6 rang hién nhién nay nén duogc chiing minh mot cach chit ché.
Ta sé dua ra mt ching minh nhu vay dé théa long nhiing nguoi hoai nghi,
nhung tam diém cta ta & day la thiét Iap mai lién két (s6 hoc va mach dién
O bai toan hién tai) hon la mot chiing minh.
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a+b _ 2ab

. (4.3)
2 a+b

\Y

a b

Hinh 4.4. S6 trung binh: cong, nhan, diéu hoa:

PO=(a+b)/2,PK =Jab,PQ=(a"+b")/2)""

Diéu nay kéo theo bt ddng thiic gitra s6 trung binh cong
va s6 trung binh nhan duoc phét biéu ¢ tiéu dé ciia muc.

Chu ¥ 1. Phuong trinh (4.3) kéo theo khong chi bat ding
thuc gitra trung binh cong va nhan, ma con voi s6 trung
binh diéuhoa (a”' +57")/2)" =2ab/(a+b):

a+b 2ab

>~ab 2 . (4.4)
a+b

Quéavay,néu A > B >0,khi d6~/A >+/B ; nhan bét ding
thtc nay véi JA4 vasaudoé voi VB tathu duoc A > JAB > B.
Bay gio xem hai vé ctia (4.3) nhu 4 va B va 4p dung bat dang
thitc sau cung ta duogc (4.4).

Chu y 2. (Mot dién giai hinh hoc ctia bat déng thuc (4.4).)
Coiavablacac do dai ctia hai doan thang ké nhau, va xem
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xét mot hinh ban nguyét c6 duong kinh 1a tong ctia hai doan
nay. Dung duong vuong tr diém K noi hai doan trén ti€p
giap, va goi P 1a diém giao clia duong vudng goc nay voi
hinh ban nguyét. Goi O 1a tam cua hinh ban nguyét va QO
la chan cta duong truc giao tir K trén ban kinh OP. Co
thé chi ra rang:

a+b 2ab
, PO = )
2 © a+b

Diéu nay dem lai mot dién gidi/chting minh hinh hoc
ctia bat dang thic (4.4).

PK =+Jab, PO =

e
..

. .
-

An~1

:
: :

Gp—1 }—Q Qn

an Q—L‘ a1

Hinh 4.5. Dong tat ca cong tit lam giam dién tré gitta 4 va B.

Fobo It

[1]]

4.3 Trung binh cong > Trung binh diéu hoa ctia
n so

Hay nho lai dinh nghia clia trung binh diéu hoa: moéi s6
hang duogc nghich déo; s6 trung binh diéu hoa clia nhimg
nghich d4o nay duoc tinh ra va sau do két qua dugc nghich
dao lan nita. Dai thé, trung binh diéu hoala trung binh cong
nhin qua ldng kinh ctia phép nghich dao.
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Sau day la m¢t chtimg minh bang mo hinh dién rdng trung
binh cdng lén hon hai dang trung binh con lai:
n n -1
lZak 2[12%‘] . 4.5)
1 =1 =
Tung hang trong hinh 4.5 gom cdc dién tré nhu nhau.
Luu ¥ rdng moéi hang lién sau 1a mot chu ky hoan vi cia dong
lién truedc; nho vao ditkién nay, méi cot cting gom cac dién
tr& nhu nhau.
Ta bt dau voi tat ca cong tit dé ho; bang cach dong sap
tat ca ching cing mot lic ta sé ching minh duoc bat dang
thiec bén trén. Cu thé nhu sau.

T4t ca cong tdc dé hé. Moi hang c6 gid tri dién trd nhunhau
22:1 a ; ndién trd song song giong hét nhau cho gia tri dién
tré tuong duong gitta 4 va B:

l n
N,
n =
T4t c4 cong tdc déng kin. Moi cot bao gom n thiét bi dien

n -1
tré song song, va theo do c6 gié tri dién tro (Z a; ‘) , nhu

k=1

duoc chiing to trong phu luc @ muc A.14. Véi n c6t nhu vay
noi tiép, dién tré twong duong gitta A va Blal6n hon nlan:

(8] -8

Diéu nay minh chtmg nhan dinh (4.5).
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Vo=0 VN1 =V

< R

Hinh 4.6. C4c dién 4p tai dinh t6i thiéu hoa
nang lugng hao phi (4.6).

4.4 C6 phai doan mach lam giam gié tri dién
tro?

Ta xem xét mot mang ludi nhiing thiét bi dién tré; mot vi
du nhu trong hinh 4.6. Mot tap hop nhiing diém ndi thanh
duong nhu vay duoc goi la do thi. Cac diém duogc goi la cac
dinh, va cac duong thang duoc goi la cac canh ctia db thi.
Trong hinh vé ctia ching ta cac canh 1a céc thiét bi dién tr&
ndi két cac dinh. Hai dinh 7 va j bat ky duoc noi voi nhau
bidng mot dién tr& R;. Tachophép R; = oo, nghialakhong
phai tat ca cap dinh can duogc néi dién. Gia tri Rl./ = 0 tuong
ting v6i doan mach gitta hai dinh 7 va J.

Dinh luit don diéu cida Rayleigh. Ta hay c6 dinh hai dinh
trong do thi, nhu dugc thay trong hinh 4.6, va xem xét dién
tré tuong duong gitra chting; R 1a mot ham s6 ctia R. Rat
dé nhan ra rang néu bat ctt R, nao tang, khi do gia tri dién
tré toan thé ciing tdng. Phét biéu nay duogc biét dén nhula
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dinh luat don diéu Rayleigh.” O hai muc truéc day ta da diing
mot truong hop dic biét ctia nguyen ly nay: bang cach tao
ra mot ndi tat, ta da bién déi gia tri dién tré'nao do tir - dén
0, theo do6 lam giam gia tri dién trd toan thé.

Sau day la chitng minh ctia dinh luat don diéu Rayleigh.
Nhém hiéu chinh ky hiéu, xem nhu gian d6 cua chung ta
bao gom N +2 dinh v,,0,,......,Uy,Vy,, (hinh 4.6), va ta
hay xem xét gid tri dién tr& R gitta U, va v,,, . Nham hiéu
chinh moi tht, ta 4p mot dién ap V' gitta v, va v,,,. Ta
c6 thé chon V¥, =0 (ttc 1a ta c6 thé cho dinh v, néi dat),
vatheodotaco V,,, =V.

Néu V/ la dién ap hai dau mot thiét bi dién tr& R, khi
d6 cong khau hao trén thiét bi dién trg1a ¥ / R (didu nay
duoc giai thich trong phu luc @ muc A.16.). Theo d6 néu ta
bing cach nao d6 duy tri dién ap V| ,tai cac dinh v, , khi
do6 cong suat hao phi trong mang ludi sé la:

~ ~\2
5 5 N+1 Vl_V
PV el V)=, u (4.6)
s Ry
trongdo V, =V ,V, =V,  =V.

Trong thuc té, ta chi diéu chinh duoc diéndp V,,,, =V, dé
cacdién ap “twdo” conlai V,, 1<k <N “twdo”, “tw quyét
dinh” s€ ra sao.

Sau day 1a mot nhan dinh thu vi: Cong sudt thuc thu P
hao phi trén mang ludéi la kha di nhé nhat tmg voi mot dién
ap cho truéc (4.6):

* Doc gia nén doc mot cudn séch rdt hay, cuén [DS] cho nhing chi tiét va
tham khdo sau hon.
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,Vo=0,V,,,=V. @7

Toi giai thich diéu nay & doan ké tiép, nhung truoc hét ta
hay dung n6 dé hoan tit chimg minh cho nguyén ly Rayleigh.
Do R, ndm & mau s6, nén P 1a mot ham nghich bién voi
moi R,. Nhung béi P = V?/R,tacla, R=V? /P, takét
luanring R 1a mot ham hiép biénvéi méi R, . Dayla minh
ching cho nguyén ly Rayleigh, ngoai trir viéc ching ta con
phai kiém tra (4.7).

Goi (V,,..., V) 1a cac gia tri dién 4p thuc c6 tai cac dinh
V,,...,U, . Ta co:

1 a Ny —V, Ohm N+ Kirchhoff

Ea 1’ V) 2 Zlk' = 0.

i=0

(Kién thtec co ban vé dinh luat Ohm va Kirchhoff sé dugc
trinh bay dmucA.12vaA.13.) Nhung P (V, ..., V) lamot
ham s6 duong bac hai, va do d6 n6 c6 mot diém t6i han la
cuc tiéu duy nhat. Ta da chi ra rang dién dp thuc t€ V, t0i
thiéu h6a ham cong sudt. Cong suat hao phi trén mang luoi
trong thuc té€ duoc cho boi cuc tiéu ctia ham cong sudt, va
diéu nay chimg minh (4.7)

4.5 Bai tap
1. Chtmg minh ring bt dang thic:

1 21_’_1
1 1 =1 1
+ — 4

1 1
7+7
at+tb c¢c+d a ¢ b d
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dang voi nhiing s6 hang a, b, ¢, d duong bt ky. Goi y:
Khdao sat mach dién trong hinh 4.3, va thay doi gia tri
dién trénao do. (Tham khao thém vé cach ti€p can nay,
xem cudn [DS].)

. Tim mot dién gii co hoc ctia biéu thirc (4.6) bang cach
dung 16 xo.

. Tim mot m6 phong dang co ctia dién ap, cuong do dong,
dién tré, dinh luat 2 Kirchhoff, va dinh luat Ohm. Goi y:
stt dung 10 xo c6 hang s6 Hooke &k, =1/ R,.

. Cho mot dién giai co hoc ctia nguyén ly cong-suat-t6i-
thiéu-hoa.

. Tim mot mo6 phong dang co ctia (4.1) va (4.2) bing cach
dung 10 xo.
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TAMKHOI:
LUAN CU VA CACH GIAI

5.1 Gid6i thiéu

Khéi niém vé tam kh6i da duoc Archimedes st dung hon
2400 nam vé truoc*. Kha lau sau Euler méi gioi thiéu mot
khai niém khéc, cting lién quan dén khdi, d6 1a moment
quén tinh (xem muc A.9). Khéi niém nay goi ra loi giai dep
cho nhiéu bai todn, xem cudn [BB]. Sau day toi gidi mot s6
bai toan khac st dung khai niém tam khai.

Can nhéc lai rang tam khoi cia mot vat 1a diém can bing
cuia vat do; vat duoc treo & diém d6 1a & trang thai can bing
theo phuong bét ky nao. Noi dung chi tiét c6 thé dugc tim
thay trong phu luc (muc A.8).

Mot khia canh thu vi 1a ngay tirkhi con nhé ching ta chap
nhan rang c6 ton tai céi diém can bing duy nhat d6. Diéu

* That la 4n tugng khi doc tdc phdm ctia Archimedes; hién sén c6 thong qua
Google Books tai dia chi http://books.google.com/books?id=su YGAAAAYAA].
Su ting dung déng ghi nhan cia Archimedes trong stt dung cac khai niém
tam khdi cho céc phép todn tinh phan duoc dién giai trong cuén sach clia
Polya, cuén [P].
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nay nghia 1a chting ta chap nhan diém can bang khong phu
thugc vao phuong hudng ctia vat thé. Gia dinh nayla dang,
nhung chi khi treong trong lucbat bién. Trong truong trong
lire bién thién, vi tri can béng sé phu thudc vao phuong ctia
vat thé; sau day 1a mot vi du. Trong moi truong thuan nhét,
mot thanh thing sé can bing tai tam hinh hoc ctia n6. Mic
du truong trong luc c6 bién thién ngay ca trong khong gian
khép kin ctia can phong, swbién thién cuc nhé nay bi chim
di so v6i cac luc day n6i manh hon rat nhiéu ctia khong khi,
ma sét tai cdc dau truc v.v... Tuy vay, néu nhiing sai léch kh6
chiu nay dugc loai tru bé’lng cach nao do, chung ta sé quan
sat thay mot hiéu tmg bat ngo: chiéc que sé can bang tai tam
ctia no chi theo nhimg phuong déc biét - ndm ngang va thang
dung. D€ dat dugc can bang tai cac goc léch khac ching ta
phai treo chiéc que léch tAm tai mot diém phu thudc vao
goc lech. Hiéu tmg nay cuc nho trén trdi dit, nhung co thé
quan sat duoc ro rang trong chuyén dong ctia cac vé tinh.
Vé tinh dang dai quay theo phuong huéng tam.

5.2 Tim tam khoi ctia nira duong tron bang
dinh luat Bao toan nang luong
Bai toan. Tim tam khéi ctia mot ddy dan hinh ban nguyét
c6 mat do dai' khong doi.

Tam khoi ctia mot vat thé c6 mat do khong doi 1a mot
khai niém hinh hoc thuan tay, duoc goi la trong tam.

* Mat do dai ctia day dan duoc dinh nghia 1a khéi lugng vat chét trén mot
don vi chiéu dai day dan.
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Day la mot bai tap gidi tich co ban vé tinh tich phan -
nhung véi mdt meo co hoc, t6i sé bé qua dugc phép tinh
tich phan. T6i sé chi dua vao da kién sau:

. 1l—cos@ 1
lim ———~ = —, (5.1)
60 0 2
N6 c6 thé dugc chiing minh bédng cach st dung quy téc
'Hopital hoéc khai trién Taylor'.

Loi gidi. Ta hay treo day dan nira duong tron 1én tai tam cta
no, nhu trong hinh 5.1: hay hinh dung dan day dan vao mot
tadm bang khong khoi lugng va cho phép tdm bang xoay lac
lu trén mat phang thang dimg quanh mot chiéc dinh déng
xuyén qua tam ctia hinh ban nguyét. T6i day, ta hay van day
dan nghiéng mot goc nho 6, nhu cho thay trong hinh 5.1,
roi tinh cong thuc hién theo hai cach khac nhau.
Mot mait, ta nang trong tam lén mot do cao

H=x-—xcos0=x(1-cosB);
ta theo do6 thuc hién cong W = mgH, tic la:

W = mgx(1—cos@). (5.2)

xét gia téc ctia mot diém di chuyén trén duong tron, nhan 61a thoi gian. Toi
dé lai phan giai thich nay cho nguoi doc nhu 1a mot bai tap nhé.
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. )

z{l —cosf) ——

Hinh 5.1. Di chuyén cung R tir trai sang phai ton mot cong bing véi nang
tam khoi lén mot doan x(1 - cos6), dan dén (5.3)

Nhung, mat khac, hiéu qua ctia viec xoay day dan tuong
duong voéi viéc nang cung OR (hinh 5.1) 1én mot do cao
h=06R+ ¢, trong do6 € 1a nho so voi § theo nghiag /6 — 0
khi @ — 0. Viéc do tiéu ton mot cong W = ugh, voi u la
khai lugng ctia cung OR. Luc nay u=-m, béi khoi lugng
cung tron phu thudc vao kich thuéc cung. Thay cac biéu
thitc ctia 4 va u vao W = ughta thu dugc:

R
W=mg—6"+e¢,
T

trong do & 1a sai s6 nho so voi 0, theo nghia da duoc dé cap
& trén. Dong nhat biéu thic ctia W v6i (5.2), sau khi triét
tieu mg:

R
x(1—cosf)=—06"+¢. (5.3)
T
Sau do, bing cach chia hé thitc nhan dugc cho 6* va cho
0 —0,taco x/2=§ (sttdung 5.1), hay

2R
i3

X
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Hinh 5.2. D6 nang ctia tam khéi hinh quat 1a 2/ 34, trong d6 4 1a d6 nang
cuia cung.

Phuong phap tuong tu dung dugc cho truong hop nhiing
cung tron c6 goc bat ky, ciing nhu cho dang “miéng pizza”
(dang hinh dia.) Truong hop ctia hinh “ntta-pizza” duoc
giai quyeét tiép sau day. Truong hop ctia mot hinh quat voi
goc tuy y co thé giai quyét twong tu (xem nhtmg bai tap &
cudi chuong).

5.3 Tam khoi ctia mot hinh nira céi dia
(nta-miéng-pizza)

Hau nhu khong phai lam gi thém, céch giai vira roi da
cho ta cong thiic tam khoi ctia hinh ban dia dac. Thuc vay,
ta hay lap lai nguyén van 1ap luan cta bai toan & trén, voi
chi mot khéac biét: thay vi cit bo cung tron, ta cit b6 mot
hinh quat méng phia bén trdi va dat né vao phia bén phai,
nhu dugc cho thay trong hinh 5.2.

Boi phan dam hinh quat ctia ta gan nhu la mot hinh
tam giac, ta co thé 1y trong tdm ctia n6 & %R céch tam cta
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duong tron’. Hé qua la trong tam nay sé nang lén mot doan
%R, trong d6 h = 6OR + € 1a d0 nang ctia cung, giong nhu
bai todn vira roi. Theo do6 tdt ca gi ta phai lam Ia thay thé
h O6'bai toan vira roi bing %h; phuong trinh chinh (5.3) can
thém vao mot hang s6 b6 sung =

y(l—cos@)zzBG2 +€,
3n

Hinh 5.3. Tam khéi nao cao hon?

trong d6 y lakhoang cach chua biét dén tam (hinh 5.2).
Chia cho 6%, cho — 0, va stt dung (5.1) ta thu duoc;
4R
=3
Trong tdm ctia hinh ban nguyét va cia mét hinh ban dia

y

lién hé v6i nhau thong qua hé thic y= %x.

* Chung ta dang st dung di kién ring trong tAm nam tai giao diém ctia cac
trung tuyén va rang cc trung tuyén dugc giao diém chung chia ra thanh hai
phan theo ti ¢ 1:2. Theo d6 trong tdm nam trén hai-phan-ba trung tuyén
noi tir dinh ctia tam gidc t6i canh ctia no.

115



5.4 Tam khoi cia mot day khong gian

Bai todn. Mot day khong gian duoc méc vao hai dinh A va
B, 6 cung do cao. Toi ndm 1dy soi day & diém thap nhat va
kéo né xuong. Liéu tam khoi cia day dich chuyén lén hay
xuong?

Loi gii. Trong tat ca hinh dang ctia day voi dau mut 4 va B
c6 dinh, day treo thong c6 thé nang nho nhat". Bat cir thay
d6i nao ctia hinh déng s¢i day sé nang tam khdi ctia n6 len.

Hinh 5.4. Thé tich ctia vat ran.

5.5 Dinh ly trong tam Pappus

Vé mot duong thang / va mot mién kin D trén méat phang
khong cdtnhau (hinh 5.4), va xem xét mot “hinh banh donut”

* Thuc vay, néu t6i thay déi hinh dang ctia sgi day khong gidn theo cach nao
d6, toi phai tac dung luc, ma soi day sé chong lai. Ttc 1a toi sé thyc hién
cong duong 1én soi day, bing cach d6 lam tidng thé nang ctia soi va vi vay
nang tam khéi ctia s¢i day 1én cao. O day toi da sit dung di kién ring thé
ndng cia mot vatla mgh, trong d6 m 1a khéilugng va s 1a do cao ciia tam
khoi.

116



tao thanh bing cach xoay D vong quanh /. Thé tich ctia banh
donut 1a bao nhiéu? Dién tich bé mit ctia n6 1a bao nhiéu?
Céa hai cau héi nay sé duoc tra loi duoi day.

Dinh ly thé tich Pappus. Trong tinh huéng vira dugc mo td,
thé tich ctia banh donut thu duoc khi xoay vong mién D
quanh mot duong thang [ la:

V =2nRA,

trong do A 1a dién tich ctia D va R (hinh 5.4) la khodng cdch
tir] dén trong tam cia D.

Pinhly dién tich Pappus. Dién tich ctia bé mét banh donut Ia:

S =2nrL,

trong do L la do dai ctia duong cong C bao quanh D,var
la khodng cach tir [ dén trong tim cta C . Luu y rdng trong
dinh Iy nay ta sit dung trong tam cua vat thé mot-chiéu:
duong cong, chit khong phai mién phing.

Chutng minh giai tich tiéu chuan cta dinh Iy Pappus, von
c6 thé tim thdy trong hau hét cdc sach gidi tich, stt dung
céc phép tich phan va nhing tinh chat ctia chang, va doi
hoi mot vai bién dé6i don gian voi phép tich phan. Chimg
minh dugc dua ra & day cho thay ban chat thuc ctia két qua
& dang co ban nhat.
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K/ L6 thoét khi

Hinh 5.5. Tiét dién ngang clia 6ng tuyp hinh-vanh-khuyén bi bit kin mot dau
1a D. Mot piston tao hinh khép véi D duge kéo vong quanh, tao ra viing chan
khong ding sau no.

Chumg minh.

Heé co. Xem xét mot 6ng tuyp bi uén cong thanh hinh dang
cia mot banh donut, nhu trong hinh 5.5. Tiét dién ngang
ctia 6ng tuyp vong khuyén khong phai dang tron ma chinh
xéc la hinh dang ctia D . Xem xét hai piston dugc tao hinh
nhu D bén trong 6ng tuyp, nhu dugc chira trong hinh 5.5.
Mot piston bi han dinh va tré thanh vach ngén, trong khi céi
con lai c6 thé truot vong quanh 6ng tuyp khong ma sét. Ta
ciing chita mot 16 thoét khi nhw dugce cho thdy trong hinh
5.5. Hé thong xylanh-piston bj uén cong nay la ci may tinh
co hoc ctia chiing ta. N6 s€ giai bai toan gitp ta.

CHUNG MINH CUA DINH LY THE TiCH PAPPUS. Bét dau véi
piston ndm st vdch ngén, t6i ndm piston tai trong tAm ctia
no6 va kéo no di khdp ca hinh banh donut, tao ra viing chan
khong ddng sau piston. Bang cach tinh toan cong thuc hién
theo hai cach khac nhau ta sé thu duoc két luan cia dinh
ly Pappus.
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Ta nhan thdy cac diéu sau:

1.

Git 1ay piston & trong tdm bdo dam rdng no sé khong
quay, nghia la dé di chuyén xylanh, ta chi can tac dung
luc F, khong can moment quay. Vi vay chi c6 luc F thuc
hién cong.

p>0

<>

Hinh 5.6. Thé nang ctia mot bong bong chan khong bang pA.

. Luc F can c6 dé kéo piston chong lai 4p sudt moi truong

pla F = pA,trong do A latiét dién piston. Thuc vay,
ap sudt p la ap luc trén mot don vi dién tich, va dién tich
ctia bé mit piston1a 4 ctia don vi dién tich do.

Dé tao ra thé tich 7 ctia viing chan khong chéng lai p
sudt p, can c6 cong W = pV. Thuc vay, doi voi mot
hinh tru thing, cong nay la W = FxL = pAL = pV . Két
qué nay c6 dugc bang cach phan nhé hinh khéi chung
thanh nhiéu hinh tru méng song song.

V6i cac nhan xét nay, chimg minh ctia ching ta da gan
nhu hoan tat. Mot mat, cong dé kéo piston di hét mot vong
tron bang luc nhan voi quang duong chuyén dich ctia diém
tac dung luc:

W=F-2rR=pA-2nR,

trong d6 R giong nhu trong phét biéu ctia dinh ly. Nhung
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mit khéc, theo nhan xét (3) trén day, cong dugc cho bing
thé tich nhan voi ap suat:
wW=pl.
Dong nhat hai biéu thicc danra pV = pA27R , nén
V =2nRA
Diéu nay ching minh dinh ly thé tich Pappus.

DINH LY THE TICH = DINH LY DIEN TICH. Hay hinh
dung ring ta pht 1ay bé mat dang n6i dén bang mot 1op
son mong c6 do day ¢, nhu trong hinh 5.7.

tiét dién
hinh banh
donut

Hinh 5.7. Dinh ly dién tich suy ra tit dinh ly thé tich duoc 4p dung cho thé tich
ctia mot l6p bao mong.

Theo dinh Iy thé tich Pappus, thé tich ctia 16p son la:
V.=27RA.,,

trong do R, lakhoang cach tirtrong tam ctia hinh vanh khuyén
mong-co-¢dén /,va A, latiétdién hinh vanh khuyén. Nhung
thé tich 16p son V, 1a xdp xi dién tich nhan cho do day:
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V.=8e+..; (5.4)

sai s6 nho ky hi¢u bang... 1a do bé mit khong phang. Mt
khdc, trong tam ctia hinh vanh khuyén c6-¢ gan nhula trong
tam ctia duong cong: R, =r+ ..., va tiét dién hinh vanh
khuyén A, = Le +.... Thé tat ca vao (5.4), chia cho ¢, va cho
& tién toi khong, ta co két qua S = 2zrL nhu da trinh bay.

5.6 Dinh ly Ceva

Dinh ly Ceva va dinh ly ddo clia né. Xem xét mot tam gidc
ABC voi ba diém A,, B,, va C, ndm trén cdc canh doi
dién cdc dinh tuong ting (hinh 5.8). Goia, a', b, b', ¢, ¢'la
cdc do dai nhu dugc cho thdy trong hinh 5.8. Dinh Iy Ceva
phat biéu rang ba doan thang AA,, BB,, va CC, dong quy
khi va chi khi:

abc =a'b'c’. (5.5)

B

Hinh 5.8. Dinh Iy Ceva: ba doan thang Ceva A4,, BB,, CC, déng quy khi va
chikhiabc = a'b'c’.
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Chtmg minh. Trudc tién, gia sitba doan A4,, BB,, CC, c6
mot diém chung P.Tahay dat nhang chat diém m ,, m,,
va m,. tai cac dinh ctia AABC, chon céc chat diém nay sao
cho tam khdi ctia ching ndm tai P. D€ dugc nhu vay, ta c6
thé chom, = a'va m. = a, bang cich d6 dat tam khdi clia
(B, C) tai 4,.Saudo tachon lay m ,bao dam sao cho tam
khoi ctia (A, A1) latai P; dé duoc vay talam cho m théa
diéu kién can bang m PA = (m, + m.)PA,. Tam giac cta
chiing ta vi thé chiu tai, sé can bang luc trén mot diém cuc
nho dit tai P. Khi do chic chdn lano can bang trén duong
théng bat ky trong méat phang tam gidc di qua P, va cu thé
la trén duong 4PA,, nhu hinh 5.9 cho thay.

Nhungdo m , nam trén duong thing do, nén mqva my
trong diéu kién can béng luc, nghia la

mya=mqa . (5.6)

Hinh 5.9. Tam gidc ndm can béng tai tam khéi P, va do dé né ndm can bang
luc trén bat cir duong thing nao di qua P - cu thé, trén 44,

Béang cach tuong tu,
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_ ’ _ ’
m:b=m,b’, m,c=my’.

Nhan ba phuong trinh sau cting ta dugc abc = a'b'c’.

Dinhly ddo (rdng (5.5) kéo theo su dong quy) dugc chimg
minh dé dang bang phan dé nhusau’. Gia sitlaabc = a'b'c’,
va chdp nhan phan-gia thuyét: mot trong céc doan thang
c6 lién quan, vi du CC|, khong di qua giao diém ctia hai
doan con lai. Mot doan CC, khéc voi C, nim trén AB
nhung C’l # C, c6 di qua giao diém, va déng thiic sau ciing
1a: ab¢ = a’b’¢’ . Nhung diéu nay mau thuan vai (5.5), boi
¢’/ ¢ # ¢’/ c.Chting minh dén day 1a hoan tat.

5.7 Ba tng dung cta dinh ly Ceva

Dinh ly ddo cua dinh ly Ceva dem lai mdt chiing minh
truc ti€p cho ba dinh ly sau day.

Pinhly 1. Trong tam gidc bat ky cac trung tuyén dong quy.

C

A c o B

Hinh 5.10. Chtmg minh cdc trung tuyén ddng quy

* Vi du xem cuén [CG].
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o 8
A ¢ ¢ B

Hinh 5.11. Chtmg minh cdc duong cao dong quy.

Chimg minh. Hé thtc Ceva (5.5) van ding cho cdc trung
tuyénboia =a', b =b’, ¢ = ¢',vado d6 céc trung tuyén la
dong quy theo dinh 1y d4o cua dinh ly Ceva.

Pinh ly 2. C4c duong cao trong tam gidc bat ky dong quy.

Chiing minh. Trong hé ky hiéu cua hinh 5.11 ta c6
h. = ctana = ¢’ tan B;motcach tuongty, atan = a’tany
va btany = b’ tan o . Nhan va triét tiéu s hang giong nhau
¢ ba phuong trinh sau cting ta dugc abc = a'b'c’. Theo dinh
ly ddo cua dinh ly Ceva céc duong cao 1a dong quy.

A C C/ ” B

Hinh 5.12 Céc duong Ceva tmg voi céc tiép diém ctia duong tron noi tiép la
déng quy.
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Pinh Iy 3. Ba doan thang (trong hinh 5.12), méi duong noi
mot dinh ctia tam gidc dén tiép diém cta duong tron noi
tiép voi canh doi dién, la dong quy.

Chimg minh. Lvuyringb' = ¢, ¢' = a, a' = b, bbi cac do dai
ctia nhiig doan tiép tuyén tir mot diém bén ngoai duong
tron dén duong tron 1a nhu nhau cho cé hai tiép tuyén. Nhan
vé theo vé ta dugc abc = a'b'c’.

5.8 Bai tap

Tim tam khdi cia mot day dan hinh ban nguyét bing
céch giai hai bai toan nho, moi bai c6 gia tri doc lap.

1. Tim lyc cang cia mot soi day hinh tron c6 khoi luong va
bén kinh cho trudc, xoay tron xung quanh tdm ctiané &
van toc goc cho trudce (hinh 5.13(a)), bé‘mg cach muong
tuong mot 6ng tuyp hinh ban nguyét (hinh 5.13(b)) co6
nuoc chay vao mot dau va thoat ra & dau con lai.

2. Strdung luc cang vira tim dugc dé xac dinh tam khai cia
hinh ban nguyét.
Loi gidi.
Phan 1. Day 1a mét bai toan co ban trong co hoc, nhung
cach giai sau day cé vé la doc ddo. Ta hay chi nhin vao
ban nguyét bén phai ctia sgi day - hinh dung che ntrabén
trai bing mot man chén sao cho ta khong con thdy no.
Bay giorsgi day duogc “bom vao” phia trén va thoat ra phia
duoi. Diéu nay giong nhu nuéc chay vao va thoat ramot
ong tuyp, nhu dugc thé hién trong hinh 5.13(b). 6ng tuyp
phai dugc gittbang ap luc 27 nao do (trongdo T 1aluc

125



cang ta dang tim). Ap lyc nay lam cho nuéc dao chiéu,
thay doi van t6c mot lugng biang v — (—v) = 2v. Trong
suot thoi gian Ar, mot cot nude c6 do dai AL = VAt
sé chay vao phia trén, va cting cét nudc dai nhu vay sé
thoét ra phia dué6i. Két qua cudi cung la do dai AL ctia
cot nuoc thay doi van toc mot luong 2v . Khéi luong
ctia cOt nuoc nay la m = pAL = pUAt, trong dé p la
mat do dai, ttec 1a khoi luong trén méi don vi chiéu dai.
Theo dinh luat 2 Newton FAf = mAV ta co:

2T .At=m .2v.

(@ (b) (c)
Hinh 5.13. (a) Mot s¢i day xoay vong linh hoat duéi tdc dung ctia luc cang.
(b) Mot cach dé tim ra luc cang nay 1a hinh dung nuoc di vao va di ra khoi

mot 6ng tuyp ban nguyét. () St dung luc cing dé tim ra tam khai.

Sau khi rut gon theo 7" va thé biéu thitc cia m vao, At
triét tiéu, va ta thu duoc:

T =pv’ =pw’R*,
trong d6 7" 1aluc cang va @ la van toc goc.

Phan 2. Ta hay tap trung chu y vao phan vatliéu cung
béan nguyét ctia soi day. Cung tron dugc gitt trong quy
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dao nho vao hai luc cang T (xem hinh 5.13(a)). Luc
huong tam 2 T gay ra gia tdc huéng tam ctia tim khoi:
M’x = 2T , trong d6 M1a khoi luong ctia ban nguyeét
vatheo d6 M = prR . Thé vao phuong trinh sau ciing
ta duoc prRw’x =2pw’R*, chonénx = 2R/x.

. Chting minh réng bon doan thdng ndi tir mot dinh caa
tie dién dén trong tam ctia mat doi dién la dong quy. T
dién xem nhu khong déu.
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HINH HOC
VA CHUYEN BONG

Hau nhu cac bai toan trong muc nay dua trén y tuéng
vé chuyén dong. Y tuéng vé chuyén dong da duoc sit dung
truoc day trong phan vé dinh ly Pythagoras. Trong muc 2.4
ta da chi ra rang dinh ly co ban cua giai tich c6 thé dugc
muong tuong biang nhimg thuat ngtt dong hoc. Trong muc
nay t6i da tap hop mot vai bai todn khéac, trong do bai toi
thich nhat 1a bai toan xe dap. Mot ng dung tuyét voi ctia
y tuong vé su chuyén dong, cho phép tim ra dién tich duoi
duong tiém can ma khong can mot cong thirc nao, theo
cudn sach ctia R.Foote [Fo], duoc phat biéu & muc 6.6 nhu
mot bai tap. Mot bai tap khac & phan cudi chuong mo ta
céch tinh dién tich trén mat phéng bing cach st dung mot
xe ddy mua hang. Co6 thé tim thdy chi tiét vé cach ti€p can
dong hoc trong cudn sach [LS].

6.1 Dién tich gitta cac vét banh xe
Bai toan. Hinh dung cudi mot chiéc xe sao cho ca hai banh

xe vach ra nhiing vét duong kin (hinh 6.1). Banh truéc khong
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bao giocdn 1én vét banh sau, dé cho hinh vanh khuyén méo
khong bi thdt lai. Hay chi ra rang dién tich ctia hinh vanh
khuyén nay khong phu thudc vao vét banh xe().

Dién tich 1a nhu nhau du ban l4i xe vong quanh ban dn”
hay quanh mot khoi nha.

Ta xem day 1a mot chiéc xe 1y tuong: khoang cach b gitta
céac diém tiép xtic ctia cdc banh xe voi mat duong la hing
s0.” Ta sé xem b nhula duong co sé. Khdng dinh cua bai
todn ham ¥ rang hinh vanh khuyén c6 dién tich 7b°. Day la
dién tich tuwong tu ta sé c6 dugc khi gitt banh sau c6 dinh
va cho banh trudc quay vong.

Hinh 6.1. Dién tich gitra hai vét banh luon luon 1a nhuw nhau: zb?, trong do6 b
la duong co ban ctia chiéc xe.

Loi gidi. Suon xe ltc nao cing1a ti€p tuyén ctia vét banh sau,
nhu hinh 6.1 minh hoa. Dién tich dang néi dén do dé duoc

* Mot 1oi khuyén tdi nhic dén cai ban cting da duoc dua ra & muc 1.3, trong
do toi dé nghi khoan vai cai 16.

** Phat biéu mot cach nghiém ngat, dé diéu nay ddang thi phudc truéc phai
théng dimg.
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quét thanh béi mét doan thdng tiép xiic véi duong cong ctia
béanh sau khi doan thang nay truot khdp Iuot vong quanh
duong cong. Poan thang nay cé do dai khong doi b trong
suot hanh trinh ctia né.

Tai sao dién tich dugc quét thanh luon luén nhu nhau?
Sau day la mot ly giai tu nghiém*. Luu y rang do tdng cua
dién tich dugc quét khong phu thugc vao thanh phan ctia
van toéc theo phuong ctia doan thang. Viéc doan thang co
chuyén dong “truot” nhu thé nao khong cé dnh huong gi.
Nhung néu ta loai van tdc truot ra, doan thang sé chi don
thuan quay quanh ti€p diém ctia banh sau R, va quét thanh
mot hinh tron! Do d6 dién tich ctia hinh vanh khuyén bing
v6i dién tich ctia hinh tron c6 ban kinh b =|RF| va béng
voi duong co sé ctia chiéc xe dap.

Hinh 6.2. Hinh cénh hoa trugt doc theo duong tron quét thanh mot thé tich bing
voi thé tich hinh canh hoa quét thanh khi né tw quay quanh diém thét cta né.

* Pay la giai thich tuong tu nhu trong chiing minh “phép quét” ctia dinh ly
Pythagoras & muc 2.6.
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6.2 Dinh ly thé tich bang nhau

Dayla mot dinh ly c6 dang Pappus ma toi da bt gap khi
dang suy nghi vé bai todn xe dap. Truc gidc ddng sau bai
todn nay la mot su khdi quat gian don cua truc giac diang
sau bai toan xe dap. Mot khi ta biét ro két qud, chting minh
n6 bang gidi tich la khong kho. Dau vay, toi nghi khong thé
phét hién ra n6 néu chi suy nghi trén nhiing cong thic.

Dinh ly. Mot khoi dac hinh banh donut dugc tao thanh theo
cach thong thuong la quay mot duong cong 16i kin quanh
mot truc doi xing cung nam trén mét phdng ctia duong
cong (truc doi xing khong cdt duong cong). Bay gior cdt banh
donut bang mét mat phang song song véi truc déi xing va
tiép xtic phia trong cia banh, tao thanh mét mat “hinh so
tdm”, nhu trong hinh 6.2.

Ta hdy xoay hinh sé tdm nay quanh duong thing di qua
diém thdt niit va song song voi truc doi xting ctia hinh vanh
khuyén. Ta thu dugc mot khoi dac méi: mot cdi banh donut
v6i hinh ddang khéc han véi mot niit that (hinh 6.2). Thé tich
ctia cdi banh nay bang voi thé tich cta cdi banh ban dau.

!
l
I
|
|

I
I
I
1
I

Hinh 6.3. M&i quan hé gitta céc trong tam va cdc dién tich cha hai tiét dién
ctia mot hinh vanh khuyén.
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Ching minh. Xem xét mot “canh hoa” ctia hinh s6 tam.
Khi canh hoa trugt vong quanh theo hinh mi tén & phan
bén trai cta hinh 6.2, n6é quét thanh cdi banh donut cho
trudc ctia ching ta. Khi lam viéc do6, canh hoa thuc hién
hai chuyén dong dong thoi: (i) truot trong mat phang riéng
no va (ii) quay quanh duong thing di qua diém nut that
ctia canh hoa nhu dugc mo ta trong dinh ly. Néu ta loai ra
chuyén dong truot, ta khong hé 1am anh hudng thé tich
duoc quét. Khéi ddc moi tao thanh c6 thé tich giong nhu
khoi dau tién.

Heé qua. Goi A4 la dién tich hinh dia duoc tao thanh bing
cach cat banh donut véi mat phéng chita truc déi xing ctia
no, va R lakhodng céch tirtrong tam cta hinh dia nay dén
truc doi xtimg, nhu trong dinh Iy Pappus. Tuong tw, goi Ap
la dién tich ctia mgt cdnh hoa (phan ntta ctia hinh s6 tam),
va R, lakhoang cach tr trong tdm cua canh hoa dén truc
nhu trong hinh s6 tam, (hinh 6.3). Khi do:

A><R=AP><RP

6.3 C6 bao nhiéu vang trong mot chiéc nhan
cuodi?

Dt kién sau day ban dau c6 thé rat kho tin. Mac du da
duoc cho biét tix trudc, toi cting khong thé giai thich vi sao
diéu nay lai diung — mot tinh to4dn quy chudn xem chimng
khong thoa - cho t6i khi bai todn “céc vét banh xe” (bai
toan 6.1) goi ra cau tra loi.
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Hinh 6.4. Thé tich ctia hinh vanh khuyén phu thudc chivao d6 cao H ctia no!

Dinhly. Hinh 6.4 cho thdy mot hinh vanh khuyén c6 bé mat
trong la mat tru va bé mat lang bén ngoai la dang cau; tim
ctia mdt cau ndm trén truc doi xung ctia khoi tru. Thé tich
cta hinh vanh khuyén nhu vay phu thudc chi vao do cao
H ctia né, va bing %H3.

Cu thé, hinh dung hinh vanh khuyén bao quanh khdi
cau co Trai dat c6 cung thé tich nhue mot chiéc nhan cuoi,
mién sao hai hinh vanh khuyén c6 cting chiéu cao (coi nhu
cé hai qua cau va bé mit ngoai ctia chiéc nhan cudi la dang
cau hoan hao).

Chimg minh. C6 thé ching minh dinh ly nay bang tinh toan.
Céach lap luan “dong hoc” sé tranh dwgc viéc stt dung cac
cong thitc va lam cho nhan dinh tré nén hién nhién. Va chi
can hinh vé cting da 1am sang t6 hau nhu toan bo cau chuyén.

Cu thé nhu sau. Hinh 6.4(a) cho thdy mot mat phing
tiép xic mit tru phia trong. Mat phing cit khéi cau theo
mot hinh dia tron. Puong kinh dia ndm trén mot duong
sinh ctia mat tru. Xét mot ntta hinh dia nhu duoc thé hién
trong hinh 6.4(b). Bay gio¢ ta hay cho ntta cai dia nay truot
doc theo bé mat hinh tru theo hinh mii tén, gitt cho ntta cai
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dia ti€p xuc voi mat tru. Nita cai dia chuyén dong quét hét
thé tich ctia banh donut. Nhung chuyén dong ctia ntra cai
dia bao gobm mot phan “truot” thuan tuy trén mat phang
chtta n6 — diéu nay khong gop phan gi vao viéc tao thanh
thé tich - va phan quay vong quanh duong kinh. Do d6, néu
loai b chuyén dong “truot”, ta sé khong lam thay doi thé
tich ctia phan duogc quét.

Ma chuyén dong da diéu chinh ctia nita céi dia, nhu trong
hinh 6.4(c), quét thanh mot trdi banh c6 duong kinh H. Thé
tich ctia c4i banh donut vi thé bang voi thé tich clia trdi banh
c6 duong kinh H:

Hinh 6.5. Diém Q t6i uu phéi ndm gitta O, va Q .

6.4 D6 doc nhanh nhat

Bai to4dn. Cho mot duong tron C va mot diém P trong mat
phing thing ding. Cho Q Ia mot diém trén C, va khdo sat
mot vién bi truot doc theo doan PQ dudi anh hudng cua
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trong luc. Vién bi xudt phat tai P véi van toc bang khong.
Vo6i diém Q nao thi thoi gian di chuyén sé 1a nho nhat?

Nhan xét. Liéu diém Q , diém gan nhat voi P, c6 phai la
cau trd 10i2 Khong. Thuc vay, ta hay di chuyén diém Q theo
chieu kim dong ho va theo doi thoi gian truot 7, nhumot
ham ctia Q. Tai thoi diém khi Q di qua Q. , 0 dai PO bién
d6i voi van téc biang khong (béi vi né chi vira dimg viéc thu
ngén lai va sdp bdt dau dai ra). Mit khac, do doc caa PQ
dd6c 1én voi mot van toc duong. Tom lai, tai thoi diém khi
QO =Q,, d6 dai bién d6i voi van tdc bang khong, trong khi
gia toc huong xuong ctia PQ tiang. Diéu nay nghia la thoi
gian truot ngdn lai. Theo do thi t6t hon 1a dat Q bén dudi
Q. . Mot cach tuong tu, tai thoi diém khi Q diqua Q (tiép
diém trong hinh 6.5) trong chuyén dong theo chiéu kim
dongho ctia ng, do dai PQ tiang thém voi van t6c khong xéc
dinh, trong khi do doc thay d6i voi van t6c xac dinh. Khi do
hén nhién c6 loi khi ddt Q bén trén Q . Diéu nay thu nho
pham vi cta diém Q t6t nhat mot chiat, nhung chinh xéac
thiné & dau?
P

Hinh 6.6. Tai thoi diém bat ky ¢ > 0 céc vién bi hgp thanh mot duong tron,
néu chiing xudt phét tai P v6i van toc ban dau bang khong.
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Loi gidi. Xét “hinh quat nan” tao thanh béi nhiéu duong di
qua P, v6i mot hat cuom trén moi duong dat tai P. Tai thoi
diém ¢ = 0 ta tha hét cac hat cuom véi van t6c dau bang
khong, va chung bét dau chuyén dong dudi tac dong cia
trong luc. Tai thoi diém ¢ > 0 cac hat cuom tao thanh mot
duong cong nao dé nhu trong hinh 6.6. Ta ky hiéu duong
cong nay bang F = F, (ky tw F viét tit cho “front”,” nhu
mit dau song ctia mot dot song dang lan). Khi ¢ tanglén,
mit bi dau song sé cham duong tron tai diém Q nao do.
Diém tiép xtc dau tién nay tuong tng voi thoi gian dé doc
ngdn nhét. Qua vay, Q 1a diém dau tién trén Cnoi mot hat
cuom dong vao.

bangluu y rang mat dau song F, tng voi moi thoi diém
¢, thuc rala mot duong tron nhu trong hinh 6.6! Puong tron
nay di qua P voi tiép tuyén tai P ndm ngang; duong kinh
ctia duong tron 1a g¢* /2. Bay gio ta c6 thé chon ldy mot
duong tron F, tiép xtc C; diém Q “t6t nhat” 1a ti€p diém
gitta hai duong tron. Cau tra 16i nay chua hoan toan ro rang,
nhung khong kho dé chi rarang Q nam trén duong thang
noi P voi diém thdp nhdt Q' ctia duong tron C.

Chiing té rdng c4c hat cuom hop thanh mét duong tron.
DPau tién, nhic lai mot kién thitc hinh hoc co ban. Goi PP’
= D 1a duong kinh ctia mot duong tron (hinh 6.7), va PS
1a day cung bat ky, voi @ = ZSPP’ . Khi do

PS = Dcos0. (6.1)

* front: phan dau hay mat dau song - N.D.
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(a) (6)

Hinh 6.7. Néu PS = Dcos#, khi d6 S nim trén duong tron véi duong kinh
D=PP'.

Diéu nay suy ra tirdirkién raing ZPSP’ = 90° . Dao lai van
dung: quy tich ctia diém Sthéa man (6.1) 1a mot duong tron.

Bay gio ta hay tré lai voi cac hat cuom. Chon mot thoi
diém ¢ > 0 nao do va khao sat mot hat cuom dai dién tai
thoi diém nay. Gia téc ctia no la:

a=gcos0,

nhu trong hinh 6.7(b) minh hoa. Khoang cach hat cudm nay
di chuyén trong thoi gian ¢ sé la:

PS=at>/2=(gt*/2)cosO= Dcosh,

trong d6 D = gl2 /2 la quang duong roi tw do. Ta da chi
ra rdng tai thoi diém ¢, moi hat cuom S théa man (6.1).
Theo nhan xét hinh hoc & trén, tat ca cac hat cuom S nam
trén duong tron c6 duongkinh D = gt2 /2 vaco diém trén
cung tai P, nhu da khang dinh.
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N d . ~ d > 2
6.5 Tim ra _sin Va - o bang phép quay

Khéo sat mot diém P chuyén dong trén mot duong tron
don vi & van t6c¢ don vi theo huéng nguoc chiéu kim dong
ho, xuat phat tai diém P, trén truc X tai £ = (. Do d6 cung
F,P c6 do dai ¢, tecla ZF,OP =t . Theo dinh nghia ctia
ham sin va cosin, véc to vi tri:

OP ={cost, sint).

c=cost, s =sint

Hinh 6.8.

Van téc dugc dinh nghia bang dao ham cta vi tri:

<d d . >
v =(—cost, —sint ).
dt dt

Mait khac, béi |V| =1 (gid dinh vay), cac tam gidc vudng td
dam trong hinh 6.8 c6 nhitng canh huyén triung khop (c6 do
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dai1). Hon nita, béi v L OP, tat ca canh tuong tmg hai tam
gidc la tryc giao va do do céac goc twong ting la trung khop.
Vi thé céc tam giac t6 dam cing trung khop*, va theo do:

v =(=sint, cost).

So v6i phuong trinh vira r6i ta két luan:

) d .
—COSt =-—sInf, —SsInf = CoS’.
dt

dt

Hinh 6.9. Dién tich duéi duong tiém can la bao nhiéu?

6.6 Bai tap

1. (Foote, trong cudn [Fo]) Theo dinh nghia, duong tiém
can la duong cong tao thanh do vét banh sau ctia chiéc

Nguyeén van: congruent. Theo Euclid, ‘equal’, - bing nhau, nghia la hai déi
tuogng c6 cuing kich c& (do dai d6i véi doan thing, dién tich déi véi hinh
phéng). Béi vay, dung ‘equal’ c6 thé 1a kha mo hd, trong nhitng truong hop
cu thé dai voi cac doi tuong hinh hoc. Thé nén, ‘congruent’, trung khop,
dugc dung dé dién t4 hai hinh phéng ma ta c6 thé chuyén dich hinh nay
chdng khop 1én/veéi hinh kia, ttc la chiing ¢6 cuing hinh dang va cting kich
6. Mot s6 sach giai tich khac dung chit ‘ddong du’ dé chi khai niém nay. -
N.D.
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xe khi banh truéc di chuyén trén mot duong thiang. Cu
thé hon, mot duong cong duoc goi 1a mot duong tiem
can néu & d6 ton tai mot do dai b va mot duong thang
sao cho doan tiép tuyén nao niam gitra duong cong va
duong thang déu c6 do dai b. Trong hinh 6.9 mot duong
tiém can ban-vo-cuc dugc phéac ra. Dién tich ctia phan
vO han t6 dam la bao nhiéu?

bép an: %ﬁbk

Trong khi cho doi trong mot hang tinh tién dai ¢ siéu
thi, toi dang lan theo duong vach ctia gach vuong 16t nén
vOi banh trudc clia xe diy mua hang ctia minh. Sau mot
vong chuyén dong tron clia banh trudc, cac banh sau
dimg lai & mot vi tri moi. Ttce 1a xe ddy da xoay quanh
béanh truoc mot goc 6. Gid tri xap xi ctia 6 1a bao nhiéu,
xem nhu da c6 tat ca thong tin can thiét (chi con thiéu
cau traloi)? Dién tich cta vién gach 16t1a 4, khoang cach
gitta banh truoc va banh sau la . Cho riang b dai hon
canh ctia vién gach rat nhiéu. Dé don gian moi chuyén
hon nira, cho ring banh sau thing hang tuyét d6i voi
béanh trudc (& xe day thuc t€ khong phai vay; cdc banh
xe tao thanh mot hinh thang).

Dép an: @ = A/ b*. Dé c6 nhiéu thong tin hon nira vé
bai todn nay, xem cudn [Fo], [LW], va nhiing tham khao
trong do.
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7

sSU DUNG CO HOC
PE TINH TiCH PHAN

Hai bai toan dau tién trong muc nay c6 thé giai dé dang
bang gidi tich ma khong cin dén co hoc. O day, ta muon
minh hoa cho viéc dung "mady tinh co hoc" thay cho giai
tich trong mot s6 truong hop.

d. N
7.1 Tinh tich phan _[01 % bdng cach nang
mot qua nang I-x

Mot quaniang P = 1, duocldp 1én mot duong ranh thang
dimg khong ma sat, treo vao mot dau day c6 do dai 1. Ban dau
soi day dugc kéo theo phurong thang ding. Khi dau miit trén
ctia soi day bi kéo ngang ra khoi vi tri ban dau ctia né, qua
nédng truot doc trén duong thiang dimg. Bang cach thay doi
do dich chuyén x ctia dﬁultrén chadaytr x=0dén x=1,
ta thuc hién cong W = JO F(x)dx, trong d6 F(x) 1a lyc can
c6 dé gitt mot dau cuia soi day tai X, nhu trong hinh 7.1.°

* Gid tri x = 1 la khong thé dat dugc, boi né doi hoi luc tac dung vo cung; khi
do6 ta d6i méat voi mot tich phéan bat dinh.
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Mat khac mot cong twong tu dugce thuc hién khi nang
qua nang P 1én do cao 1, sao cho W = P-1=1, va ta két

X

luan _[0] F(x)dx=1. Lic nay t6i khdng dinh rdng F(x= Nt
Goi O la giao diém ctia hai duong truc giao, nhu dugc cho
thdy trong hinh 7.2.

Téng moment quay trén day 4B quanh QO tiéu bién, ta

duoc: OBxF = 04 xP,

P=1
y

Hinh 7.1. Cong dugc thyc hién bing cach nang qua ning la JOI F(x)dx=P-1

Rp

_

A O

P

Hinh 7.2. C4c phan luc truc giao —F va—P c6 moment quay bing khong d6ivei O.
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Hinh 7.3. Cong can thiét dé kéo qua nang tir dudi ciing 1én mot goc xla ) ; sin tdt.

va b(’yi OA/OB=x/\1-x" va P=1, ta thu dugc
F(x)= Jl— nhu da khdng dinh. Ta da chi ra rang:

dx=1.

==

7.2 Tinh tich phan j:sintdt voi mot qua lac

Khéo sat mot qua ldc: mot chét diém co khoiluong P =1
trén mot que thang c6 do dai 1, 1ic lu quanh mot khép noi
O. Luc sint can dé gitt quéa lidc @ mot goc ¢ so voi phuong
théng ding, nhu duoc thé hién trong hinh 7.3. Do ban kinh
thanh bdng 1, do 16m goc ¢ luong dinh do dai doc theo duong
tron. Thé nén, cong can thiét dé di chuyén qua nang tr ¢ dén
d + dt 1a sintdt, va cong téng cong can c6 dé kéo qua ning
tedudicung t =0lént =x1a J.X sint dt . Matkhac, su thay
d6i trong thé nang 1a (khéi luong) x (chidu cao) = 1 — cos x
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(hinh 7.4). Dong nhat hai biéu thic cho cing mot mitc ning
lugng sé cho ta:

J sintdt=1-cosx.

o

[
1 —coszx!
LGI

Hinh 7.4. Thé nang cta goc léch x1a 1 - cos x . Khéi luongla 1.

7.3 Chtmg minh bang luu chat cho dinh ly Green

Théo luan ngin nay sé lam cho khai niém cta toén t
phan ky va cong thitc Green

jCF-nds: ”DdideA (7.1)

c6 vé gan nhu tam thuong. Théo luan mang tinh tynghiém
nay c6 st dung cac khai niém cua tich vo huéng va tich
phén theo duong.

Ta c6 (i) mot truong véc tophang F = F(x,y) va (ii) mot
duong cong C bao quanh mot mién phéng D. Diém mau
chot & dayla coi F nhu truong van t6c ctia mot khi phéng
tuong tuong, rdi d€ mién D troi theo truong van téc do,
va thu dugc mot mién méi D(¢) tai méi thoi diém £ voi
D(0)= D. Goi A(t)=dien tich (D(¢)).
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Chiamién D thanh mots6 lugnglon N ctia nhimg manh
nho D, 1<n <N, tachianho dién tich cia no:

A=Y A ().

L4y dao ham theo ! tai f = 0, ta duoc (stt dung ky hiéu
A = d/dy):

A)=Y A, (0). (7.2)

Nhung mitc d¢ van toc thay doi A _(0) ctia dién tich moi
méanh nho sé gan nhu ti 1¢ thuan véi dién tich ctia no:

A (0)=kA (0)+&, (7.3)

trong do & 1a mot saisé nho: €/ A,(0) —» 0néu A (0)— 0.
Gioi han ctia hé so ti 1é khi mién co lai thanh mét diém,
duoc goi la sudt tiéu tan cua F tai diém do. Tuc 1a ta co,
duoc dinh nghia:

divF (xy) = 1im%(%% ,

trong d6 gioi han dugc 14y khi mién co vé diém (x,y). Hé
s0 k cho ta biét do gian ra (hay co lai) ctia mot don vi dién
tich, duoc do tai mot diém.” Theo d6 % that ra la mot don
vi do d6 phat tan ctia phan t khi.

* Dé dang c6 dugc cong thic F = div (P,Q) = ;—P + ;—Q tir dinh nghia nay.
x 7y
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N

Hinh 7.5. Mién ban dau bi dong F cuén di.

Bay gio thé (7.3) vao (7.2) ta thu duoc:

A(0)= Y divF(x,,y,)A,(0)+ sai s b,

‘AN

trong do (x,,y, ) 1a mot diém bén trong “6” tht n. Trong

gioi han ctia phép chia doan nho vo cung ta thu duogc:
A©0)= [ divFdaA.

Vay mic do thay déi dién tich cia mot mién di chuyén
1a tich phan ctia thanh phan vuong goc voi van téc bién cia
no: A(0)= L F -nds (6 day n la véc to phap tuyén huong
rangoaictia (). Dayla toan bg phac thao ctia chting minh
dinh ly Green (7.1).
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8

PHUONG TRINH EULER-
LAGRANGE THONG QUA
NHUNG LO X0 KEO CANG

8.1 Vai hiéu biét co ban vé phuong trinh
Euler-Lagrange

Chuong muc ngin nay bao gdm mot dién giai thuan tiy
co hoc ctia phiém ham Euler-Lagrange nhu thé ning ctia
mot day 10 xo gia tuéng. Dién gidi ndy dan dit gan nhuthang
dén phuong trinh Euler-Lagrange va dem lai mot giai thich
cohoc ro rang cho luat bao toan nang luong. Ngoaira, tiing
s0 hangriéng biét trong phuong trinh Euler-Lagrange cting
c6 y nghia co hoc cu thé.

Sau day la giai doan gidi thiéu cho nguodi doc chua quen
voi phuong trinh Euler-Lagrange.

Bai toan co ban cda phép tinh bién phan la tim ra mot
ham x(?) toi thiéu hoa phép tich phan.

jol L(x(t).4(t))dr | 8.1)
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trong d6 L 1a mot ham s6 cho trudc voi hai bién s6. Gia tri
bién ctia X dugc cho: x(0) = x,,x(1) = x,.

Dé hiéu ro dugc phan con lai cia chuong, ta hay xem
qua mot vi du: toi thiéu hoa tich phan

152
. S (8.2)
trong diéukien x(0) = 0,x(1) = a. Thay vi stt dung Iy thuyét
thong thuong, toi sé€ minh hoa lam thé nao cohoc giai quyét
duoc bai todn cu thé nay. C4ch ti€p can twong tu 4p dung
cho truong hop téng quat, sé dugc trinh bay sau.

Toi mudn biéu dién tich phan (8.2) nhw1a thé nang ctia
mot 10 xo. D€ lam thé, ta hay hinh dung mot 10 xo dugc
dat doc theo truc X . Ta biéu dién x(¢) nhu vi tri ctia mot
phan tr ctia 10 xo, trong d6 ¢ 1a tham s6 gan cho cac phan
tir cia 10 xo0. Ta gitthai dau ctialoxo tai x =0 vatai x =a:
x(0)=0,x(1) = a. Ta gia sttrang 10 xo dan hoi, theo nghia
la lyc cang ctia 160 xo dugc cho boi dinh luat Hooke:

T(x)=dx/dt=x.

Luu y rdng toi c6 thé 1am cang 10 xo it hay nhiéu tai nhimg
vi tri khac nhau, cho nén T (x(t)) = x(t) c6 thé bién thién
theo ¢ . Toi khdng dinh ring (8.2) diing bing thé nang ctia
day 10 xo néi trén (trong dé ting phan tt ¢ duoc giit tai
x = x(t), c6 thé béi luc). Tam gac lai ching minh, ta da biét:
néumot ham sé cu thé x(-) manglai mot cuc tiéu cho (8.2),
khi d6 trang thai cua 10 xo 1a can bang": T = 0, hay x=0,
sao cho X 1a mot ham s6 tuyén tinh; va diéu kién bién kéo
theo x = at nhu trong dap én.

* Boi khong con luc nao khéc tdc dung lén 16 xo.
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Con phai giai thich tai sao (8.2) 1a thé nang. Xét mot phan
nho ctia 10 xo twong ing voi khoang (¢, ¢ + dt). Tahay bat dau
vOi mot nguyen tit khong bi kéo cang, roi sau dé ciang no tix
do dai bang khong dén do dai sau cung x(f + dt) — x(¢) . Khi
ta kéo cang, luc thay déi tir 0 dén X mot cach tuyén tinh
voi khoang cach, vi thé ta tac dong mot luc trung binh la %x.
Mit khac, nhan n6 véi khoang cach x(t + dt) — x(t) = xdt ,
cho cong téng cong bang %xz dr, nhu da phat biéu!

Mic du Archimedes c6 thé da kham phé ra cach tiép can
dugcnéu ¢ trén, va chdc han co thé da khai quéat n6, nhung
bai todn nay da khong dugc dit ra cho 6ng. Thay vao do,
Euler va Lagrange da giai bai toan theo nhimg phuwong phéap
khéac nhau. Ho nhan thdy rdng néu mot ham s6 x = x(¢)
dem lai mot cuc tiéu cho tich phan (8.1), khi d6 n6 phai
théa man diéu kién:

iLi(x,)'c)—Lx(x,)'c)z0; (8.3)
dr -

& day cac chi s6 ky hiéu phuong ctia dao ham riéng. Luu y
ring truong hop don gidn ma ching ta dang xét suy ra tir két
luan nay. Thuc thé, néu L = x?/2 , khi do L =x L=0,va
(8.3) tré thanh x=0, nhu ta da tim ra bang lap luan co hoc
chan phuong. Lap luan nay c6 thé mé rong ra cho truong
hop toéng quat, dan dén cong thirc (8.3) va dén dién giai co
hoc ctia né.

7L1§‘7), L)dt

Lo(, ) o0 i) Lawd)

Hinh 8.1. Thé nédng can béng cac luc cang: day 1a mot dién giai dang co cta
phuong trinh Euler-Lagrange (8.3).
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Tw thoi Euler va Lagrange dén nay, cach thong thuong
dé suy ra (8.3) 1a st dung phép tinh bién phan, theo [GF].
Muc tiéu ctia ching ta & day la chi ra cach ti€p can ma
Archimedes cting c6 thé dung dé tim mot cach chiing minh
khéc, va hon ntta, cung cap mot dién giai co hoc cu thé cho
ting s6 hang trong phuong trinh. D€ tom tit, phuong trinh
(8.3) c6 thé dugc xem nhu la diéu kién dé mot céi “slinky””
treo lo ltmg & trang thdi can bang.

To6i can néu ré 1a cac 1ap luan trén day la khong thuc su
chit ché; muc tieu la chi ra rang ly thuyét nay c6 mot dién
giai co hoc c6 thé cAm nhan duoc bdng truc quan.

8.2 Dién giai co hoc ctia phuong trinh Euler-
Lagrange

Ta hay hinh dung mot cdi 10 xo ly tuong, nhu mot bang
cao su ndang hay mot cdi slinky dugc xem nhu mdt duong
thang méng vo han, dugc dit doc theo truc x . Cac phan
ti ctia 10 xo duoc gan cho mot thong so ¢ € [0,1] , sao cho
x(¢) 1a toa do ctia phan t tuong tmg.

Cho t do khoi lugng cua slinky, sao cho doan
[x(2),x(¢ + dt)] co khoi luong dt. Ta bdy gior gan cho tich
phan Euler-Lagrange (8.1) y nghia ctia thé ndng tong cong
cua o xo.

* Slinky 1a mot loai d6 choi gdm mot 16 xo xodn 6c¢ dan hdi va co thé nay bat
1én r6i xudng nhu céi yoyo. N6 c6 thé thuc hién mot sé cac thi thuat, bao
gdbm “budc” xudng cau thang dau-ndi-dau khi né co gian rdi tu hoi phuc
hinh dang v6i su trg gitp cta trong luc va da quay ctia riéng né. - N.D.
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1. L(x,0)1athénang trén duong thing; noi cach khac, mot
chat diém dm duoc @it tai X c6 thé nang L(x,0)dm.
Theo dinh nghia ctia thé nang, luc twong tng tac dong
lén chat diém nay la

—L (x,0)dm.

2. Cdi slinky th6a man mét dang cta dinh luat Hooke: luc
cangla T (x,x) = Lx . Vi du nhu trong truong hgp quan
trong nhét ctia L = %m}'cz -V(x) tacd T=mx ticla dinh luat
Hooke tuyén tinh. Nhung nhin trong truong hop tong
quat, luc cang phu thudc khong chi vao do gian dai x
ma con vao vi tri X.

_[ L(x,x%)dt = nangluong téng cOng ctia slinky. Thuc vay,
xem xét mot doan ngan [x(¢),x(¢ + dt)] cta slinky, c6 khéi
luong dt . Thé nang bao gom hai phan: mot la thé nang cta
mot chatdiém dt, cho boi L(x(t),0)dt, vahaila cong can
thiét dé kéo chat diém dt nay cangra thanh doan thang ma

ta dang xét; cong nay dugc tinh nhu sau:

x(t+dt) o — )C(t) B x
Lm T(x’Tde' = JO L,(x,s)dsdt

= (L(x,x)— L(x,0))dt,

o —x(1)
dt
thé ndang + kéo cang, dangbang L(x,x)dt . Nang lugng téng

trong do = 5. Ndng lugng tong cong cua doan théng,

cong cua slinky lic nay la tich phan Euler-Lagrange (8.3),
nhu da khéng dinh.
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8.3 Mot cach suy ra phuong trinh Euler-Lagrange

Néu mot ham s6 x(¢) toi thiéu hoéa tich phan Euler-
Lagrange, khi do céi slinky tuong tmg & trang thai can bang.
Chénh léch lyc cang tai hai dau cia mot doan vo cuing nho
khi @6 1a can bang luc véi luc thé.

t+dt
LeCe, 1) = |7 L,(x, e

Chia ca hai vé cho dt valdy gioi hankhi dtf — 0 dan dén
phuong trinh Euler-Lagrange.

Tém lai, ta da gan cho méi so hang trong phuong trinh
Euler-Lagrange mot dién gidi co hoc: L ¢ 1a Iuc cang, — e
la tong hop cta luc cang trén mot don vi khoi luong, va L _
la Iuc thé trén mot don vj khoi Iuong.

8.4 Chiimg minh dinh luat bao toan nang luong
bédng cach trugt mot day 1o xo

Phuong trinh Euler-Lagrange (8.3) c6 mot tinh chat kho
phat hién. D6 la:
L —xL, = constant (8.4)
doi voi bat cit nghiém x = x(¢) nao ctia phuong trinh
Euler-Lagrange. Y nghia ctia dai luong’ nay la gi trong mo

hinh “slinky” ctia chting ta? Cau tra 10i 4n ddng sau quan
sat hién nhién nhu thé nay: Do slinky la dong déu, tic la

* Trong truong hop dic biét khi L 1a chénh lech gitra thé va dong nang, L -xL_
tré thanh nang lugng tdng cong, nghia la téng ctia hai nang lugng.
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mat dé nang lugng cta noé L(x,x) khong phu thudc vao ¢,
nén ta biét rang:

Néng long duogc chita trongmot doan a < x < b khong
thay déi néu ta truot cdi slinky sao cho x(t) di chuyén
dén x(t+c), (8.5)

trong d6 ¢ 1a mot hdang so. Bay gio ta hay dién dich phat
biéu hién nhién (8.5) sang dang thitc khong hién nhién (8.4).
Ta hay truot cai slinky sang phai voi ¢ = df, bang cach cho
chat diém df truot vao doan [a,b] tai X = a vakéoramot
lugng nhu vay tai x = b. M0t mat, su thay doi nang lugng
bén trong [a,b]1a bang khong theo (8.5). Mt khac, su thay
dé6i nay dugc tao nén tir nang lugng cia khoi luong them
vao trir di ndng lugng ctia khoi lugng bot ra va ctia cong
thuc hién béi céc luc cing tdc dong 1én hai dau mut. Nang
lugng thém vao/b6t ra la:

Ldt| ™"

t=t,’
trong khi cong duoc thuc hién béi luc ciang tai m6i dau la:
_ =t
LQdX| =t - L2dx|t=tb = -Xdel' t:tZ

Cho téng ctia hai ning luong bang khong va chia cho
dt, ta co:

t=t, _
L- XLz t=t, =0,

minh chiing cho su bat bién cia nang lugng (8.4)!
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THAU KiNH, KiNH VIEN VONG,
VA CO HOC HAMILTON

Trong tam ctia chuong nay la mot dang lap luan kiéu
phdy tay (theo nghia den) & muc 9.3. Tuy don gian, n6 c6
nhing hé qua kha bat ngo trong toan hoc va trong quang
hoc.” Nho vao dién gidi co hoc, nhimg hé qua nay tré nén
dé tiép can hon nhiéu mac du thuong thi ching chi duoc
dé cap t6i trong chuong trinh trén dai hoc.

Dan bai ctia chuong 1a nhu sau. Muc 9.1 trinh bay kién
thitc co ban; muc 9.3 va 9.2 mo6 ta hé co va dua ra ching
minh co hoc cho mot dinh ly hinh hoc vé bao toan dién
tich. Muc 9.7 két n6i bai toan co/hinh hoc voi mot bai toan
quang hoc, va muc sau cung (9.8) giai thich chtic nang caa
kinh vién vong va nhing thiét bi quang hoc khac thong qua
“nguyén ly bat dinh”, vén cting bat ngudn tix co hoc.

Sau day la nhing nét noi bat ctia chuong:

1. Phép anh xa bao toan dién tich nay sinh mot cach tu

nhién trong co hoc (muc 9.2 va 9.3).

2. Mot bang twong dong gitta co hoc va anh xa bao toan

* Daykhong phéilalan dau tién ta bit gap diéu gi d6 tam thuonglai c6 nhiing
hé qua ching tim thuong.
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dién tich (muc 9.5).
3. Nguyén ly bat dinh — mot d6i tng c6 dién (muc 9.6).

4. Hoat dong ctia kinh vién vong, thi kinh, va nhiing thiét

bi quang hoc khac dugc giai thich théong qua “nguyén
ly bat dinh” (muc 9.8).

Hinh 9.1. Nhiing vi du vé nhitng phép 4nh xa bao toan dién tich.

9.1 Phép anh xa bao toan dién tich ctia mat
phang: nhitng vi du

Theo dinh nghia, mot phép 4nh xa ctia mit phdng la
mot ham s6 gan cho méi diém z = (x, y) cia mat phang mot
diém moi:

$(2)=Utxy), 8xy) 9.1)

Mot phép anh xa nhu thé duoc goi 1a bdo toan dién tich
néu dién tich ctia tap hop bt ky bang véi dién tich anh cta
no6 qua phép anh xa. Nhiing vi du don gian nhét ctia phép
anh xa bo toan dién tich bao gom

1. Phép quay: v6i mdi diém (x, y) 4nh xa gan mot diém duoc

xoay qua mot goc cho trudc 6. Diém quay nay duoc cho
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theo tga do (x cosf - y sinf, x sinf + y cosf), nhu trong
hinh 9.1(a).

2. Phép quay hyperbol: gian ra & huéng nay theo mot hé
s0 khong doi A va co lai & huong kia theo cuing hé s6 do;
chénghan, (x, y) > (Ax, 27'y), nhutrong hinh 9.1(b).

3. Phép quay parabol (x, y) = (x +ay, y), hay mot dnh
xa léch, nhu trong hinh 9.1(¢).

4. Phép truot parabol: (x, y) > (x+y°, y), nhu trong
hinh 9.1(d).

9.2 Cohoc va anh xa

Moi lién két ddng chu y gitra hinh hoc va co hoc 1a mau
hinh lap di ldp lai cia cuén sach nay. Toi sé mo td mot khia
canh ctia mai lién két nay duéi dang don gian hét mec, sau
khi lugc b6 hau hét cac thuat ngt chuyén mon va céc rao
can mang tinh ky thuat. Biang cach st dung co hoc, ta sé c6
duoc mot 1oi giai thich tai sao kinh vién vong, kinh hién vi,
va thi kinh c6 thé phong to céc vat thé.

T
i
NOLY
S S B

Pl

Hinh 9.2. Co hoc din dén hinh hoc: Hé co gdy ra mot phép anh xa ¢ “bién
cap (vi tri, lyc) (x, /) bén trdi thanh mot cap df)ng dang (X, F) bén phai.
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z X

Hinh 9.3. Thé nang ctia mot 10 xo dan héi chat la mot ham sinh
cda anh xa léch.

Sau day 1a méi lién hé hinh-co nay duoc trinh bay mot
céach van tat. Xem xét mot hé co don gian, nhu 1a hé trong
hinh 9.2." M6i hinh vanh khuyeén c6 thé trugt khong ma sat
doc theo duong thang ctia n6. Hinh dung toi dang giit hai
vanh khuyén, v6i moi thit dang & trang thai nghi. Vi tri x
ctia hinh vanh khuyén bén trai va luc f kéo tay trai toi xac
dinh™ vi tri X ctia hinh vanh khuyén bén phai va lyc F'lam
di chuyén hinh vanh khuyén do. Do d6 ta c6 phép anh xa

v=0x =X, F)

Cai dang chua y1a phép 4nh xa nay bao toan dién tich, bat
ké sur sdp dat co hoc gitra hai vanh khuyén c6 thé phiic tap
dén dau. Ta c6 thé thay d6i ¢ bang cach thém vao nhtmg10
x0, nhitng rong roc, thém nhiing qua nang, nhung ta khong
thé thay ddi tinh chat vé bao toan dién tich. (Dé biét nhimg
vi du khac, xem hinh 9.3 va 9.7).

Giai thich thyc ra rat don gian nhu ban doc sé thay trong
muc ké tiép.

* Nhiéu vi du hon dugc cho trong phan bai tap & muc 9.9.
** Theo vai gid thuyét chuyén mon sé dugc mo ta sau.
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9.3 Mot “chimg minh” phay-tay (ding nghia
den!) ctia bao toan dién tich

Saudayla chimgminh choviécanhxa ¢: (x, f)— (X, F)
béo toan dién tich. Van voi hinh 9.2, hinh dung toi dang git
hai hinh vanh khuyén sao cho hé 1a bat dong. D€ gitt moi
thtt van dung yén toi phai tac dung luc (—f) O tay trai va luc
(—F) & tay phai.

Bay gio toi phan phay-tay: that cham rai (dé khong kich
thich bat ct rung dong nao) toi di chuyén hai tay trong
mot diéu bo tuy y nhung cé tinh chu ky, dwa hai hinh vanh
khuyeén vé lai vi tri ban dau ctia ching. Cudi cung toi lam
cho cong bang khong: <_:|5(—f)dx + <j5(—F)dX =0, hay

$fdx+§Fax=0 9.2)

trong do6 s6 hang dau tién la cong dugc tay trai toi thuc
hién va s6 hang thit hai la cong dugc tay phai toi thuc hién.
Cho dén day, moi thit hoan toan hién nhién vé mit co hoc.
Nhung bay gio ta hay phién dich n6 thanh mot phat biéu
hinh hoc. Khi t6i di chuyén hai tay, cac diém (x, /) va (X,
F) 1an luot vach ra nhiig duong cong kin ¢ va C. Ngoai ra,
duong cong thit hai 1a dnh ctia duong cong dau: C =y(c).
Nhung luu y riang hai s6 hang trong phuong trinh (9.2) chinh
xac la dién tich ctia ¢ va C! Cong dugc moi tay toi thuc hién
c6 y nghia hinh hocla dién tich! Téng ctia hai dién tich bang
khong; noi cach khac, ngoai sw doi dau, phép dnh xa ¢ bao
toan dién tich. Su d6i ddu nay nghia la sy ddo huong: dnh

clia cdi gang tay bén trdi sé trong nhu céi gang tay bén phai.

158



Chinh stta vé hinh thitc. Dé tranh phai d6i mat voi nhing
dién tich gia tri am, va vi ly do lich st, ta hay goi ¥ = —F;
dé co6 ky hiéu théng nhdt ta ciing doi bién f = y (hai dai
lugng cuing ddu). Khi d6 (9.2) tré thanh:

Cj)ydxz(ﬁYdX (9.3)

diéu ma c6 nghiaring phép anhxa ¢ = (x, y) (X, Y)bdo
toan dién tich, bay gio thi bdo toan ca ddu [+].

Tinh chat nay va tinh chat twong ti trong truong hop chiéu
cao, xuat hién dudi nhiéu vo boc khac nhau va c6 nhimg hé
qué sau sic trong dong luc hoc va quang hoc. Trong thuc té,
quan sat nay dua ching ta téi t6i mot linh vyc nghién ctu
rdt ndng dong 1a bo mon topo symplectic [HZ].

9.4 Ham sinh

“Chting minh” ctia su bao toan dién tich la khong that
chét ché, boi vi toi tham chi con khong dinh nghia chinh xac
phép dnh xa ¢, ma chinéi ring n6é dugc xac dinh béi mot hé
co dugec mo tA mot cadch lomo. Sau day 1a mo ta cu thé hon.
Nhiing gi ta thuc sw can tirhinh 9.2 1a thé nang P = P(x, X)
ctia hé. Theo dinh nghia ctia thé nang,* ta c6 céc luc:

f= ~9 b x)
ox 9.4)

2
F=——P(x,X).
ax o

* Nhéc lai ring néu P(x) la thé ning, khi d6 luc 1a - P'(x).
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Day la dinh nghia cu thé ctia 4nh xa . Anh xa duoc xac
dinh béi mot ham s6 P, goila ham sinh. Anh xa sau khi déi
bién ¢ = (x, y) = (X, ¥) c6 dugc bing cach doi ky hiéu cia

F, nhu da dé cap o trén, va biang cach déi ky hiéu fthanh y:

y:—iP(x, X)

a; (9.5)
Y= —P(, X).

X (x. X)

Vi du. Khdo sat mot ham sé bac hai don gian:
1 2
P(x, X)= Ek(X_X) .

N6 c6 thé duogc vi nhurla thé nang ctia mot 10 xo dan hoi
chat c6 hai dau duoc gitw tai cac diém y, x (hinh 9.3), v6i
héng s6 Hooke k. Hé phuong trinh (9.5) cho X =x + ky, ¥
=y, day chinh xéc la d&nh xa trugt dugc dinh nghia trong
muc 9.2, voia = k! Cai thavila, do truot, mot tinh chat hinh
hoc, duogc dién giai nhu 1a hing s6 Hooke, mot thudc tinh
co hoc. Ciing luu y rang X — x = ky chi la dinh luat Hooke
cho 10 xo dan hoi chit, trong khi Y = y nghia la ta kéo hai
dau ctia 10 xo voi nhiing luc bing nhau!
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9.5 Bang tuong tng gitta Co hoc va Giai tich

Co hoc Gidi tich
Thé nang P(x, X) Ham sinh P(x, X)
Cac luc Céc dong lugng

d d
f=——P(x, X), y=——P(x, X),

ox ox

d d
F=——P(x, X Y=—Px, X

X (x, X) X (x, X)
Cong duoc tay trai (phai) Dién tich ctia tao anh:
thuc hién:

yvdx (Y dX)

§ fdx (chFdX) $rar §
Tong cong thuc hién biang | Dién tich dugc béo toan:
khong: g)ydx = 9SYdX
Nx + NFdx =0

Khong gian bac cao. Tinh chat bao toan dién tich (9.3) co
thé khai quat cho nhimg phép 4nh xa trong khong gian bac
cao bang cach cho ca x va y & trong khong gian n-chiéu
(n21): xeR", yeR", sao cho (x, y)eR*. Khi dé y
dx trong (9.3) phai dugc hiéu nhu tich chdm: ydx =Yy, dx,.
Phép anhxa ¢(x, y)— (X, Y) trong R*" ma théa man tinh
chat (9.3) duoc goi 1a mot anh xa symplectic.

Dién gidi co hoc cta hinh 9.2 con tré nén don gian hon
trong truong hop khong gian chiéu cao n = 3: t6i khong can
phai gi cho c4c hinh vanh khuyén doc theo nhiing duong
thing ntta, ma baygidla x, £, X, F e R*. Lic nay (x, y) ndim

161



trong R va ta c6 mot phép dnh xa ¢:R®>R®. Phép dnh xa nay
géan cap (vi tri, lwc) & tay trdi toi cho cap (vi tri, luc) & tay
phai toi. Phép dnh xa nay hién nhién 1a anh xa symplectic
(sau mot phép déi bién nhu duoc mo ta & dinh ly vira roi).
Khi hai dita tré cing quay vong mot sgi day’ bang cach
ndm ldy hai dau cia n6, ching dang xay dung mot 4nh xa
symplectic trong khong gian R (coi nhu sgi day ding yén).

Dién gidi co hoc c6 tinh phé quat dén mic nao? Co6 thé
chi ra rang, mot d4nh xa symplectic bat ky, khong qua suy
bién vira phai, 1a hop thanh ctia nhiing dnh xa xay dung
trén nhitng hé co hoc tuong tu nhu céc hé vira dugc mo ta.

9.6 “Nguyeén ly bat dinh”

Nguyeén ly bat dinh co hoc luong ti phét biéu mot cach
dai thé ring néu ta biét cang chic chdn vé vi tri cia mot hat,
ta cang kém chéic chén vé van téc ctia no.

Tinh chat bao toan dién tich c6 thé duoc xem nhurla mot
mo phong co hoc ¢ dién cia nguyén ly bat dinh. Hinh 9.4
cho thdy mot 4nh xa béo toan dién tich nén chiéu rong ctia
mot viing phéng theo phuong x tir 1 xuéng con € < 1. Ta
c6 thé nghi vé synén nay nhwla sy thu nhan thong tin vé x,
béi pham vi gia tri x kha di bi thu hep. Nhung dé bao toan
dién tich, anh xa phai kéo gian theo phuong y. Sukéo gian
nay nghia la pham vi ciia nhting gia tri Y'1a 16m, cho nén ta
dalam mat thong tin vé Y. Tom lai, dé thu nhan duoc thong
* Nguyén van: skipping rope - tro choi nhay day: hai nguoi ding & hai dau

day lién tuc (va déng bo) quay soi day vong qua dau rdi quét qua chan dé
cho nhitng nguoi khac c6 thé nhay lién tuc trong vong quay ctia day. - N.D.

162



tin vé X ta da lam mat thong tin vé ¥; cdc bién s6 nay co thé
xem nhu nhttng mé phong cuta vi tri va dong luong co hoc
lugng t(, va thuc té ching thuong xuat hién trong co hoc

c6 dién nhw1a vi tri va dong luong.

Bai toan. Cho rdang phép anh xa trong hinh 9.4 nén ving

phang nhu duoc minh hoa. Chi ra rdng pham vi ctia nhiig

gid tri Y trong dnh ctia mién dién tich A t6i thiéula A/ e .
Kinh vién vong phong to nhitng vat thé nho vao nguyén

ly bt dinh nay, nhu toi sé gidi thich sau (muc 9.8).

9.7 Bao toan dién tich trong quang hoc

Khdo sat mot tia sang truyén qua mot thiét bi quang hoc
- mot 6ng kinh, mot kinh vién vong, mot thi kinh, hay mot
vi kinh - nhu trong hinh 9.5.

—

Hinh 9.4. Nén pham vi ctia x lam gian pham vi ctia y, din theo diéu kién bao
toan dién tich.
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dX

4 7

(a) mit dausong (b

Hinh 9.5. (a) Thoi gian di chuyén 7(x, X) dinh nghia phép dnh xa bién (x, 6)
thanh (x, ® thong qua (9.6). (b) Chting minh cua (9.6).

Goi x va X'1a toa do giao diém ctia tia sang voi hai truc
song song, x va X. Thoi gian di chuyén gitta hai duong nay
duoc ky hiéu la T(x, X). Cho L(x, X) = cT(x, X), trong d6 ¢
= constant la van toc ctia anh sang trong khong khi.” Cho
y =sin@, trong d6 O1a goc gita tia sdng va truc ndm ngang
truc giao truc x trong hinh 9.5(a). Mot cach twong ty, ta dinh
nghia Y = sin® . Ta sé chiraring ditliéu dau vao (x, y) cia
tia sang c6 lién he voi dit liéu dau ra (X, Y) thong qua:

iL(x, X)=-y (9.6)
ox

d

—L(x, X)=Y.

X (x, X)

* Theo d6 L c6 chiéu kich ctia khoang cach; luu ¥ ring L1a 16n hon quang
duong thuc clia tia sang béi phan thoi gian tiéu ton trong thiy tinh noi
ma 4anh sang truyén cham hon, cho nén T'1a 16n hon thoi gian cling quang
duong d6 can trong khong khi. Trén thuc t€ ta c6 thé chon hé don vi sao
cho c=1, truonghopmatasécoé T=L.
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bay chinh la quan hé tuong ty nhu (9.5) trong vi du lay
tircohoc, hinh 9.2! Ta da chiing t6 bang mot 1ap luan “phay-
tay” dang co (muc 9.3) rdng phép anh xa (x, y) > (X, Y)
bdo toan dién tich. Day la tinh chat co ban ctia bat ky thiét
bi quang hoc nao. Ta thay (dung nghia den) cdc hiéu tng
clia tinh chdt béo toan dién tich nay khi anh sang truyén tt,
mot man hinh tivi chang han, qua trong mat kinh, qua giac
mac, valén vong mac. Toi sé mo td mot biéu hién ly thu ctia

tinh chat bao toan dién tich & muc tiép theo.

Tuong tmg cohgc. Bang nhimg tuong timg (muc 9.5) morong
ttr co hoc sang quang hoc: ham thé nang P(x, X) tuong ting
do daiL(x,X)=cT(x,X);luc F = aiXP(x,X) tuong ting sin®.

Chtmg minh ctia (9.6). Hinh 9.5 cho thdy mot mat dau song
clia nhimg tia sang phat xuat tai 4. Theo dinh nghia, moi
vi tri trén mot mat dau song 1a cach déu 4 theo nghia luon
ton mot thoi Irong nhu nhau dé dén duoc vi tri d6 tir diém
A~ “chiém thoi lugng nhu nhau” sé 1a mot cach dién dat
chinh xac hon.”

1. Hobara mét dau song luon luén vuong goc voi tia sang
trong mai truong ddng huong,** nhu ta da gia st tat ca
th4u kinh trong thiét bi quang hoc cia ta déu nhu vay.
Co thé suy ra tinh truc giao nay tirnguyén ly Huygen;

* Béi thoi gian duoc dé cap nhula do dai quang hoc, ta c6 thé néi ring mat
dau lan truyén tai Ala mot tap hop cach déu quang hoc tinh, diéu d6 nghia
1a, mot duong tron theo ngit nghia ctia d6 dai quang hoc.

**Diéu nay nghia la van t6c 4nh sang tai méi diém khong phu thudc vao
phuong truyén.
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do tinh dang huong, tap hop vo cing bé céc diém c6
thé dén duogc do trong thoi gian df tt mot diém da
cho (céc tap hop diém nay duoc goi la cac mat khuc
xa) 12 hinh cau ch khong phai hinh ellipse. Thong
tin b6 sung c6 thé dugc tim thay trong cuén [ARN].
Trong hinh hoc Euclid, cédc ban kinh luén vuéng géc
voi duong tron; cling vi Iy do d6 ma nhiing tia sdng
luon vudng goc voi cac mat dau séng — can nhic lai
rang cdc mat dau song duoc dinh nghia nhula nhiing
duong tron véi thoi gian gitt vai tro khoang cach.*

Hinh 9.6. Néu chiim tia thu hep, khi d6 goc gitta hai chum tia mé rong ra.
Diéu nay dugc nhan thay nhu la sy phéng to. Néu chum tia thu hep lai,
coi nhu, bon lan, khi d6 thiét bi phong ta theo hé s6 1a 4.

2. Xem xét hai vi tri lién ti€p clia mot mat dau song,
cach nhau mot thoi lugng ngén d7 (hinh 9.5). Mat
dau dich chuyén mot doan cdT, va giao diém voi
truc X chuyén di mot doan dX = ¢dT /sin® . Theo
d6 ¢dT /dX =dL/dX =sin®=Y .

* Tat ca diéu nay 1a mot chti dé ctia hinh hoc vi phan; mot thao luan tét c6
thé duoc tim thay trong, nhu 13, cudn [DO].
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Chu y. Cong thtrc (9.6) phu thudc vao di kién rdng cac goc
0, © duoc do trong khong khi.

9.8 Kinh vién vong va bdo toan dién tich

Xét mot thiét bi quang hoc, nhu 1a mot kinh vién vong
hay mot thi kinh (dang sau dugc cho thay dudi dang biéu
do trong hinh 9.6). Déi voi chiing ta thiét bi nay la mot hop
den: ta khong biét hay khong quan tdm xem c6 thiu kinh
nao, c6 guong nao & bén trong, hay c6 bao nhiéu cai. Tat
cé nhiing gi ta biét 1a:

Mot chum song song cia tia sang duoc bién doi
thanh mot chum song song hep hon.

Chiriéng ditkién nay bao ham y nghia la thiét bi quang
hoc sé phong to vat thé! Tai sao? Sau day 1a phac hoa cho
cau tra loi. Trong muc trén ta da khao sat phép anh xa
(x,y=sin0) — (X,Y =sin®), von gan ditliéu dau vao cuia
tia sang cho dit liéu dau ra. Ta da thé hién rdng phép anh
xa d6 la bao toan dién tich. Bay gid, sy thu hep ctia chum
tia ham nghia rang phép 4nh xa nén mot hinh ch nhat
mong abcd theo phuong x. Tinh chét bao toan dién tich
khi d6 tac dung mot su kéo gian bu lai theo phuong y. Ma
su kéo gian theo phuong y ban than no6 biéu hién nhu su
phong to anh.

Thuc té ta sé chi ra ring hé s6 phong to bing voi ti 1é bé
rong ctia chum tia, gia dinh réng céc goc voi truc quang hoc
(vi du duong truc doi xtig hinh hoc) 1a nhé.

Sau day la mot gidi thich chi ti€t hon cho nhan dinh ¢ trén.
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Trong thdo luan sau ta sé 1am viéc v6i nhitng goc nhd, diéu
nay cho phép ta coiy=sinf xapxi OvaY=sin® xapxi O.

1. Moi tia sang — nhu, ¢C trong hinh 9.6 — dugc dac trung
béi mot diém (x, y) trong mét phéng, trong dé x l1a
toa do nhap vao va y la goc xap xi cta tia sang voi
truc quang hoc.

2. Heé s6 phong to cua thi kinh la ti s6 6, /6,, trong do
0,1a goc gitra hai chum tia song song téi thi kinh, va
0,14 goc gitta cac chum ra (hinh 9.6). Trudc tién, luu
y rdng mot chum tia song song dugc cdm nhan bang
mdt ching ta nhu 1a mot diém, béi tat ca tia sang
song song hoi tu tai mot “diém anh” clia vong mac
chting ta (gia dinh ching ta ldy tiéu diém mat minh &
vO cuc va c6 tam nhin hoan héo). Bay gio, hinh dung
ta dang nhin vao mot con thuyén & xa, c6 chum tia
song song ab (hinh 9.6) dén tit mot diém" & duoi tau
va c6 chum tia khic dc dén tir mot diém & mui tau.
V6i mét thuong dudi tau va mii tau hién ra rat gan
béi vi cdc chum tia hgp thanh mot goc nho; t6i hau
nhu khong can xoay mit minh dé nhin tr dau nay
dén dau kia. Nhung céc chum tia dugc bién déi AB
va CD hgp thanh mot goc 16n hon, dé ma duoi tau
va mii tau sé hién ra cach xa nhau hon - chinh xac
laxahon 6, /0, lan.

3. Chum tiatéi ab trong hinh 9.6(a) tuong tmg v6i doan

* C4c tia sdng phat ra tir mot diém thi khéng hoan toan goi 1a song song,
nhung con thuyén la & rit xa va ta c6 thé xem nhu ching 1a song song.
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ab trong hinh 9.6(b); chum tia téi bi nghiéng trong
hinh (a) twong Gng véi doan cd trong hinh (b). Cac
chum tia c6 goc va vi tri ndm gitra hai d6i cuc nay hop
thanh phan bén trong ctia hinh chitnhat abcd. Doan
nidm ngang ab anh xa thanh mot doan ngédn hon AB
nhovao tinh chat chum-tia-thu-hep. Do dai ctia doan
nam ngang la bé rong ctia chum tia song song tuong
tmg. Do d6 ti s6 ctia cac do dai ab / AB = A, bang voi
ti s6 clia bé rong cac chum tia. Nho sy tuyén tinh, moi
doan ndm ngang trong abcd (i) ngén lai theo cung
mot hé s6 A va (ii) vadn ndm ngang. Do cao clia abed
la sin@,, trong khi d6 cao ctia ABCD la sin@,. Cac dién
tich ctia abed va ABCD 1a bang nhau:

ab-sin@, = AB -sinf, ;
thay sin 6 biang 0 va dung ab/AB = \, ta thu dugc hé s6
phong to nhwla ti s6 ctia bé rong cac chum tia:

0,/6,=A.

9.9 Bai tap
1. Kiém chtng ring néu dao ham riéng hon hop
azg)x P(x.X)#0, khi d6 hé phuong trinh (9.5) x4c dinh X,
Y nhu la nhitng ham s6 cta x, y.

Loi giai. Theo diéu kién, aim,;o 1a mot ham don dieu
29

ctia X. Theo d6 X duogc xac dinh chi theo x, y. Theo

do6 phuong trinh thit hai (9.4) x4c dinh Y theo x, y.

k
2. Phép anh xa tuong tng v6i ham sinh P= E(X—x)2
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1a gi? Lam thé& nao mot phép anh xa nhu vay co thé
hién thuc hoa dugc bang cach st dung co hoc? Goi
y: Xem hinh 9.3.

3. Tim ham sinh P(x, X) tao ra ting loai anh xa trong
hinh 9.1.

4. Biét mot phép énh xa tuyén tinh v6i dinh thiic bing
1, tim mgt ham sinh tao ra phép anh xa nay.

5. Xem xét mot he voi 10 xo dugc thé hién trong hinh
9.7. Anh xa nao trong hinh 9.1 c6 thé dugc hién thuc

hoa nho vao su lya chon thich hop nhiing hang s6
Hooke k;, k, va kj?

Hinh 9.7. Mot phép anh xa dién-tich-béo-toan téng quat (hon) dugc hién
thuc héa nho nhing 10 xo.

6. Chon lyra nao cho nhiing hing s6 Hooke trong hinh
9.7 tuong Gng voi hé kinh trong hinh 9.6(a)?

7. (Trong bai tap nay toi gia dinh doc gia quen thudc voi
cong thuc thiu kinh) Tim tuong tu co hoc ctia cong
thiec thau kinh 2 —+d— —. Goi y: Cong thitc thdu kinh
thé hién mot thuc 6 la céc tia sang dugc phong ra tir
mot diém tai hoi tu tai mot diém khéc. Tat ca tia sdng
nhu vay ton mot thoi lugng nhu nhau [truyén di] gitta
hai diém nay. D6i v6i mot hé co hoc tuong tmg, thé
nang la nhu nhau cho nhing hinh trang khac nhau,
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10.

va mot tong nao d6 cta luc thé nén biang khong.

. Chomatran A 2 x 2 d6i ximg batky, tim mot hé cohoc

c6 thé nangla dang toan phuong l( Ax,x),vatheo do
o1 2
luc thé tai x 1a Ax.

. Bing céach st dung mo6 hinh hoa co hoc cia mot ma

tran doi ximg A tirbai tap & trén, chimg minh ring gia
tri riéng ctia 4 1a s6 thuc. Goi y: Néu cac gia tri rieng
khong la so thuec, thi sé ton tai mot dong co vinh clru.
Ay 13, khi d6 cong duoc luc Ax thuc hién vong quanh
duong tron don vi 1a bang khong (chting minh khong
doi héi phép tinh nao).

Hay chi ra rdng tinh truc giao ctia véc torieng clia mot
ma tran doi xing A 1a mot hé qua cta sy khong ton
tai dong co vinh ctru. Goi y: dién giai Ax nhu 1a luc
dugc mot thiét bi co hoc thich hop gay ra.
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10

CAI BANH XE BAP
VA BINH LY GAUSS-BONNET

10.1 Gi6i thiéu

Chuong nay ké mot cau chuyén Iy thi vé mai lién hé gitra
tro choi v6i cai banh xe dap va mot dinh ly co ban ctaa hinh
hoc vi phan. Céc goc noi tiép trong mot tam gidc phéng c6
téng bing 180°. Khdng dinh nay c6 thé phat biéu lai mot
cach tong quét va co ban hon: néu téi di vong quanh mot
duong cong kin trén mét phéng, khi d6 mii cta t6i dugc
xem nhuw 1a mot véc to, sé quay mot goc 1a 2n (voi diéu kién
1a t6i luon nhin thing téi truéc).”

Liéu diéu twong tu con ding voi nhing cue dan séng trén
nhiing mat cong? Hinh 10.1 minh hoa m¢t duong di hinh
tam gidc trén méat cau. Hai canh ndm trén nhimg kinh tuyén
va mot canh trén xich dao. Péi voi cu dan ctia mét cau cac
canh ctia tam gidc hién ra nhu mot duong thang.” Mot may

bay bay vong quanh tam gidc nay sé ré trdi mot géc n/2 ba

* Y nghia toan hoc cu thé ctia phat biéu nay dugc cho trong muc 10.3.
** Nhitng duong “thing” nhu vay duoc goi 1a nhitng dudng tridc dia va duoc
dinh nghia & muc 10.3.
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lan gitra cac16i di “thdng”, theo d6 téng cong xoay mot goc
37 /2 < 27 trong sudt hanh trinh ctia n6. Thyc ra voi moi
duong di khép kin trén mot mét cau don vi, “géc xoay” co
thé tinh bang:

0=2r—-A, (10.1)

trong d6 4 1a dién tich duoc 16i di kin bao quanh. Dai voi
duong theo phuong xich dao, vi duy, ta c6 4 = 2m (dién tich
clia mit ban cau), va theo d6 8 =27 — 27 =0, phu hop
VOl truc giac.

Biéu thitc (10.1) 1a mot truong hop dic biét cia dinh ly
Gauss-Bonnet. Dinh Iy xac dinh “goc xoay” 6 cho mot 16i di
kin trén mot mat tron bat ky, khong nhat thiét phai 1a mat
cau. Cac kién thttc co ban can thiét cho phat biéu dinh Iy

duoc trinh bay & muc 10.3.

Hinh 10.1. Téng cic goc trong mot tam gidc caula 7— A/ R’.

Sau day 1a tom tdt noi dung ctia chuong. Cot16i ctia dinh
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ly Gauss-Bonnet ndm trong mot dinh ly dugc phét biéu don
gian vé nhimg mat non ¢ muc 10.2; n6 la diém chot clia ca
chuong. Dinh ly nay nay ra trong dau toi khi téi dang thay
mot cai sam xe bi thing, nhu mé ta & muc 10.5. Khong chi
phat biéu dinh Iy mat nén duoc co hoc goi ¥, ma ngay ca
chtimg minh cting dugc co hoc dua ra (tr. 177)." Noi dung
ctia cdc muc con lai la nhting tng dung cua dinh ly mat
non, bao gom:

1. Lam thé nao dé do dién tich ciia m¢t miéng dit bang
céch st dung mot banh xe quén tinh.

2. Lam thé& nao su d6i huéng ctia truc banh xe gay ra chuyén
dong quay.

duong sinh

mat phing truc giao

duong sinh ctia C*

Hinh 10.2. Dinh nghia ctia mat nén dai.

3. Kién thtic co ban cho dinh ly Gauss-Bonnet (d0 cong

* Chting minh toan hoc thuan tay c6 thé dugc tim thay trong cudn [L2].
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trac dia va do cong Gauss).
4. Dinh ly Gauss-Bonnet nhu 1a mot su phat biéu lai dinh
ly non d6i ngau.

Sau khi hiéu phéat biéu ctia dinh ly n6n déi ngau, cac muc
con lai co thé duoc doc theo trinh tu bat ky, voi mot ngoai
1¢ hién nhién 1a muc vé dinh ly Gauss-Bonnet phai dua trén
phan hiéu biét co ban & trudc no.

10.2 Dinh ly n6n d6i ngau

Dinh nghia nén d6i ngiu. Goi C1a mot mat non 16i, nhu
trong hinh 10.2. Céc tia tao nén médt non duoc goi la duong
sinh. Dé dinh nghia méat non d6i, tudng tuong mot ho mat
phang vuong goc cac duong sinh ctia C. T4t ca mit phang
nay tiép tuyén voi mét non bat kha kién nao do, nhu trong
hinh 10.2. M&t n6n nay duoc goi 1a non déi ngau cua C,
duoc ki hiéu la C*

Tinh d6i ngau la thuan nghich: d6i ngau ctia C* 1a C, tic
la (C**= C. Ly dola dinh nghia cia C*twong duong voi hai
nhan dinh sau day:

1. Céc duong sinh cia C va C*hop thanh nhiing cap truc
giao, nhu dugc minh hoa trong hinh 10.2.

2. Céc tiép tuyén voi hai duong cong ¢ va c*tai cac diém
tuong ting la song song, trong dé ¢ va c*la cac duong
cong giao tuyén cia C va C*v6i mat cau don vi.

Nhung hai tinh cht nay hoan toan déi ximg: khong mat
non nao dugc wu tién, va vi thé moéi mat non la déi ngau
clia céi n6n con lai. Ching minh chi tiét c6 thé duoc tim
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thay trong cudn [L2].
Dé thay rang non cang nhon, thi n6n d6i ngau cang tu.
Dinh ly sau day phat biéu mot méi quan hé cu thé gitta chung.

Mic du don gian, dinh ly nay gop phan tao nén cong thtc
Gauss-Bonnet (nhu dugc cho thay & muc 10.4).

Hinh 10.3. Vai mat nén va phan déi ciia chiung. A(c)+ L(¢")=2n
Pinh Iy n6n ddi ngau. Néu Cla mot mét nén 16i va C*1a nén
doi ngau ctia né, thi ta co:

A(C)+ L(C")=2m, (10.2)

trong dé A(C) la goéc khéi cia C, nghia Ia, dién tich phan
mdt cau don vi S? duoc giéi han béi C va L(C*) 1a do dai cia
duong cong C* N S* trén mdt cau don vi. Luu y rang cdc
madt nén ¢ day khong nhat thiét phdi tron.

Dinh Iy hinh hoc thuan tiy nay duogc goi ranhd cohoc,
cting nhu la chiing minh duoc dua ra tiép day.
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Chumg minh nho co hgc.

Hé co hoc. Cac duong sinh ctia hai mat non C va C” hop
thanh nhing cap truc giao. Ta hay dai dién cho méi duong
sinh bing véc to don vi ctia no, voi duoi dat tai dinh ctia mat
noén. Theo do ta c6 mdt bé nhiing hinh ngodc vuong chéap lai
v6i nhau tai tam (hinh 10.4). Ta nghi vé nhimg hinh ngoic
vuodng nay nhu nhing vat thé dac co thé xoay tw do quanh
tam. C4c dau ctia nhimg hinh ngoic vudng nay hop thanh
hai duong cong ¢ va ¢” trén mat cau don vi S

moment quay
gidng co

nhintr 10 xo lyc cing khong déi
bén duéi

Hinh 10.4. Ap lyc trén ds (phia trén) can bing hop luc ciia lyc cing lén ds’
(phia duoi).

Bay gio ta hinh dung rdng mét cau chita mot chat khi hai
chiéu c6 4p sudt p = 1, nhung phan non cau duoc ¢ bao lay
chita chan khong. Ap suat c6 lam sup dé duong cong c. Dé
bt lai, ta hinh dung duong cong ¢*1a mot 10 xo luc cing
khong doi, co luc ciang T = 1, dugc dinh vao cac dau “thdp
hon” cta céac hinh ngodc vuong. Diéu nay tao ra mot su
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gidng co: ca hai duong cong déu c6 xu huong sup d6 — mot
céi do ap sudt, cdi con lai do luc cdng.' D9 rdn cua cac hinh
ngoac vudng ngan su sup do xay ra dong thoi.

Trang thdi cdn bidng. Dang luu tam 13, hé co tinh vira dugc
mo ta la & trang thdi can bang phiém dinh bat ké hinh dang
ctia mit n6n C. Tam gac lai phan chtmg minh mot luc, ta
luu y rdng diéu nay ham chi nhan dinh (10.2). Qua vay, thé
nang khi dé 1a khong phu thudc vao hinh dédng ctia C. Nhung
thé nang cia bong bong chan khongla A(C), trong khi thé
nidng ctia mot 10 xo lyc cdng khong déi la do dai L(C) cia
no (xem muc A.4 va A.1). Do vay:

A(C)+ L(C") = constant .

Bang céch de bep C vé mot diém ta md rong C* thanh
mot duong tron cuc dai, va theo do hang s6 dugc xac dinh
béng 2, do d6 chtmg minh dugc (10.2).

Con phai chimg t6 rdng hai mét nén ludn & trang thai can
bédng. Xem xét hai hinh quat nho tuong tmg trén C va trén
C". Goids vads”la cac do dai ctia cac cung twong tmg ctia ¢
vac® (hinh 10.4). Ap lyc trén ds dugc cho béip . ds = dsva
theo d6 moment quay quanh phuong OA4 song song voi tiép
tuyén tai mot diém trén cung bang ds+¢, trong d6 £la nho
vO cung so voids: €/ds — 0khi ds — 0. Mat khéc, cung
ds” tuy thudc vao hai don vi luc cta luc cang; goc gita hai

* Ap luc va cang thing c6 thé c6 dnh huéng nhirnhau 1én con ngudi [nguyén
van: pressure and tension; pressure vira nghia 1a 4p sudt, vira c6 nghia la
ap luc, tension vira c6 nghia luc cang (d6i voi cac vat, nhu 13, day, 10 xo...),
vira c6 nghia cang théng (ddi véi nguoi) — N.D]
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L@ X

f kds = 27 f kds = 27 f kds =0

Hinh 10.5. Do cong phéng va tich phan ctia né. Trong sudt hanh trinh vong
quanh duong cong, tiép tuyén xoay mot goc 2m néu duong cong khong tu-cit.

luc nay dugc cho theo goc gitra hai mét phang tiép xuc voi
mit non C* doc theo hai duong sinh vién ngoai hinh quat.
Nhung goc gitta hai mat phang nay bang voi géc gitta duong
vuodng goc cuia chiing, chinh 13, véids. Ta két luan rang hop
luc 1én cung ds” 1a 2T sin(ds / 2) = ds + € . Moment quay
trén ds” c6 do 1on ds + €. Cac moment quay gidng co trén
ds vads” thé nén c6 cung do 16m, theo thit bac quan trong.
Ngoai ra, cic phuong ciia nhitng moment quay nay la nguoc
nhau, b6i céc tiép tuyén tai cac diém tuong tng trén ¢ va
¢" la song song.

Phan con lai cia chwong nay ta khai pha vai hé qua ctia
dinh ly n6n déi ngau.

10.3 Su lap thanh cong thitc Gauss-Bonnet va
hiéu biét co ban

Trong muc nay toi trinh bay phét biéu ctia dinh Iy Gauss-
Bonnet; muc ké cho thdy lam thé nao dinh 1y nay suy ra ti
dinh Iy vé nhimg n6n d6i ngau.

D¢ cong phing. Do cong ctia mot duong cong phang duoc
dinh nghia nhula
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Mait cong

/Mét phéng tiép tuyén

Hinh 10.6. Do cong tric dia la do cong ctua duong cong dugc chiéu lén mat
phéng tiép tuyén.

_do
ds
(hinh 10.5), trong d6 s 1a do dai cung va 61a goc gitia tiép

k

tuyén va mot phuong cé dinh trong mat phang.

Noi theo vat ly, k 1a van toc goc cua ti€p tuyén khi ti€p
diém di chuyén doc theo duong cong ¢ van téc don vi. Thuc
vay, néu van tdc l1a 1, khi dé s 1a thoi gian, va 99 15 van toc
thay d6i ctia goc theo thoi gian, chinh 13, van toc goc.

Dé thdy la néu toi di vong quanh mot 16i di phang kin
khong tir giao voi chinh no, ltic nao ciing nhin thing phia
trudc, khi d6 miai ctia toi sé xoay mot goc 2m:

L
| K(s)ds=2m; (10.3)
chuan xac hon, theo dinh nghia ctia k va theo dinh ly co
ban cta giai tich thi:

JOLk(s)ds _ JLj_fds =0(L)-6(0)=27

0
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trong d6 phuong trinh sau cuing dién ta viéc ti€p tuyén voi
mot duong cong kin sé xoay mot goc 2m néu duong cong
khong tu no giao cdt. Dt kién nay 1a khong qué hién nhién
nhu thoat trong: déi véi mot duong cong “réi” nhu trong
hinh 10.5 n6 c6 thé khong ro rang dén vay. Mot ching minh
chat cheé co thé dugc tim thay trong cuén [CL].

Do cong trdc dia. Thay vi mot mat phang bay gio ta xét dén
mot mat cong (hinh 10.6). Ta hay hinh dung mot con kién
di chuyén doc theo m¢t 16i di y trén mét cong. Con kién bé
xiu nghi rdng mat cong la phing, va véi n6 do cong ctia y
tai mot diém, don gian, 1a do cong (phang) hinh chiéu ctay
lén mét phéng ti€p tuyén tai diém do. P9 cong “hinh chiéu”
nay duoc goila do cong trdc dia ctiay. Tich phan [ , k(s) ds
c6 y nghia cia mot goc ma theo d6 no6 xoay theo trong hanh
trinh ngang qua y. Duong cong bat ky ma c6 do cong tric dia
1a bing khong sé dugc con kién cAm nhan nhu mot duong
thdng. DPuong cong nhu vay duoc goi la duong tric dia.

Anh xa Gauss

Hinh 10.7. D6 cong Gauss
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Sau day la mot dién gidi vat Iy. do cong tréc dia ctia mot
duong congy trén mét mat cong la van toc goc quay quanh
duong phdp tuyén véi mdt cong ctia véc to'tiép xiic co diém
goc di chuyén doc theo'y & van toc don vi.

Do cong Gauss. Dé dinh nghia do cong Gauss tai mot diém
P, taxét mot miéng nho co dién tich AS dé bao xung quanh
p(hinh 10.7).

Quan sat miéng “long nhim” tao thanh tir nhimg véc to
phép tuyén don vi ¢ trén miéng nho dang xét. Ta ré timg véc
to don vi nay di va dit gdc ctia chung tai mot diém chung.
Béing cach nay ta gan mot diém trén mat cau don vi cho méi
diém trén mat cong. Anh xa nay duoc goi la d4nh xa Gauss,
mdc du dnh xa chu¢t (hay mot &nh xa maus’) sé goi ta hon.
Goi AA 1a goc khai ctia hinh non c6 dugce. Do cong Gauss
tai mot diém p dugc dinh nghia la

K=K(p)= lim%,
AS—0 AS
trong do gioi han duoc 14y trén khdp céac miéng chtra p voi
duong kinh tién vé khong. Noi cach khac, K 1a dinh thic
Jacobi cia 4nh xa Gauss. D6 cong Gauss do “do phong”
ctia mat cong. Dién tich AA mang d4u; voi nhitng bé mat
16i nhue mot qua trimg, né 1a ddu duong, va theo d6 K > 0
(ta gid dinh truong hop khong suy bién). Véi mot mat yén
ngua, K < 0. Hinh try, du c6 mat cong, 1a khong bi phong va
thuc té€ c6 K = 0. Thuc vay, voi hinh tru anh cia mot manh

* Nguyén vdn: a maus map: map nghia 1a dnh xa; maus la mot tr tiéng Dic,
nghia la chudt. - N.D.
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qua phép anh xa Gauss suy sup thanh mot cung tron, c6
dién tichAA = 0.

Hinh 10.8. Mot mién D ctia mét cong, dugc duong cong y vién quanh.

Cong thitc Gauss-Bonnet. Khao sat mot mién D trén mot
mit cong dugc duong cong y vién quanh, nhu duogc cho
thay trong hinh 10.8. Nguoi doc c6 thé nghi vé y nhuwrla mot
vi tuyén trén mét cau; tuy nhién, dung coind la tron: né co
thé 1a con duong nao d6 trén bé mat ctia mot tiéu hanh tinh
c6 hinh dang khong déu. Cong thiic Gauss-Bonnet phat
biéu rang:

Lkds+”DKdS=27t, (10.4)

trong d6 k1a do cong tric dia ctia duong congy, K 1a do cong
Gauss clia mit cong, va ds 1a mot phan tt nho vo cing ctia
dién tich bé mat.

Mot dién gidi ctia cong thizc Gauss-Bonnet. Ta hay viét lai
(10.4) nhu:

Lkds:27r—”DKdS.

Vé trai c6 thé dugc vi nhu la goc xoay — goc ma theo do6
dau may bay xoay khi may bay di chuyén mot vong quanh
duong cong y trén mat cong. Dinh ly phat biéu ring goc
xoay la bing 2r trix di téng “do phong” [ | K dS trén mién.
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Hinh 10.9. Chting minh ctia dinh ly Gauss-Bonnet.

Ta vira dién dich (10.4), nhung liéu n6 c6 mot giai thich
don gian khong? Trong muc tiép theo toi sé cho thdy rang
(10.4) suy ra tix dinh ly non doi ngau. Va diém cot 16i cia
dinh Iy nén doi ngau la viec goc gitra hai mat phéng béng
voi goc gitra hai duong vudng goc clia chuing. Diéu tuong tu,
thé nén ciing c6 thé dugc phat biéu cho cong thitc Gauss-
Bonnet. Mot 1an nita nhu trong nhiéu vi du khéc, diéu gi d6
khéng ngo va thi vi (dinh Iy Gauss-Bonnet) gian lugc thanh
mot diéu gi khac don gian dén khong ngo.

10.4 Cong thirc Gauss-Bonnet

Dinh Iy n6n d6i ngau, ma ta “da chung minh dugc” bang
mot lap luan co hoc don gian, c6 thé duoc phat biéu lai dé
tré thanh dinh ly Gauss-Bonnet. Cho nén sau cung, ta c6
thé dung co hoc dé chimg minh dinh ly Gauss-Bonnet.

Chitmg minh. Ta b4t dau bing viéc xac lap béi canh ctia cong
thitc Gauss-Bonnet: trén mot bé mét 16i trong R*1a mot hinh
dia D dugc bao boi mot duong cong khép kin y (hinh 10.9).
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Xét mot mat nén C duogc tao thanh tir nhiing véc to phap
tuyén n voi D chay doc theo y, ciing v6i madt non déi ngau
C". Theo dinh Iy non déi ngau:

A(C) + L(C") = 2m. (10.5)
Theo dinh nghia ctia do cong Gauss, K = dA/dS , ta co:
MO:LKﬁ_

Con phai chi ra ring s6 hang thit hai trong (10.5) 1a tich
phan cuia do cong tric dia. Ta hay ré mot véc to phap tuyén
donvi n" e ¢ tronghinh 10.9(b) dén diém twong tmg trén
y (hinh 10.9(a)). Lwu y rdng L(C*) = Jy o(n") ds, trong do6
@(n")1a van t6c géc ctia véc ton” quanh phuong phép tuyén
n, khi diém P di chuyén vong quanh y & van téc don vi. Boi
goc @ = Z(m", T) 1amot ham tuan hoan trén s, ta co:

meﬁmszamy

Can noi rang néu toi di mot vong quanh 7, lic nao ciing
nhin thdng phia truoc, khi d6 mii ctia toi sé xoay mot goc
dung bang voi khi toi xoay dau lién tuc trong sudt quang
duong nhung mién sao khi quay vé mét van huéng cing mot
huéng nhu khi khéi hanh. Nhung @(T) = & theo dinh nghia
cua do cong trdc dia. Diéu nay chiraring L(C") =], k ds
va két thic chimg minh ctia cong thitc Gauss-Bonnet.
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10.5 Banh xe dap va cdc mat non doi ngau

Y tuéng vé nhiig mat nén d6i ngau duoc goi ra boi mot
cai banh xe dap. Khi t6i dang va mot cdi sam xe dap bi thiing,
cau hoi sau day chot dén: “Co thé xoay mot banh xe quanh
truc khi chi cam truc ctia banh xe khong?” Ban dau, cai
bénh xe & trang thdi nghi, cac 6 truc hoan hdo, va banh xe
duoc gitt can bang, sao cho khong quay quanh truc ctia no.

Mot vi du trong hinh 10.10 cho thdy rang cau tra loi 1a
c6 thé. Thuc té, banh xe xoay mot goc cho boi goc khai cua
mat nén dugc truc vach ra, nhu ta sé chira.”

Co thé gia 1ap chuyén dong trong hinh 10.10 voi mot
cénh tay, nhu sau. Pua thang tay phai ctia ban ra phia truoc
mdt, ndm ban tay lai thanh hinh qua dam va git ngon cai
giolén. Canh tay la truc cia mét banh xe gia tuéng, va ngon
céila mot cdi nan hoa lam ddu trén banh xe do, truc giao voi

céanh tay/truc. Bay gio thuc hién ba chuyén dong nhu sau:

1. Dua cénh tay lén qua khoi dau ban; ngén cai sé chi vé
phia sau. Gitt sao cho c6 tay ban khong ltic nao bi xoay
(nhu 1a khi ban van mot cdi tudc no vit); diéu nay giong
nhu banh xe khong xoay quanh truc.

* Su quay vong nay ctia banh xe 1a mot biéu hién cta céi-goi-1a holonomy
lién doi phép chuyén dich song song (cudn [L2]). Mot dién gidi co hoc ctia
phép chuyén dich song song la nhu sau. Cho mot véc to chi phuong, tuong
tugng ring véc to nay 1a mot céi nan hoa clia cai banh xe ma vanh xe tiép
xtic véi bé mat duong. Khong ltic nao banh xe xoay quanh truc ctia né. Khi
banh xe dugc mang doc theo mot duong cong biét trudc trén bé mat duong,
céi nan hoa bi di chuyén theo cdch ma dugc cau & trén chi ra. Day la mot
dién giai cohoc ctia phép dich chuyén song song. Cho mot dinh nghia chat
ché, xem cu6n [ARN].
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cai nan hoa lam
ddu

Hinh 10.10. Truc ndi vach ra mot hinh nén c6 goc khéi n1/2; banh xe xoay
mot goc m/2.

2. Ha canh tay xu6ng vi tri ndm ngang phia bén phai cta
ban. Ngon cai van chi vé phia sau.

3. Van gir nguyén canh tay nhu vay va di mot vong trén
mat phdng ndm ngang dén vi tri ban dau. Ngén cai bay
gi® chi sang phai. Nhung n6 da xay ra, ma ban khong
xoay c0 tay minh!

Lap luéan caa chiang ta dua trén viéc sit dung quan tinh
ctia banh xe dé hoan thanh phép dich chuyén song song.
Dé hoan thanh phép dich chuyén song song clia mot véc
to doc theo mot duong cong trén bé mat phing, hinh dung
véc to nay nhurla mot cai nan hoa dugc danh ddu trén banh
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09’6*

Hinh 10.11. Bdnh xe quay vong trén mt mit nén C xoay mot goc 27— L(c’).

xe. Khi banh xe dugc mang di quanh duong cong, sao cho
mit phang chita banh xe luon ti€p xtc voi bé mat phang,
cai nan hoa trai nghiém phép dich chuyén song song.

Y twéng vé mat noén d6i ngau da dén tir viec suy nghi vé
mot cdi banh xe nhu thé nay. Hinh dung céi banh xe khi
truc ctia n6 quét thanh mot hinh nén C (hinh 10.11). Banh
xe thyc hién mot chuyén dong dung dua lic lw. Vanh banh
xe tiép xdic moi ltc voi mot mét non gia tuéng trong khong
gian. Day chinh xéc 1a mat no6n d6i ngau C".

Banh xe xoay mo0t géc bao nhiéu sau khi truc ctia n6
thuc hién mot chuyén dong dang n6n? Cau tra 10i c6 dugc
nho quan st sau.

Pinh Iy. Gid st mét phang ctia banh xe Ian tron trén C* ma
khong truot; khi dé cdi nan hoa tiép xuc voi C* 1a truc doi
xting tirc thoi ciia chuyén dong quay ctia banh xe.

Chimg minh. Xem xét cai nan hoa ti€p xtc C" tai mot thoi
diém nao do. Cai nan hoa nay c6 van t6c bang khong: thuc
vay, van téc ctia n6 theo phuong phap tuyén véi mat phang
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1a bang khong, béi mat non C” tinh tiép xtic voi mét phang tai
diém do. Thém nita, van téc trong mat phang 1a bang khong
béi banh xe khong xoay quanh truc nho vao 6 truc hoan
héo va nho vao gia thiét ban dau banh xe & trang thai nghi.

Heé qua. Sau khi truc chay hét mot vong hinh nén C, banh
xe xoay mot goc o =21 — L(C").

Chimg minh. Thuc vay, ta hinh dung phu moét 16p son uét
lén C”. Sau khi banh xe thuc hién mot vong lin quanh C*,
mot phan hinh quat ctia banh xe sé 1ay mét 16p son ctia C".
Boi khong c6 chuyén dong truot, cung hinh quat cé cung
do dai nhu “phan hinh vdy” ctia nén C*, nhu dugc chi ra
trong hinh 10.11. G6c ctia phan cung khong duoc son 1a
2m— L(c"); d6 1a goc ma banh xe da xoay.

Hinh 10.12. Ciu ké. Dién tich A = otr.

Theo dinh ly non ddi ngau ta két luan:

o= A(C). (10.6)
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Diéu nay nghia la banh xe xoay mot géc bdng véi géc
khoi ctia hinh nén ma truc cia né khoét ra.

10.6 Dién tich ctia mot dat nudc

Theo (10.6), néu truc ciia mot banh xe khoét ra mot nén
C, thi tir trang thai tinh banh xe sé xoay mot goc bang voi
goc khoi A(C) ctia non. Sau day 1a mot ung dung ctia quan
sat nay.
C4u ké. Hinh dung mot qua cau thuy tinh hiwu co, véi mot
cay kim nhon quay quanh tam; cay kim c6 thé chi vao bat
ctt diém nao trén qua cau. Cay kim ciing dong vai tro truc
clia cai banh xe véi 6 truc hoan hao.

Do dién tich bén trong mét duong cong kin y trén mdt cau.
Ta dat cay kim tai diém xuat phat trén y; voi banh xe duogc
c6 dinh, ta danh ddu mot cdi nan hoa trén banh xe va ghi
nhavi tri cia n6. Sau dé ta dan huéng mai kim vong quanh
¥, mang no6 tré vé diém xudt phat. Bang cach do goc a ma
béanh xe vira xoay, ta thu dugc dién tich 4 bén trong y:
A=aR’,

trong d6 R 1a ban kinh ctia mét cau.

Dé chinh x4c, goc a dugc dinh nghia nhu mot boi sé clia
2m, va ta phai c6 chut can than hon & day. Tuy nhién, néu y
duoc gioi han trong mot ban cau, ta c6 thé chon 0 < a < 2m.
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11

BIEN PHUC THAT LA
BON GIAN

11.1 Gi6i thiéu

Trong chuong nay t6i trinh bay mot phan ly thuyét vé bién
phtic, bang truc gidc vat ly nhung khong c6 chimg minh chit
ché. Khong doi héi ban doc tiép xic truéc véi bién phitc. Y
tuong, dugc stt dung ¢ qua nita chuong nay, 1a lién két ham
phtic bat ky véi mot luu chét Iy tuéng chay trén méat phang
(chi tiét & muc 11.3). Nho vao y tudng nay, mot sé khang
dinh co ban trong ly thuyét ham phc tré nén hién nhién.

Muc dau tién vé s6 phitc doi ho6i mot it kién thikc co ban.
Phan con lai cia chuong c6 thé tiép can duoc véi bt cit ai
da nam duoc khai niém tich phan theo duong. Cac khai
niém vé toén t div va toan t curl duoc giai thich & muc
do ching dugc st dung.

Sau day la vai diém noi bat.

1. Cong thic tich phan Cauchy, mot két qua nén tang, dugc

chi ra nhu mot dang ctia luat bao toan khaéi lugng khéc.
Cong thitc phat biéu rang: néu luu chat khong nén duogc
nao d6 dugc sinh ra tai mot diém bén trong viing, mot
luong twong duwong phai thoat ra khoéi bién ctia vang
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(muc 11.5).

. Dinhly 4nh xa Riemann, mot trong s6 khang dinh quan
trong nhét cda ly thuyét ham phc, dugc thé hién duoi
dang gan nhu hién nhién voi mot 1ap luan vat ly. Trong
suot mot thoi gian sau khi da hoc dinh ly nay, va co thé
trinh bay chiing minh ctia n6 theo ai d6 yéu cau, t6i van
khong thé thuc su ly gidi duoc tai sao dinh ly lai ding.
Dién gidi vat ly @ muc 11.7 lam cho dinh ly tré nén rét
déng tin va no c6 thé phién dich thanh mot chtimg minh
chat ché.”

. Cdi rdt dang luu tdm la cong thic noi tiéng
1+1/2*+1/3*+---=x" /6 ctia Euler c6 thé phét biéu
dudi dang: d6i véi dong chay trén mat phing ctia mot
luu chat khong nén duoc voi nguodn va giéng hut, khoi
luong sinh ra tai ngudn ding bang voi khéi lugng hap
thu tai giéng huat (muc 11.8).

11.2 S6 phtic da dugc phéat minh nhu thé nao

On Iai tinh nhan. Lan dau duoc day ring (=1)-(=1)= 1, toi
va vai nguoi ban hoc cdm thdy bdi réi va nghi rang: “Néu

am la xau, lam thé nao nhan hai “cai x4u” lai thanh cai

t6t?” Rat lau sau t6i mo6i nhan ra rdng cau chuyén nay c6

y nghia hinh hoc. Mot s6 4m, dugc xem nhu mot véc to

trén duong thang, hop thanh mot goéc m véi chiéu duong
ctia trucx: Z(-1) =z, (hinh 11.1); d6i voi mot s6 duong goc

nay la bang khong: £(1)=0, hay, ta cting c6 thé noi, boi s6

* Céc chi tiét ctia n6 c6 thé duge tim thay trong mot cuén séch xuat sic cia
Nevanlinna va Paatero [NP].
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nguyén cua 2m.

< >
-1 ! 1

Hinh 11.1. Z(ii)= Z()+ L) =7/ 2+ /2 =1, dé ma ]1a moOt s6 am.

Quy tic phép nhan, dugc dién dat mot cach hinh khoi,
phat biéu: “ Trong phép nhan, cac géc cong duoc thém vao,
trong khi cdc d¢ 16n dugc nhéan Ién.”

Diéu nay hé 160 mot quy tac c6 vé nhu la lung duogc phat
biéu trudc do. Thuc thé,

Z(D)-(-)=L(-D)+L(-)=rn+r =21,

sao cho (-1)-(—1)ndm doc theo chiéu duong truc x, ttc 13,
mot s6 duong.

W xXn

Gidi thiéu sé i. Vay dau la dinh nghia hop Iy ctia “s6” i nhu
1ai?=1i.i=-1? Quy tdc phép nhan dugc phat biéu ¢ trén
goira cau tra loi: bdi cac goc cong thém trong phép nhan, va
béi £(~1)= &, tatrong cho £(i) = /2! Diéunay dan ta dén
dinh nghia 7 nhu duoc chira tronghinh 11.1, don gidn nhu
la diém (0, 1) trong mat phang.” Theo d6 ta da dinh nghia
s6 phtic don gian nhat, i. Mot s6 phtic tong quat dugce dinh

* Ciing bién minh nhu vay ta c6 thé néi i = (0, -1) . S& di khong ghi vay duoc
béi vi dc cam tam 1y ctia ching ta d6i voi nhimg ky hiéu am.
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nghiala mot diém (x, y) trong mat phang, duoc viét ra vily
do truyén théng, vi tinh tién lgi, va theo cdAm quan chung,
nhuz = x + iy; phép nhan ctia nhig s6 phtic dugc dinh
nghia theo quy tdc phat biéu ¢ trén: cac goc (hay cdc doi
s0) cong thém, va cac do dai (cac khoang cach dén goc toa
do) nhan Ién. Chi ti€t hon c6 thé dugc tim thay trong bt ky
cudn sach nao vé bién s6 phtic, chang han cudn [NP], [Sp].

11.3 Ham s6 nhu dong chéy luu chat ly tuéng

Y tuéng don gian nhung khong qua-hién-nhién sau day
tao thanh mot trong céc cau néi gitra bién phtec va vat ly:

Xem mot ham s0 f(z) nhu mot truong véc to trong mat
phang, bing cdch gan cho timng diém z, véc to sz) , phtic
lién hop’ cdaf(z) .

Tai sao stt dung mot phtic lién hop? Ly do la truong véc
to f c6 tinh chdt ddng luu tam sau:

Néu f{z) la mot ham kha vi véi mot bién phiic z, khi dé
lién hop cta n6 ]TZ) , xem nhu mot truong véc to, cé sudt
tiéu tan" (div) bdng khong va van toc xody (curl) bang khong
(duoc dinh nghia & doan tiép theo).

Vén téc xody (truong hop hai-chiéu). Van t6c xoay clia mot
truong véc to V=(P(x, y), Q(x, y)) tai mot diém z c6 thé
dugc dinh nghia nhu sau. Tuong tuong danh dau luu chat
béng hai dau gach truc giao chéo nhau tai diém z. Khi d6
van toc xody V(z) 1a tong clia cac van toc goc ctia hai dau

* Nguyén do cho viéc stt dung mot gia tri lién hop dugc gidi thich ngin gon.
** Sudt tiéu tan dugc dinh nghia & muc 7.3.
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gach nay khi chung bi cuon di doc theo dong chay V. Theo
d6 van t6c xody la (hai 1an) van toc goc trung binh cta luu
chat tai mot diém. Dé dang nhan thay van téc goc ciia dau
gach ndm ngang bang ‘2)% (diéu nay 1a hoan toan hién nhién,
béi dao ham nay do luong “do léch”, dé la sw phu thudc ctia
van toc phuong doc Q theo x); mot cach tuong ty, van toc
goc ctia ddu gach thidng dimgla _ 9 . Theo d6 van téc xoay:

dy
00 oP
V(x, y)= a—f—g .

Theo lam don gian thuat ngt, lvu chat hai-chiéu bat
ky chay trén mat phang véi van téc V(z)= f(z)tai z c6 hai
tinh chat sau: (i) khi mot phan luu chat tuy ¥ bi cudn di,
dién tich ctia phan d6 khong thay déi, va (ii) “van téc goc”
cuia luu chat 1a bang khong tai moi diém. Luu chat nhu vay
duoc goi la 1y tudng.

Cai dang luu tam 12 tat ca cac ham s6" ta hoc trong truong
pho thong va trong giai tich déu c6 dién giai dang luu chét
nay! Tinh kha vi tai nhiéu y nghia vat ly hon 1a nguoi ta tuong.

Vi sao ma van téc xody ]Tz) =div ]_’(z) =0 2Sutriét tiéu clia
sudt tiéu tan va van téc xody clia f(z) thuong duoc biét dén
nhuw 1a hé phuong trinh Cauchy-Riemann va cdch chiing
minh ctia n6 co6 thé tim thdy dugc trong bat ky gido trinh
nao vé bién.” Thay vi mot chiing minh, day 1a mot giai thich

hinh hoc (ma c6 thé phién dich thanh chiing minh chét ché

* V6i mot ngoai 1é hiém hoi, nhula y =|x|.
**Vi du, cuén [NP], cuén [Sp]

195



vOi mot chut c6 gdng). Bbi ta co thé doi goc toa do toi diém
bat ky, thé nén giai quyét truong hop z = 01a dt. Béi f1a kha
vi, tacod f(z)=cz+ €, trong do la ki hiéu s6 hang bac cao
ctia bién z tuc 1a €/z— 0khi z— 0. Thé nén, khong lam
mat di tinh téng quét néu ta gia dinh ring f1a tuyén tinh:
f(2)=cz=az+ibz, trong d6 a va b 1a s6 thuc. Diém cot 16i
1a chimg té rang ca 7z va iz déu co sudt tiéu tan bang khong
va van toc xoay bang khong. Hinh 11.2 1lam cho moi viéc kha
1o rang rang day qua thuc 1a bai toan can giai quyét. Chang
han, div Z = 0 dugc nhan thay tirnhan dinh su thu nho ctia
mot hinh vuong tam dat tai goc toa do theo phuong y bu lai
bédng chinh sy gian ra cia n6 theo phuong x.

Bai todn. Trong dong chdy xody tuong ung f = i/z (hinh
11.2), moi phan tiz Iru chat quay quanh goc toa dé theo
duong tron. Khi dé lam sao van toc xody, von thé hién vdn
toc goc 1an can cua luu chat, lai cé thé bang khong?

Tra 16i. MOt mui tén nho tiép tuyén voi duong tron dung
1a xoay theo chiéu kim dong ho. Tuy nhién, khong nén bo
qua viéc cac miii tén truc giao xoay nguoc chiéu kim dong
hovi van t6c giam khi ta doi ra xa goc toa do. Tong cia hai
van toc goc (van toc xody) thuc ra la bang khong, nhu rut
ra tit nguyén ly téng quat, hodc nhu c6 thé xac minh bing
tinh toan tryc tiép.
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F2)=1/z ngudn cdp | giéng hut F) = 1)z

z xo0dy vong | ludng cuc

i) /

fz)=i/z f(z):1/22

Hinh 11.2. M&i ham s6 f{z) sinh ra mot truong véc to f(z). Néu / tdn tai,
dong chay tuong tmg la khong quay va khong nén dugc. Mot vong tron réng
tai goc toa do biéu thi van tdc bang khong; mot chAm den biéu thi mot diém
ki di véi toc to dong chay gan bén tiém can vo cuc.
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11.4 Y nghia vat Iy ctia tich phan phiic

Tich phan fc f(2)dz cia mot ham s6 phiic f doc theo mot
duong cong khép kin* C c6 mot dién giai dep, két hop hai
khéi niém vat ly trong mot ki hiéu ngéin:

jcf(z)dzz LuusS . f +i Thongluong ¢ f. (11.1)

O day luu s6 clia mot truong véc to trén mién C dugc
dinh nghia nhu tich phan ctia thanh phan tiép tuyén va
thong luong duoc dinh nghia nhw 1a tich phan ctia thanh
phan phép tuyén huong ra ngoai ctia V:

. def N def
Luu so . V:jCV-Tds, Thong lugng . V=jCV-Nds,

trong do T va N 1a cac véc to phédp tuyén va ti€p tuyén don
vi cia C, va - ki hiéu tich vo huong.

Sau day l1a mot chimg minh ngén cho dang thuc (11.1).
Goi f=u+iv, dz=dx+idy.Bb6 qua mot vai bién doi s6
hoc, ta c6:

fdz= (u;v) . (dx, dy) + i<u, — v) . (dy, — dx)
(nhu trén, - ki hiéu tich vo huéng ctia hai véc to), hay
fdz=f-Tds+ f-Nds.

Lay tich phan danra (11.1).

* Takhong dua ra diéu kién cu thé ma C phai thoa. V6i yéu cau nay ta chi can
xem C nhu mot dudng con kin bing phing khong tu-cét 1a da.
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Dinh ly Cauchy-Goursat. Cho dén day ta chua 4p dat gia
thiét kha vi nao co trén . Néu bay gio gia sit fkhavi, V= f
sé tr&d thanh mot treong vecto khong tiéu tan va khong xody.”
Khi do ta két luan raing Luu s6 . V = Thongluong . V=0
(dinh ly Green, muc 7.3), va (11.1) suy ra két qua 1a dinh ly
Cauchy-Goursat:

Néu fla ham gidi tich & trén va trong mién C, khi do:

fcf(z) dz=0.

Nhu mot sy minh hoa luu chét ctia dinh 1y, luu s6 va
thong luong ctia bat ¢t lwu chét nao truyén di trong hinh
11.2 triet tieu, mién sao chu tuyén C khong bao quanh diém
ki dj (diém tai do f'1a khong kha tich, 1a diém z = 0 trong
bén vi du gan nhat).

11.5 Cong thirc tich phan Cauchy thong qua
dong chdy luu chat

Cong thuc tich phan Cauchy cho biét gia tri chia mot ham
s0 kha tich ftai diém bat ky z, bén trong mot duong cong
khép kin C tinh theo cac gié tri ctia f trén C:

f(zo)—

jc @, (11.2)

Z— 2

Cong thitrc nay khong hoan toan hién nhién voi hau hét
chung ta. Phat biéu vat ly tuong duong sau day c6 tinh truc
quan hon nhiéu.

* Dan theo nhan xét trong yéu & trang 150.
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Y nghia vt Iy ciia cong thiic tich phan Cauchy. Khéo sat
mot dong luu chat ly tuéng trong mdt phdng véi mot diém’
nguon-xody tai z = z, (hinh 11.3). Khi dé (i) luong Iuu chat
sinh ra mai gidy tai nguon béng Iuong Iuu chat méi gidy bang
qua bién C va (ii) Iuu s6 xung quanh mot duong tron vo
cuing bé bao quanh diém ky dj z, diing bang Iuu s6 xung
quanh C.

C

Hinh 11.3. Mot phéc hoa ctia dong chay f(z)/(z — z,) twong tng ham lay
tich phan cta (11.2).

Tam quan trong vat Iy ciia vé bén phai (11.2). Theo (11.1),

J f(2) dz=Luu s6 + [ Thong luong, (11.3)
€z—12,

trong do luu s6 va thong lugng twong timg truedong véc to duoc

* Mot cach tryc quan, c6 thé nghi vé mot 16p nuoc méng xody hut xudng mot
giéng hit (btic tranh cta ching ta cho thdy chuyén dong d6 theo huéng
nguoc lai). T4t nhién, giéng hit khong phai 1a mot vi du t6t boi c6 ma sat
voi ddy, do day cta cac 16p nudc thay déi, van van.
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cho theo lién hop ctia ham lay tich phan. Ta hay thit hinh
dung ban chat ctia dong chay dé. Theo cong thic Taylor,
f(@)= f(z,)+ (z— z,)g(z), vaham ldy tich phén tré thanh:

F@) _ f(z)

Z_ZO Z_ZO

1 I
+g(zx)=A +B +g(2),
Z_ —

Z, z—2,
trongdo A +iB = f(z,) . Taphat hién rdng dong chay tuong
tmg ham s6 nay la mot chong chap ciianguoncap 1/(z—z,) ,
xody nuoc i/(z—z,), va mot dong chay khong nén duoc

(g(2)). Sukét hop dugc phac ra trong hinh 11.3.

Chi c6 dai lugng nguon cdp gop phan vao gia tri thong
lugng, 27A, va co6 dai luong xody gép phan vao gia tri luu
s0, —27B, nhu giai thich theo hinh 11.2. Do g(_z) la khong
quay va khong nén dugc khdp mién khéo sat, n6 khong gop
phan vao gid tri nao ca. Theo d6 (11.3) chuyén thanh:

[ Sy - onB+idwA=27i(A+iB) = 27if (z,).

cz—2z,

Dén day ta da hoan tat dién giai ctia cong thic tich phan
Cauchy.

Hinh 11.4. Dung nén mot ham kha tich f =y +jv t mot phan bg nhiét do.
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11.6 Dong truyen nhiét va ham gidi tich

C6 mot dién giai vat Iy dang luu tam khac ciia mot ham
gidi tich, bén canh diéu toi da néu ¢ trén. Néu da lam quen
vOi toan ti gradient ban sé hiéu r6 muc nay hon.

Phan thuc # ctia ham giai tich bat ky:
f@)=u(x, y)+iv(x, y)

c6 thé duoc vi nhu mot chi sd nhiét dé 6n dinh ctia mét cai
dia, nhur1a mot tdm kim loai moéng, trong khi phan 4o v c6
thé duoc vi nhu thong lugng nhiét truyén qua duong cong
ndi diém cho trudc O voi (x, ). Cu thé 1a nhu sau.

Xem xét mot dia phang méng dan nhiét khong dang ké
(hinh 11.4) vi du nhu 1a mot tdm déng, phang, mong. Mat
trén va mat dudi cia dia duoc cach nhiét, va nhiét chi co thé
truyén vao hay truyén ra qua vanh dia. Bang cach c6 dinh
nhiét dd vanh va cho mét thoi gian da 1au, ta thu dugec mot
phan bé nhiét do 6n dinh; goi u(x, y) la nhiét do tai (x,y).
Hinh vé cho thdy cac duong nhiét do khong déi (ddng nhiét),
doc theo duong gan cia “nhtimg phan tit truyén nhiét” — hay
cu thé hon, mot duong thiang vudng goc voi timg duong
dang nhiét.

Ta gia dinh rdng thong luong nhiét1a —Vu . Diéu nay c6
nghia la lugng nhiét truyén qua mot doan thang vo ciing bé
ds c6 véc to phép tuyén N dung biang —Vu - Nds . N6i cach
khéc, ta dang chap nhan do dan nhiét ctia cai dia la dang
huéngva c6 dolonla 1.
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Dinh luat bdo toan nang luong 4p dat mot tinh chat dac
biét Ién u. Thuc vay, luong nhiét tong cong truyén vao mién
con bat ky 1a biang khong:

jVu-Ndszo, (11.4)
Y

trong d6 N la vécto phép tuyén don vi ctia y, doi voi duong
cong khép kin y bat ky.

Dé dinh nghia v(x, y), ta hay n6i mot diém tuy dinh
z = X + iy voi mot diém cho truéc O nho duong cong C,
va goi v la nhiét lugng truyén qua C:

v(x, y)= jCVu«Nds. (11.5)

Tich phan khong phu thudc vao duong cong C nhovao
tinh chat (11.4).
Tabdy giokhéng dinh réng f'= u + iv Ia mot ham khé tich.

Phéc hoa chitng minh. Lay tich phan (11.5) theo ting bién
va sttdung duong khong phu thudc tich phan do, thu dugc
U, =uy, U, =u, Diéu nay la twong duwong phat biéu ring
div f =rot f =0, mala dac tinh cia mot ham so giai tich
(muc 11.3).

Bai tap. Ly giai bing mot Iap luan tunghiém truc tiép vi sao
moilienhév, =u, v =—u, van dung.

11.7 binh ly 4nh xa Reimann cho boi dong
truyén nhiét

To6i khong coilap luan dudi day la mot chiing minh chat
ché cta dinh Iy &nh xa Riemann ma chi c6 y dinh lam cho n6
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tré nén hién nhién mot cach truc quan. Nhing chi tiét chit
ché bi bé qua & day c6 thé duoc tim thay trong cuén [NP].
Kién thitc co ban cho 1ap luan nay 1a khai niém gradient.

Hinh 11.5. Nhiét truyén vao qua bién ctia D va bién mit trong nhimg giéng
hat 6 van toc 2r cal/giay.

Dinh Iy 4nh xa Riemann.” Goi D la mién m¢ trong mat
phdng phiic duoc giéi han béi mot duong cong kin don C,
va goi z, la mot diém trong mién D. Ton tai mot ham
gidi tich f ma dnh xa 1-1 D Ién mét hinh dia don vi, voi
F(z)=0 va f'(z,)>0.

Xdc Iap mé hinh vét Iy. Xét mot cai dia truyén-nhiét déu D
nhu dugc mo ta trong hinh 11.6. Ta gi® vanh dia tai nhiét
do u =0, va gitt lanh mot cai dia vo cung nho tai goc toa
do dén n6i moéi giay co 27 calory truyén qua duong cong
kin bat ky bao quanh dia. Nhiét do duoc coila van 6n dinh

va khong thay déi theo thoi gian.

* Phién ban nay cta dinh ly 1a yéu hon phét biéu tdng quat nhit, cdi chi doi
héi tinh don lién ctia D (xem [NP]). Anh xa ftrong dinh ly 1a doc nhat, nhu
bé dé Schwarz ngadm chi, nhung & day ta chi quan tam sy ton tai ctia no.
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Heé ding nhiét. Voi mdi diém z trong mién D bay gio ta gan
cho hai chi s6: nhiét do ctiané #, va nhiét luong truyén qua
mot duong cong tit 4 dén z (hinh 11.5), trong d6 A4 la mot
diém cho trudc va co dinh. Nhiét lugng v(z) nay duoc xac
dinh thong qua (11.5). Tuy nhién, duong cong Az c6 thé
quay vai vong quanh goc toa do, va theo do v(z) duogc xac
dinh 1a chi tuan hoan 27, béi méi vong tang thém sé ldy di
nhiét luong 27. Ham da-tri v(z) c6 thé dugc xem nhu mot
dang ctia bién s6 goc. Bay gio, cai anh xa Riemann ma ta

muon chi don gian la:

f(Z) — eu(z)+iv(z)

Thuc thé,

/ 1a don-tri bat chdp su thuc rang v duoc xac dinh dén
1
21, béi ™ =1.

0+iv

=1.

2. V6iz nam trén bién ctia D ta c6 |f(z)| = ‘e

3. f(0)=e™""=0.

Dé c6 dugc f7(0) > 0 tachon diém A (hinh 11.5) c6 qui
dao v = 0 huong vao tam theo phuong vudng goc voi truc x .
Cdi thiéu chdt ché. Mot vai “chi tiét” chat ché da bi lo di;
trong d6 quan trong nhét 1a sy ton tai cia phan bo nhiét do
u. Sy ton tai ciia phan bé u nay, dugc goila Ham sé Green
clia mién, l1a trong duong su ton tai clia mot cach giai cho
bai toan Dirichlet — mgt bai toan dugc thao luan trong hau
hét tét ca tai lieu vé phuong trinh vi phan riéng; vi du xem
cuén [CH].
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11.8 Tinh tong Euler bang dong luu chat

Muc tiéu clia toi trong muc nay la chi ra buc tranh déng
sau cong thiec Euler. Khong c6 chiing minh nao duoc trinh
bay; ching c6 thé duoc tim thay trong phan 16n gido trinh
vé bién phiic, vi du nhu cuén [Sp].

Béang cach thit nhitng ham s6 f(z) khéc nhau ta c6 thé
khdo sat cac truong van toc ]Tz) thu dugc. Mot treong van
toc nhu vay, twong tmg ham so:

cotmz

f(z )—— (11.6)

duoc chi ra trong hinh 11.6.

Hinh 11.6. Nhiét luong dinh nghia theo (11.6). M01 diém s6 nguyén 7 taora 1,
don vi luu chat méi gidy. Goc toa do hap thu z° /3 don vi luu chat méi glay

Tai goc toa do, luu chét dugc day ra theo phuong x va
hép thu theo phuong y . Mot tinh todn (st dung chubi

* Van téc tién t6i vo cuc tai lan can goc toa do. Mo hinh dong duoc cho thay
& day duoc goi la ti cuc.
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Taylor) ma t6i lugc bé qua chi ra rdng sy hdp thu manh
hon mot lugng 7° / 3. Diéu nay nghia 1a thong lugng qua
mot duong tron nhé bao quanh goc toa dola —z” /3. Mat
khéc, moi diém nguyén z=n=+1=212,..., 1a mot ngudn
cdp c6 cuong do L. Nhu hinh vé goi ra, tat ca luu chét di
ra tlr cac nguon cgp vé goc toa do, va do do:

n’ 11
—= 1+ — + ey +...1,
3 27 3
trong d6 su c6 mdt cua thira s6 2 suy ra tl viéc cac nguon
cdp hop thanh nhiing cap doi ximg £n. Chia cho 2 ta co

duoc cong thirc Euler:

T (11.7)
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PHU LUC
KIEN THUC VAT LY CAN THIET

Phu luc ngén nay bao gom nhiing bo do nghé vat Iy duoc
st dung xuyén sudt cuon sach.

A.1 Lo xo

B0 do nghé cho nhing thi nghiém gia tuéng cua ching
ta bao gom hai loai 10 xo: 10 xo tuyén tinh va 10 xo ¢6 luc
cing hing so.

Lo xo dan héi chat. Mot 10 xo dan hoi chat 1a 10 xo c6 luc
cang tilé truc ti€p voi do dai ctia no: kéo cang mot 10 xo nhu
vay dén mot do dai x doi héi motluc kx. O day k 1a mot
héing s6 (dugc goi la hing s6 Hooke), dac trung cho moi lo
xo cu thé. Gid tri knho nghia 1a 10 xo 16ng, trong khi £ 16n
nghia 12 10 xo cting. Luu y rang do dai nghi cta loai 10 xo
nay bang khong.

THE NANG CUA MOT LO XO DAN HOI CHAT. Theo dinh nghia,
thé nang cia mot 10 xo 1a cong can thiét dé kéo gian 10 xo
tir do dai nghi (¢ day la bang khong) dén do dai x. Cong
nay c6 thé tinh dugc bang (luc kéo trung binh do tay toi tac
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dong) x(khodng cach x ma tay toi di chuyén). Luc kéo trung

binh duoc cho theo l(o +kx) = lkx , va theo do thé nang la
2 2

1
P(x)=—kx*.
(x) >

Thay vi vay, c6 thé tinh cong nay nhu tich phan ctia luc

theo khoang cach: P(x)= I(kx)ds = %kx2 .
0

piston

chéan khong *
-~

Y

Hinh A.1. Hai mé hinh thyc t& ctia mot 10 xo luc cdng hédng so.

Lo xo ¢6 Iyc cang hdng s6. Lo xo c6 luc cdng khong phu
thuoc vao do gian ctia n6 duoc goila 10 xo ¢6 Iuc cing hiang
s0. C4ilo xo la lung nay c6 thé dugc lam tir mot piston trugt
khong ma sat trong mot 6ng xy lanh bi bit kin mot dau, voi
chan khong bén trong, nhu cho thay trong hinh A.1. Mot
mo6 hinh thuc té€ khac, dugc chi ra trong hinh A.1, bao gom
qua nang ¢ voi cai rong roc.

THE NANG CUA MOT LO XO LUC CANG HANG SO. Theo dinh
nghia, thé nang 1a cong can c6 dé kéo gian 10 xo trmot do dai
tham chiéu, ma ta chon 1a bang khong, dén mot do dai cho
trude. Cong nay bing luc kéo ¢ nhan cho khoang céch x:

E=cx.
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A.2 Mang xa phong

Mang xa phong 1a mo phong hai chiéu ctia 10 xo ¢6 luc cang
héng s6. Mot mang xa phong nhu 1a tuong ciia mot bong
bong xa phong c6 mat tinh chat ky la: trong thé gidi Iy tuéng
héa ctia chuing ta, stic cing bé mat ctia bong bong xa phong
khong thay doi khi ta lam gian ra hay co lai cadi mang ly
tuwong. Nhu khi ta théi phong mot bong xa phong, stic cang
bé mit ctia n6 khong déi.

Stic cdng bé mdt, theo dinh nghia, 1a lyc can co6 dé gia
nguyén dang mot khe hd ¢6 do dai don vi. Néu ta hinh dung
viéc khau khe ho, luc lam gitt nguyén dang nay la tong stc
cdng clia tat ca day chi trong duong khau. Voi mang xa phong,
sttc cang bé mit 1a dang huéng. Diéu nay c6 nghia ring su
dinh huong ctia khe hé khong anh hudng gi dén stic ciang
bé mat. Trong khi do, stic cang di huong xudt hién ¢ hau hét
c4c bé mat nhu da, mang nhua cao su, vach ctia 6ng nén,
béanh xe, va cac vat liéu pht.

Thé ndng ctia mot mang xa phong ti 1é thuan voéi dién
tich mang A:

E=0A, (A.1)

trong do s 1 sttc cang bé mét. M&i lién hé nay khién mang
xa phong tré nén hitu dung trong viéc giai quyét nhimg bai
toan t6i thiéu hoa dién tich. D€ minh chiing mai lién he
(A.1), xét céi khung trong hinh A.2; thanh thing truot doc
theo khung, kéo mang xa phong vé phia sau. Néu L la do
dai phan ctia thanh thang ti€p xuic voi mang, luc can co dé
di chuyénnola F=oL.
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D

Hinh A.2. Thé ning ctia mét mang xa phong véi stic cing bé mat khong ddi
claoca.

(Mot cach tuong duong, ciing c6 thé nghi vé mot ong xy
lanh v6i mot piston chuyén dong vé hai huong, voi chan
khong bén trong va voi ép luc 0 bén ngoai.) Theo dinh nghia,
ning luong ctia hé bing v6i cong can c6 dé kéo thanh do tr
vi tri tham chiéu, ma ta chon 1a vi tri dién tich bang khong.
Dé kéo thanh (hay piston) mot khoang D sé ton cong

E=0L .D=0cA,

minh ching cho nhan dinh.

Bai todn. Cdc ong dan bi dong da Iuén luon nut gay doc
than. Vi sao?

Loi gidi. Ta sé thdy stc cidng doc than trong xylanh bi nén
16n gap hai lan strc cing theo phuong duong kinh. Ta hay
so sanh céc luc can c6 dé gitt nguyén dang mot vét nit doc
than so v6i mot vét nit ngang (hinh A.3).

Goi pla ap luc bén trong 6ng; ta gia sttno la ding huong.
(That tha ma noi, ta thuc sy dang giai thich tai sao mot 6ng
dan voi luu chét bi nén, chiv khong phai 6ng bi dong bang,
sé bi ntit gay doc than.) Néu ta cdt 6ng dan doc theo duong
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kinh (hinh A.3) sé tén luc p - 7r” dé git mit cit nguyén khoi
chéng lai 4p luc plén dién tich 7. Luc nay dugc mang trén
do dai 277 cia mat cét, cho nén gia tri luc trén mot don vi
chiéu dai la:

Tr 1
O theo phuong ngang — p =

2rr 2

- ueyl o0p o

o theo -27r
phuong ngang

Hinh A.3. Can béng luc doc theo 6ng dan va cit ngang 6ng dan.

Néu ta cit 6ng dan doc theo hai duong sinh voi do dai L
mobi duong (hinh A.3), mot luc c6 do 16m p X (L x2r) sé can
c6 dé git khe ntt nguyén dang chong lai 4p luc lén dién
tich ctia tiét dién hinh chtt nhat L X 2r. Chia cho mot don
vi dién tich ctia vét ntt ta co:

X(LxX2r
o-docthén:p ( ):p}"
' 2L
Tanhanrarang o ;. yun =20 o phuongngang ON8 dan nut

gay doc than vi stic cdng doc theo duwong sinh cua hinh tru
12 gap hai lan stic cang doc theo duong kinh ctia no.
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A.3 Khi nén

Dé phuc vu cuén sach nay ta chi xem xét mot mo hinh
don gian cta khi c6 dp sudt p khong doi ngay cd khi binh
chita thay doi kich thuéc: p = constant . Co nghia day 1a mot
chat khi gia tuéng, mot thit tuong ty nhu mang xa phong,
ngoai trir 1a stic cang o c6 gia tri am, nghich doi voi ap luc:
p=—-0,0<0.

Thé ndng ctia khi nén. Xem xét mot viing phang D bom
day mot chét khi hai-chiéu. Nhéc lai ring ta gia st 4p suat
khong déi khi viing phang thay déi dién tich. Thé nang ctia
hé nay la — p4 . Chung minh nhan dinh nay chi la l1ap lai
nguyén van cta lap luan twong tmg cho stic cang bé mat.

Tuong tw nhu thé, thé ning clia mot ving ba chiéu co
thé tich V, bom day khi tai ap luc p,l1a-pV.

A.4 Chan khong

Tudng tuong mot ving trén mét phang, voi chan khong
bén trong va khi nén & ap luc p bén ngoai. Can mot cong
PpA dé tao thanh mot cai bong bong chan khong nhu vay,
trong do6 A la dién tich caa vung. Thuc vay, xem xét mot
piston c6 chiéu dai L trong xi-lanh, nhu trong hinh A.2.
Luc F = pL la can thiét dé di chuyén piston; dé di chuyén
piston nay mot khoang D tén cong FD = pLD = pA . Diéu
nay chiing t6 ring dong ning clia bong bong la:

E=pA,

it racho mot bong bong hinh chitnhat. Batky hinh dang nao
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khéc déu co6 thé duogc xdp xi & cac mic do chinh x4c tiy y
bédng nhiing hinh ch nhat nho, va két qua ¢ trén van dang.

Mot bong bong hai-chiéu chiu 4p luc xung quanh bang
p tuong duong vé mat toan hoc véi mot mang xa phong voi
sttic cang bé midt o= p.

Lap luan nay ap dung cho khong gian ba chiéu va cho
cung mot két qua: thé nang ctia mot bong bong chan khong
c6 thé tich V chiu ap luc xung quanh bang p, ding bang
cong can thiét dé tao thanh mot bong béng nhu vay, va né
ti Ié thuan véi thé tich:

E=pV. (A.2)

A.5 Moment quay

Dinh nghia. Xem xét mot luc F tac dung vao diém 4,va O
1a diém chon trudc, goi la diém truc. Moment quay ctia luc
F quanh truc O latichvécto T =L x F, trongdé L = OA
1a vi tri trong doi ctia A toi O, goi 1a canh tay don. Moment
quay ciing dugc nhdc dén nhuwla moment cta luc F quanh
diém truc O.

thanh phan

lam xoay Ty o

Fsina
]

(83

A t )
thanh phan

“khéng tac dung”

Hinh A.4.D¢16n ciamoment quay (Fsine)L = F(Lsine) = [F x L|. Huéng cia moment
quay la chi ra khéi mat gidy vé phia nguoi doc. Day la huéng chuyén dong ctia
dai 6¢ doc theo bu-loong v6i duong ren huéng-ban-tay-phai.
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binh nghia nay vira khit hoan toan véi cdm nhan cta ta

”*

vé “cuong do xoay.”” Hinh dung ta dang c6 xoay mot dai 6¢
bi ket voi céi khoa van. Chi thanh phan ctia F truc giao voi
tay cam L 1a c6 ich. D¢ 16n ctia thanh phan nayla Fsino .
Khoéng chi luc, tuy nhién, ma con dé dai L ctng anh huéng
dén cuong do cua viéc xoay. Trong thuc té, cdi thuc swco y
nghia cho viéc lam dai 6c hétketla tich s6 (Fsina)L . Diéu
nay gidi thich cho tinh hop ly ctia dinh nghia vé d¢ lon cta
moment quay bang 7 = |L x F||= L(F sinc) . Nhung ciing
c6 mot truc tw nhién - cai ma bu-loong c6 xiét dai 6¢ trén
nd, vuong goc voi ca L va F. Ciing c6 mot phuong tu nhién
doc theo truc nay: phuwong ma dai oc sé di chuyén néu nod
hét ket; duong ren trén bu-loong duoc coi nhw huéng-ban-
tay-phai theo quy udéc théong thuong.

A.6 Trang thai can bang ctia mot vat ran

Trong pham vi théo luan ctia ching ta, mot vat rin la
mot tap hop cia mot s6 hiru han ctia nhing chat diém m,
c6 khoang cach c6 dinh véi nhau.

Ap dung dinh luat 1 ctia Newton cho mét vat rin dan
dén nhan dinh sau:

Pinhly 1. Néu mot vat & trong trang théi can bang, tong tat
cé luc va tong tat cd moment quay (quanh mot truc quay
nao do) tdc dong lén vat phai bang khong.

* Ta tranh thuat ngit “luc xoay” béi vi diéu c6 ¥ nghia khong phai la luc ma
ding hon 14 tich s6 ctia lyc va céanh tay don. Tham chi mot luc bé ti ciing
c6 thé xoay mot dai 6c xiét chit voi canh tay don dt lon.
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Néu téng luc 1a ZFk =0 ta c6 thé chon truc quay nao
cting dugc boi vi khi d6 tdng moment quay khong c6 phu
thugc vao su lya chon truc quay. Thuc thé, goi r, lavéc to
vi tri clia chét diém t6i goc toa do, va a 1a véc to vi tri clia
truc quay. Khi d6 tong moment quay quanh a cting y nhu
tong moment quay quanh goc toa do:

T, =2Fkx(rk—a)=2Fk><rk—(2Fk)><a
=Y F xr,=T,,

nhu da khang dinh. Nhan xét don gian sau day da duoc st
dung trong vai bai toan tim cuc tiéu trong hinh hoc.

Bé dé vé ba luc dong quy. Néu vat dudi anh huong ctia ba
luc 1a trong trang thai can bang, khi d6 cac duong bién dién
ctia nhing lyc nay la dong quy (nghia 13, cdc duong biéu
dién nay chay qua cing mot diém).

Chtmg minh. Téng moment quay quanh diém truc bat ky
1a bing khong, dan theo nhan xét & trén. Ta hay chon giao
diém’ P ctia cac duong biéu dién ctia F, va F, (hinh A.5)
lam truc quay. V6i lya chon nay, cic moment quay ctia F,
va F, quanh P bing khong. Boi téng tdt cd moment quay
bingkhong, moment quay ctia F, quanh Pciingbidngkhong.
Nhung diéu nay c6 nghiala duong biéu dién ctia F, dingang
qua P, chiing t6 rang ba duong biéu dién 1a dong quy.

* C6 thé xdy ra truong hop ring hai dudng thing song song, khi d6 P &vo
cung. Chtimg minh van dtng néu ta hiéu chinh ngon tir cta ta, bing cach
quy din ba duong thing song song dong quy (tai vo cling).
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A.7Dong luong goc

Dong luong goc la dai lwgng mo phong & dang quay ctia
dong lugng truyén thang. Véi mot chat diém m chuyén
dong voi van toc L trén duong tron ban kinh 7 trong mat
phang, dong lugng géc duoc dinh nghia la mv - r. Nhung
gia nhu chdt diém di chuyén theo mot cach nao khac, nhu
trén duong thang, thi sao? Trong truong hop d6, dinh nghia
van nhu vay, ngoai trt thay v béi thanh phan van t6¢ vuong
goc voi véc to vi tri clia hat. Sau day 1a dinh nghia cu thé.

Hinh A.5. Moment quay téng cong quanh Pla khac khong néu cac duong biéu
dién lyc la khong dong quy.

DPinh nghia. Goi r = r(¢) la véc tovi tri ctia chat diém P co
khoilugng m chuyén dong xung quanh diém Otrong khong
gian. bongluong goc L cia P quanh O duoc dinh nghiala
tich s6 chéo clia cac véc tovi tri va dong lugng truyén thang:

L=rxmr,

trong do t viét tat cho dr / dt . Bang cach dao ham hai vé, ta
thu dugc mdt moé phong dang quay cua dinh luat Newton
F=ma:

d
—L=rXxmi. (A.3)
dt
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Dan theo Newton, mi' = F 1a hop luc tac dung lén chat
diém. VEbén phair x F=T la moment quay ctia luc d6 1én
chdt diém quanh Q. Phuong trinh (A.3) khi d6 tré thanh:

iL =T, (A4)
dt
la mét mo6 phong dang quay cua dinh luat 2 ctia Newton 4
p=F, trong d6 p = mv la dong luong truyén thang.
Dai voi mot tap hop chat diém, dong lugng goc duoc dinh
nghia la téng ctia dong luong goc clia cdc phan cau thanh.

Bdo toan dong lugng goc. Néu tong tdt ca moment quay bén
ngoai tac dung lén hé chat diém bat ky bang khong, khi do
dong luong goc cua he 1a khong doi.

Day 1a hé qua cta (A.4) két hop dinh luat 3 Newton.

A.8 Tam khoi

Tam khdéi ctia mot vat ran dugc dinh nghia 1a diém ma
& trén do6 vat & trang thdi can bing theo bat ky phuong nao
trong tuong quan véoi mot truong trong luc khong doéi. Nhu
da dé cap truoc, ta xem vat ran nhu tap hop chat diém voi
khoéng cach qua lai ¢6 dinh. Lap luan sau day c6 thé hau
nhu gitt nguyén van cho phan bo khoi lugng lién tuc ngoai
trirtong . a,m, phai duoc thay thé bang tich phan J a(x)dm.

Dinhly 2. Tam khéi T ctia mot hé chdt diém m, c6 véc tovi
tri r, duoc cho theo gid tri trung binh trong s6 cia nhiing

vi tri nay:
m
r= m = Z#krk ,trongd6 m = ka va i, = — . (A5)
m m

218



Nhérang p, latile ctiakhoiluong m, so voikhoiluong
tong, nén thyc chat trung binh nay la tinh theo khai lugng
ctia moéi diém.

Chimg minh. Theo dinh nghia ctia diém can bang T, téng
moment quay clia trong luc tdc dong lén moi chat diém [dé]
xoay quanh diém nay la bang khong:

Z(rk —F) X (mkg) =0 ,

trong do g 1a véc to thé hién anh huong cla gia toc trong
truong. Phuong trinh nay phai co véc to g batky, phan anh
su kién rang vat phai can bing theo phuong bt ky; thay vi
xoay vat ngugc lai, ta c6 thé hinh dung viéc ddo chiéu ctia
trong luc. Chinh 13, ta chon hé toa do gin vé6i chat diém.
bat g lam nhan tt chung trong phuwong trinh sau cung, ta
thu duoc:

(zmkrk —mf)xgz 0, trong do m=2mk.

Boi g lavéctotuyy, tadthdn co kark —mr =0, diéu
dem lai cong thic (A.5).

A.9 Moment quén tinh

O day ta chi thao luan chi truong hop hai-chiéu ctia vat
phang quay trén mat phang ctia n6. Moment quén tinh la
mot don vi do ciia quén tinh quay cting nhu khoi lugng 1a
don vi do ctia quan tinh tinh tién. V6i mot chat diém m
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ndm cach mot khoang 7 dén diém O moment quan tinh
quanh O duoc dinh nghia la mr® voi ly do duoc giai thich
ngdn gon sau. Voi mot tap hop nhimg chét diém, moment
quén tinh quanh O duoc dinh nghiala tong (hay tich phan
néu phan bo khoi lugng 1a lién tuc) ctia moment quén tinh
ctia cac phan cdu thanh. Pinh nghia & trén phai duoc giai
thich dé co thé sit dung. Ta bit dau voi mot chat diém m
ndm cdach mot khoang 7 tinh tir diém O. Nghivé m nhu
duoc noi bang mot thanh khong trong luong c6 do dai 7
dén tam, ma quanh d6 no co thé quay. Ta hay tac dung mot
luc F' vao diém nay, theo phuong vudng goc voi thanh, dé
tao ra gia toc goc quanh 0. Ta mudn dinh lugng quén tinh
quay cuia chat diém trén thanh.

Quan tinh tinh tién dugc lugng dinh theo khoi lugng
m =§ , ti 80 cuia luc cho gia toc. Dugc goi y boi su tuong
dong nay, ta dinh nghia moment quan tinh / nhula tile
cta “lyc quay,” d6 1a, moment quay, cho gia téc goc:

yomoment quay _ T _ rF
gia tdc gbc 6 0

Sau khi thé F = ma = mr6 vao phuong trinh sau ciing,
s6 hang 0 triét tieu va ta thu duoc:

2
I =mr-.
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Hinh A.6. Moment quén tinh clia ch4t diém: moment quay/gia t6c goc = mr*.

Diéu nay cho ta thay tai sao dinh nghia trén c6 ich. Dé dang
khai quét cho truong hop n chat diém: goi 7, 1a khoang cach
tirdiém O dén chat diém thiek m, k =1,......,n. Moment quan
tinh quanh diém O cua hé chét diém duoc dinh nghia la:

I:kari.

Dinhly 3. (dinh ly truc song song) Goi C 1a tam khoi ctia hé
chat diém m,, va goi O la diém tuy dinh. Khi do

1,=1.=m|oCl’,

trongdo /. va [, 1a cic moment quan tinh quanh céc diém
Cva O.Cuthg, I, > I..Nghiala, moment quan tinh xung
quanh tam khéi 1a nho nhat.

Chimg minh. Goi 1, 1a véc to [vi tri] tir O dén chat diem m, .
Goic=0Clavéc to tir O dén tam khai C; taco e= X ,r, .
Luc nay:
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I,=Y mx} =Y m(r,—c+c)

= Z(mk(rk —¢) +2m(r,—c)-c+ mkcz).

Tong clia s6 hang & gitta bi triét tiéu theo dinh nghia cuia
N . X N 2
¢, con lai hai s6 hang /. va m|0C| .

A.10 Cuong do dong

Xét mot dong dién, tic1a "dong" cac electron truyén qua
mot day dan. Chon tiét dién bat ky ngang phuong truyén
ctia day dan. Xétlugng dién tich ¢(¢) bang qua tiét dién nay
tir lic ban dau cho dén thoi diém ¢ . Khi do:

dq
5 -4

cho ta van téc tic thoi la so dién tich chuyén qua tiét dién
trong moi gidy. Van téc nay duoc goi la dong, hay cuomg do
dong dién. Dong la nhu nhau cho moi tiét dién ngang ctia
day dan, bai (i) s6 electron gitra hai tiét dién c6 dinh 1a xap
xi bang s6 khong doi nhiing ion trong kim loai dé duy tri
dién tich tong bang khong cia day dan, va (ii) c4c electron
khong thoat ra khéi 16p vé ctia day dan.

Dong dién la khai niém mo phong chinh xac thong lugng
clia nudc trong 6ng dan. Thong luong nay c6 thé dugc do
béng s6 gallon méi gidy, ciing nhu dong dién dugc do biang
s0 coulomb (don vi dién tich) moi giay.
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A.11 Dién 4p

Khao sat mot truong tinh dién duoc tao ra bdi mot hay
nhiéu dién tich. C6 dinh diém méc O trong khong gian, va
goi A4 la diém khéc bat ky. Dinh nghia dién ap V(A4) tai A
1a thé ndng, so voi O, cta dién tich don vi tai A. N6i cach
khac, V' (A) duoc dinh nghia la cong can c6 dé mang dien
tich don vi tt Odén A:

V(A):—_TE-Tds.

0] day E 1a lyc tinh dién tac dung 1én mot don vi dién
tichva T la véc to chi phuong ctia quang duong™ OA. Ghi
nho ridng dau trix & day phan anh sy kién ta phai tac dung
mot luc bu E @€ di chuyén dién tich nguoc lai tac dong ctia
truong tinh dién.

Lay gradient ca hai vé phuong trinh sau ctng, ta c6 luc
E tac dunglén mot dién tich don vi nhu gradient ctia dién
ap V'

E=-VV.

Ciing c6 thé coi méi quan hé nay nhwla dinh nghia (ngam
hiéu) ctia V, twrong duong dinh nghia ta dua ra & trén. Dinh
nghia nhu vay sé gon, nhung kém hién nhién hon. Luu y

* Tich phan nay khong phu thudc vao su lya chon quang duong tir O dén A.
Su doc lap nay suy ra tix dinh luat béo toan nang luong. Thuc vay, néu tich
phan doc theo hai quang duong khac nhau c6 chung diém dau va diém cudi
1a khéc nhau, tich phan cho ca mtvong c6 dugc bing cach chap hai quang
duong sé la khac khong. Nghia la khi dé ta sé cé mot truong thuc hién cong
khac khong trong viéc di chuyén mot dién tich doc theo mot duong kin, trai
nguoc voi dinh luat bao toan nang lugng.
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ring khong phai tat ca truong véc to la mot gradient ctia
ham vo huéng.” Truong dugc cho boi mot gradient ctia mot
ham Vduoc goi la truong thé, va ham Vduoc goila ham thé.

Diéu nay dugc thio luan k§ cang hon trong hau hét nhimg
tai lieu giai tich véc to, nhu trong cuon [St].

A.12 Céc dinh luat Kirchhoff

Céc dinh luat Kirchhoff 4p dung dugc cho bat ky mach
dién nao, trong do c6 tu dién, dién trd, cuon cam, pin, diode
vav.v...

Dinh luat thit nhat Kirchhoff 1a phat biéu lai, cho mot
truong hop dic biét, trén co so rdng trong mot truong tinh
dién, cong dé mang mot dién tich vong quanh mot duong
kin sé bang khong.

Dinh lut thit nhat cia Kirchhoff. Téng hiéu dién thé doc
theo duong kin bat ky ctia mot mach dién l1a bang khong.

Dinh lu4t thit hai cia Kirchhoff. Téng dong vao mot nut
bédng voi tong dong ra nut do.

Dbinh luat thit hai 1a hé qua ctia dinh luat bao toan dién
tich: céi gi da vao nut cting déu phai ra khoi do.

* Truong van toc ctia mot dia quay 1a mot vi du cho mot truong véc to khong
phii 1a gradient cta bat ky ham nao. Truong van t6c gi6 dich chuyén léch
trén dat lién hay bién 1a mot vi du khéc: loai van téc V nay thdi theo phuong
ndm ngang, v6i van toc ting theo chiéu cao. Loai hai au 16n st dung ban chat
phi-gradient ctia truong nay, do 13, su khong triét tiéu ctia N/ x Tds, dé rut 14y
néng lugng tir gi6. Loai chim nay c6 thé ct lieng cdnh mai ma khong can
nhimg luong khong khi ddy chtng lén!
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A.13 Dién tro va dinh luat Ohm

Lai xét mot dong 6n dinh truyén qua doan AB ctia day dan.
Day dan khong phai 1a mot vat dan ly tuong - céc electron
va vao cdcion trén duong di chuyén, mat nang lugng khi va
cham; chung 14y lai nang luong tir luc hut ctia dién truong
tac dung doc theo day dan. Diéu nay giong nhu cét roi qua
mot day nhitng luéi sang ndm ngang. Cac hat dam sam vao
madt ludi, cham lai, roi qua, ting toc nho vao trong luc, va
vao luoi sang ké, va ct vay tiép tuc. Do d6 cing khong co gi
dang ngac nhién néu cho rang khi trong luc gia ting, thong
lwgng cua cdt sé tang theo. V6i dong dién cling tuong tu.
bién ap ta tac dung cang cao, dong / cang manh 1én; that
ra, thuc nghiém cho thay rang quan hé nay la tuyén tinh.
bay la dinh luat Ohm:”

\%
7 = R = constant . (A.6)

He s6 R duoc goi la gia tri dién tré. Thuat ngt nay 1a
hoa hop v6i cdm nhan chung: mot gia tri dién tré 1on biéu
thi ring can mot dién ap lon dé 4p dong nhu ca. Dan theo
phuong trinh (A.6), R la dién ap can c6 dé sinh ra mot don
vi cuong do dong.

* Dinh luat nay la chi xdp xi ding, nhung du t6t chinh xé4c cho hau hét vat
dan tai nhiét do phong. Twnhién khong phai ltic nao ciing thé hién nghiéem
ngdt dinh luat nay.
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A.14 Dién trd song song

Gid tri dién tré R cta hai tré khang R, va R, mdc song
song, nhu cho thay trong hinh A.7 1a bao nhiéu? Cau tra 1oi
rat don gian:

l=L+L,hay R:ﬂ.
R R R, R +R,

Diéu nay hoan toan hién nhién: thuc vay, khi méc cac
dién tré song song ta ting cuong kha ning dan dién biang
céch tao cho dong nhiéu duong hon dé di chuyén. Cong
thc phat biéu rang, that ra, do dién dan - nghich dao cia
gid tri dién tré — tang. Sau day la chiing minh.

I
1
I,
MR, | "R, }
L L2
I 1 1

Hinh A.7. V6i truong hop méic song song, cuong do dong bi chia gitta hai dién
tré, trong khi dién 4p nhu nhau. Véi truong hop méc néi tiép, dong 1a chung,
trong khi dién ap téng cong bi chia gitta hai dién tro.

Diéu dau tién nhan thay 1a cuong do dong bi chia nhé,
dan theo dinh luat Kirchhoff:

I=1,+1,.(A7)
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Cting vay, hiéu dién thé } hai dau ca hai dién tro 16 rang
la nhw nhau, va dinh luat Ohm cho ta:

I=V/R 1,=V/IR,I,=V/R,.

Thé dong sau cuing vao (A.7) chiing minh duoc cong thixc
dién trd song song.

Gid tridién troctia n =2 diéntrdsongsong R ,....... ,R

1 1

duoc cho theo quy tic cing nhutrén: — - — 4 4
R

1 n
A.15 Dién tr¢ noi ti€p

Khi hai dién trd’két ndi thanh hang (hinh A.7), gia tri dién
tré cua ching cong thém:

R=R +R,. (A.8)

Thuc vay, hiéu dién thé hai ddu mach két hop 1a téng
cla hiéu dién thé gitta mo6i thiét bi dién tro:

V=V+V,. (A.9)

Bay giordong qua ca hai thiét bi dién tr¢’1la nhunhau theo
dinh luat Kirchhoff. Dinh Iuat Ohm cho:

V=IR, V,=IR, V,=IR,,

va thay vao (A.9), sé co két qua la (A.8).
A.16 Cong hao phi trong mot dién tro

Cuong do dong [ chuyén qua mot dién tré gy that thoat
nang lugng trong dién trd, & dang nhiét. Cong suat hao phi
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cua dién tro, do6 la luong nhiét trén mot don vi thoi gian,
duoc tinh bang cong thic:

P=1V,

trong d6 V' 1a hiéu dién thé hai dau dién tré. Ching minh
cta di kién nay vé co ban 1a su ldp lai dinh nghia ctia V'
va /. Cu thé nhu sau. Truoc tién chi xét mot electron di
chuyén tir dau nay sang dau kia ctia dién tré. Nhu trai bong
ban, electron “cuén” theo lyc hut ctia dién truong, dam
vao nhiing ion va cho ching mot phan dong ning ctia no,
lam ching dao dong va theo d6 tao nhiét. Nhin chung, cac
electron thodt ra khoi dién tro khong nhanh hon khi ching
vao. Trén trung binh, cac electron cho hét tat ca dong luong
ching c6 dugc tt “luc hat” dién & dang nhiét. Theo dinh
nghia cua dién 4p, nang lugng nay bang (Aq)V , trong do
Agla dién tich ctia cac electron chay qua thiét bi dién tré.

Chia cho mét don vi thoi gian, ta co:

A
BV 24y _py .
At At

A.17 Tu dién va dung khéng

Tu dién 1a mot thiét bi bao gom hai tim bang dan dién
phan cach boi mot 16p mang cach dién mong. Ta hay ndi pin
vao hai tdm bang ctia tu dién. Pin sé “hat” mot so eletron ra
kho6i mot tAm bang va ddy ching vé phia tdm con lai. Dién
tich twong duong g ctia nhimg electron chuyén dich nay la
tilé voi dién ap Vcua pin:
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q_ C = constant . (A.10)
Vv

Heé s6 C dugc goi la dién dung. N6 c6 thé dugc muong
twong nhu la lugng dién tich ma tu dién c6 thé hédp thu
trong khi tang dién dp ctia n6 1én 1; thuat ng “dién dung”
vi vay duoc giai nghia.

Lop céch dién cang mong, thi dién dung cang cao. Sau
day 1a mot cach giai thich don gian. Khi mot tim bang co
qué nhiéu electron, ching ddy 1an nhau va c6 thoat ra khoi
bang, qua day dan, qua pin, va chay vé tim bang bén kia,
cting nhu mot khi nén trong binh rong; con pin, nhu cai
bom, gitt ching & lai bang bén nay. Tai sao khoang cach
gitta hai tdm bang lai anh hudng wéc mudn dao tdu cia
electron? Tam bang con lai thiéu hut electron, tic 1a né tich
dién duong. N6 sé hut céc electron, cang manh khi hai tdim
bang cang gan. Néu cac tim bang & rdt gan nhau, thi chi
can mot dién 4p nho la du dé git cac electron khong dao
tau. Luc do, tu c6 dien dung lon.

Tu dién 1a mot thiét bi twong tw nhu cai 10 xo trong co
hoc, va (A.10) l1a cong thirc tuong tu nhu dinh luat Hooke
F = kx chomotloxo danhéichat. Bohaidinhluat V =C g
dén F = kx la tuong xtimg véi nhau theo timg s6 hang. Cu
thé, C~'1a “do ctng” ctia tu dién, va tuong xtimg voi hang
s6 Hooke £, dai luong thé hién do ctmg ctia 10 xo. Boi vay
cting sé hop ly khi coi % nhu la dung khang cta 1o xo.

229



A.18 Tinh ty cam: tinh tro cia dong dién

“Tinh ty cam” trong dong nuéc. Xem nudc chay trong mot
ong dan théng.Ta khao sat trong diéu kién Iy tuong: khong
nhét va khong chuyén dong hén loan. Goi p lachénhléch
ap luc gitra hai tiét dién ngang A va B ctia Ong, va goi [ la
thong luong, do 13, luu lugng luu chat trén mot don vi thoi
gian truyén vuong géc qua mot tiét dién ngang ctia 6ng.’
Dinh luat th hai Newton (F = ma) dp dung cho khéi luu
chdt ndm gitta 4 va B tai mot thoi diém nao d6 cho:

d
=u—-~f, A1l
P udtf (A.11)

trong do6 i ddc trung tinh tro trong phan tng véi sy chénh
1éch 4p lyc. Phuong trinh sau cing suy ra ti dinh luat Newton
nhu sau. Luc tdc dung 1én khoi luu chét hinh tru gita tiét
dién 4 va B ladugc chobing F = pS, trongdo S ladién
tich mat-cit-ngang cia 6ng dan. Dinh luat thit hai Newton
ap dung cho khai luu chat hinh tru nay cho:

pS=pSh v, (A.12)
T o

trong d6 v 1a van toc luu chdt va A 1a khoang cach gita 4
va B.Nhung Sv = f lathongluong (thé tich trén giay), va
(A.12) tro thanh pS = phi f . Chia cho Sta thu duoc (A.11)
voi u=ph/S. !

Dién cam. Dong dién cting c6 tinh tronhu vay. Quén tinh co
hoc ctia dién tich chuyén dong dong vai tro, di nhién, khong

* Tiét dién khong phai bai todn - f 1a nhu nhau cho tdt ca ching mot khi
nuéc la khong nén dugc.
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dang ké; hiéu tng chinh 1a dién ti, cai duoc giai thich boi
ly thuyét tuong d6i gioi han. Ta chi dua ra phét biéu toan
hoc ma khéng miéu ta hién tugng vat ly xay ra khi cuong
do dong thay doi.

Bat ky thay d6i nao ctia dong qua mot cudn day cing
doi hoi mot su chénh léch dién 4p gita hai dau cudon; day
1a biéu hién ctia tinh tir cAm. M&i quan hé gitra dién 4p va
van toc thay doi ctia dong 1a tuyén tinh.

V=LI (A.13)

Hé so L dugc goila do tw cdm. Theo cong thiic nay, do tu
cam [ ladién ap can co6 dé ting donglén 1 ampe moi giay.

b

Hinh A.8. Khi cong tit mé, dong phai tiép tuc truyén di do “quan tinh” va
theo d6 dan sang co thé.

Vi du dién giat. Tinh tu cam c6 thé dugc stt dung dé tao mot
cu dién giat dau don trmot pin nhé c& 1,5V 1oai AA. Xem xét
mach dién trong hinh A.8. Khi cong tic dugc dong, hau hét
cuong do dong di qua cong téc, va chi mot phan nhé khong
dang ké ro ri qua toi. Bay gio diéu gi xay ra khi cong tic hd?
Dong c6 quan tinh va n6 khong thich bi ding mét cach dot
ngot; no sé tiép tuc truyén di theo “quén tinh” trong mot thoi
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gian qua 16i di duy nhat 1a t6i.” Nhin theo mot cach khac,
viéc m& cong tac sinh ra mot cuong do I 16n, ma thong qua
(A.13), sinh ra mot dién ap V' 16n va dau don.

Nhu hau hét hién tugng dién, hién tong nay c6 mot mo
phéng dang co, cling don dau khong kém - 1a chdan mot cai
bta nhdm vao dinh bing cai mong tay. Mot sy giam toc
16n U = a tao ra mot luc tic dunglon F = mv, diéu co thé
lam dau.

Mot vai thiét bi phét dién dung chuong reo dé bat téc.
Khi bua dao dong va vao chuong, cong tic lién tuc hét mé
roi lai dong va nguoi st dung biét dugc thé nao 1a mot ca
dién giat lién hoi.

Day la két thuc bai hoc dau don ctia chung ta vé do tro.

A.19 BO m6 phong dién-bom

Tat ca khai niém ké tren - V,1,q,R,C va L — c6 mot
mo phong don gian trong hé thong 6ng nudc (nhu la hé
thong 6ng nudc trong nha chang han!). Hinh A.9 tém luoc
su tuong dong nay.

* That thi vi khi nhén ra ring néu cong tic cham dut su tiép xtic, dong c6 thé
van tiép tuc truyén qua khong khi nhuwmot tia Itra dién. Mot hiéu tmg c6 lién
quan duoc goi la bua nudc cing quen thudc voi nhiing gia chti nghe tiéng
ong nudc va vao nhau khi may giat tat: dong nuoc bi chan béi mot van sap
xu6ng rat nhanh, gay ra mot su tang vot 4p luc clia nudc, trong khi né van
mudn tiép tuc chay.
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MO PHONG HE THONG ONG NUGC

W Va

bosutdigndpv="v,-7,

bién tich g
Dung khang C = ¢/V

Mang dan héi

bosutéplucp =p,-p,

Thé tich chiém ché W
Do long ciamang C = W/p

i Va

Vat liéu x6p

d{wol)

Cuong d6 dong dién [ = % Thong lugng = =37
oA 2 — " . P
biéntro R = T R=+%
I
/ N .
% b1
v

DPotucam L = 7

A — yd
botro L = 75

~

Hinh A.9 Tuong dong dién-bom
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A.20 Bai tap

1. Xem xét mot dién tich diém g ddt ngay tai goc toa do.
St dung dinh nghia ctia dién 4p & muc A.11, tim dién
ap tai diém bat ky trong khong gian.

Ba bai tap tiép theo khong doi héi kién thirc vuot qua
hiéu biét vé dinh nghia ctia dién ap.

2. St dung dinh nghia cta dién 4p & muc A.11, tim van
toc cla céc electron va vao man hinh TV, biét dién ap
chénh léch V' gitra cathode (noi ma tir d6 céc electron
bén vao phan chan khong bén trong 6ng) va man hinh,
khoi lugng m, va dién tich g cuamot electron. Goi y:
Thé ning cta electron luc bat dau phong duoc chuyén
hoa thanh dong nang khi két thac. V' 1a chénh léch thé
nang cho mot dién tich don vi.

3. Mot tu dién c6 dung khang C duoc tich dién dén dién

ap V. Tim thé ndng cha tu.
Loi gidi. Bai todn nay c6 thé dugc giai bing tich phan,
nhung & day la mot cach dé tranh ching. Hinh dung
rdng ta tich dién cho tu tir dién ap bang khong dén V'
béng cach néi voi mot dong khong déi. Dién ap trung
binh trong suét qua trinh nay la lV (b6i dién tich, va
do vay ca dién ap, tang tuyén tinh theo thoi gian). Ta co
thé theo do6 xem nhu rdng ngay ca khi ta mang dién tich
ting-cai-mot tir noi nay sang noi khac, dién ap van nhu
vay: 1 /2. Theo do6 cong tong cong dé tich dién cho tula
W=q.V/2=CV .V/2=CV?*/2.

4. Phat biéu sau day lay tir mot gido trinh tryc tuyén: “Tir
dinh nghia cta dién 4p nhu ndng lugng trén moi dién
tich don vi, c6 thé ky vong rdng nang luong trit trong tu
dién ly tuong nay sé chila gV. Do 1, tat ca cong tiéu
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ton cho dién tich dé di chuyén n6 tit mot tim bang dén

tam con lai thé hién nhw nang luong dugc trit. Nhung

thuc t€, cong thic & trén (g7 /2) cho thdy rang chi mot

ntra ctia cong do6 hién dién nhu la nang luong tri trong

tu dién. Voi mot gia tri dién tré httu han, c6 thé chira

rdng phan nira nang lugng cung cap tix pin dé tich dién

cho tu bi hao phi & dang nhiét trong thiét bi dién tro,

bat ké kich c& cua thiét bi dién tro.”

Ban c6 thé chiimg minh hay bac bo phat biéu nay khong?
5. Tim cong sudt can c6 dé phat sang mot bong den tron

c6 dién dp V va gia tri dién tr& R.

Loi gidi. Chénh lech dién ap gitra hai dau day téc béng

denla V. Theo dinh nghia ctia dién ap, diéu nay c6 nghia

rang dién tich ¢ cia electron tiéu ton nang lugng ¢V khi

chuyén dong qua day toc.” Cong sudt tiéu thu la niang

luong trén mot don vi thoi gian: P =gV /¢t = IV, trong d6

I =g¢q/tlacuong dé dong (theo dinh nghia ctia dong).

Theo dinh luat Ohm 7=V /R, va

2
P=1V= v,
R
Cong thic nay gidi thich vi sao c6 tiéng n6 khinoi tit ra
ngoai: mot gia tri R nho tao ra moét gid tri Plén.

* Cac electron “roi” xuéng mot thé tinh dién trai dai theo day t6c. Nang luong
chting mat trong va cham v6i nhiig ion tron 1an hoan toan véi c4c ion trong
day téc, tré thanh nhiét va dnh séng.

235



TAI LIEU THAM KHAD

[ARC]

[ARC1]

[ARN]

(BB]

[CG]

(CH]

[CL]

(D]

(DO]

Archimedes, Geometrical Solutions Derived from
Mechanics, J. L. Heiberg dich, Chicago: Nha Xuat ban
Open Court, 1909. Tap tin PDF hién c6 tai dia chi
http://books.google.com/books?id=suYGAAAAYAA].

Ban thao cta Archimedes, http://www.archimedes
palimpsest.org/.

V. 1. Arnold, Mathematical Methods of Classical
Mechanics, K. Vogtmann va A. Weinstein dich, New
York: Springer-Verlag, 1978.

M. B. Balk va V. G. Boltyanskii, Geometriya mass (Tiéng
Nga) [Hinh hoc chat diém], Bibliotechka Kvant [Thu
vién Kvant], 61, Moscow: Nauka, 1987.

H.S.G. Coxeter vaS. L. Greitzer, Geometry Revisited,
Washington, DC: Hiép hoi Todn hoc My, 1967.

R. Courant va D. Hilbert, Methods of Mathematical
Phycics, t. 2, Partial Differential Equations, In lai caa
ban goc 1962, T sach Tinh hoa Wiley, New York:
Wiley-Interscience, 1989.

E. Coddington va N. Levinson, Theory of Ordinary
Differential Equations, New York: McGraw-Hill, 1955.
M. M. Day, Polygons circumscribed about closed
convex curves. Trans. Am. Math. Soc. 62 (1947), tr.
315-319.

M. DoCarmo, Differential Geometrical of Curves and
Surfaces, Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1976.

236



(DS]

(Fe]

(Fo]

[GF]

(HZ]

(K]

(L1]

(L2]

(LS]

(LW]

P. G.Doyle va]. L. Snell, Random Walks and Electric
Networks, Washington, DC: Hiép hoi Toan hoc My.
R. P. Feynman, QED, Princeton, NJ: Princeton
University Press, 1985.

R. L. Foote, Geometry of the Prytz planimeter, Rep.
Math. Phys. 42(1-2), tr. 249-271.

I. M. Gelfand va S. V. Fomin, Calculus of Variations,
Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1963.

H. Hofer va E. Zehnder, Symplectic Invariants and
Hamiltonian Dynamics, Birkduser Advanced Texts/
Basler Lehrbucher, Basel: Birkduser Verlag, 1994.

B. Yu. Kogan, The Applications 0 Mechanics to
Geometry, Chicago: University of Chicago Press, 1974.

---------- , Minimal perimeter triangles, Am. Math.
Monthly 109 (2002), tr. 890-899.

M. Levi, A “bicycle wheel” proof of the Gauss-
Bonnet theorem, dual cones and some mechanical
manifestiation of the Berry phase, Expo. Math. 12
(1994), tr. 145-164.

Yu. I. Luybich va L. A. Shor, The Kinemtic Method in
Geometrical Problems, V. Shokurov dich, Moscow:
Nha Xudt ban Mir, 1980.

M. Levi va W. Weckesser, Non-holonomic effects in
averaging, Erg. Th. & Dynam. Sys. 22 (2002), tr. 1497-
1506.

237



(M]

[NP]

(P]

[Sp]

(St]

[Ta]

(TO]

(To]

(U]

J. Milnor, Morse Theory, Annals of Mathematics
Studies, S6. 51, Princeton, NJ: Princeton University
Press, 1963.

R.Nevanlinna va V. Paatero. Introduction to Complex
Analysis. Providence, RI: AMS Chelsea Publishing,
2007.

G. Polya. Mathematics and Plausible Reasoning, t. 1,
Princeton, NJ: Princeton University Press, 1990.

M. R. Spiegel, Complex Variables, Schaum’s Outline
Series, New York: McGraw-Hill, 1968.

J. Stewart, Calculus: Concepts and Contexts, Pacific
Grove, CA: Brooks/Cole, 2001.

A.E. Taylor, A geometric theorem and its applications
to biorthogonal systems, Bull. Am. Math. Soc. 53
(1974), tr. 614-616.

T. F. Tokieda, Mechanical ideas in geometry, Am.
Math. Monthly 105 (8) (1998), tr. 697-703.

L. F. Toth, Lagerungen in der Ebene auf der Kugel
und im Raum, Berlin: Springer-Verlag, 1953.

V. A. Uspenski, Some Applications of Mechanics to
Mathematics, New York: Pergamon Press, 1961.

238



THQ CO KHi TOAN HQC

MARK LEVI
Huy Nguyén dich

Chiu trach nhiém xudt ban: NGUYEN MINH NHU'T
Chiu trach nhiém néi dung: NGUYEN THE TRUAT
Bién tdgp: HAI VAN
Bia: BUINAM
Minh hoa bia: LE TUNG QUAN
Sira ban in: THANH VIET
Ky thudt vi tinh: MAI KHANH

NHA XUAT BAN TRE
161B Ly Chinh Théng - Quéan 3 - Thanh phé H Chi Minh
DT: 39316289 - 39316211 - 38465595 - 38465596 - 39350973
Fax: 84.8.38437450 - E-mail: nxbtre@ hcm.vnn.vn
Website: http://www.nxbtre.com.vn

CHI NHANH NHA XUAT BAN TRE TAI HA NQI
S6 21, day A11, khu Dam Triu, Phuong Bach Dang
Quan Hai Ba Trung, Ha Noi
Dién thoai: 04.3773.4544 - Fax: 04.3512.3395
E-mail: chinhanh@nxbtre.com.vn
Website: http://www.nxbtre.com.vn

239



w@m
T séch hgp tac gitia
nha toan hoc Ng6 Bao Chau,
nha van Phan Viét
vdi Nha xuat ban Tré

Ta sach CANH CUA MG RONG dugc thuc hién nhdm
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