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LOT GIO'T1 THIEU

Doc gia dang c6 trong tay mot cudén sach dac biét: day vira la mot cudn sach vé Todn, lai vira la
mot cudn tiéu thuyét ma nhin vat chinh cta né 1a Bai todn Phécma. Ai ciing biét, Bai toan
Phécma la mot trong nhitng bai toan kho6 va néi tiéng nhat ctia toan hoc, 1a "nhan vit chinh"
ctia Toan hoc trong suét hon ba thé ky. Tac gia da thong qua cudc doi cua nhan vat chinh do6 dé
mo td cho ddc gid mot birc tranh toan canh vé lich st phat trién ctia nhiéu nganh toan hoc
trong ba thé ky qua. Sw lwa chon cua tac gia thatla hop ly, béi 1é Bai toan Phécma 1a "con ga dé



trizng vang cua Toan hoc hién dai”. Nhirng c6 gang cua cac nha toan hoc nham giai Bai toan
Phécma da 1am ndy sinh nhiéu ly thuyet mé&i. Nhirng ly thuyet nay s€ con mai voi toan hoc, ca
khi Bai toan Phécma da dwoc giai xong. Ching minh "binh ly cudi cung cla Phécma" ma
Andrew Wiles trinh bay 1a mot chitng minh rat khé, van dung hau hét nhitng kién thirc cda
nhiéu nganh todn hoc hién dai. N6i nhw Ken Ribet, chi cé khoang mot phan nghin nha toan hoc
c6 thé hiéu chirmg minh d6. Vay ma cuon sach nay dwoc viét cho mot déi tuong rat rong rai:
cho bat ky ai yéu thich todn hoc! Cong viéc khé khan dé dwoc hoan thanh mot cach tai tinh: tac
gia da lam cho nguoi doc hleu dwoc con duwong dan den chlrng minh cua A. Wiles, tham chi
hleu dwoc tw twdng chinh cda chitng minh. Pay 1a cuén tleu thuyet lich st" (toan hoc) ma ban
c6 thé doc di doc lai nhidu lan. Mdi khi trinh do toan hoc ctia ban nang cao hon mot budre, ban
lai hiéu sdu hon mot diéu nao dé trong sach. Va diéu quan trong hon nira Ia cudn sach nay sé
lam ban thém yéu toan hoc, mot nganh khoa hoc khong nhitng can thiét cho cudc séng, ma con
chita day chat tho, day nhtrng cudc phiéu lru, va tham chi ca am muwu nira!

Mong rang sé c6 nhiéu hon nita nhitng cuon sach nhuw thé nay, nhiing cudn sach 8op phan 16i
cudn cac ban tré di vao khoa hoc. Vi thé, chiing ta hét sirc tran trong sw gitip dé& cua L1en minh
doanh nghlep My vi nén gido duc Viét Nam Nha Xuit ban' Bon birc twong Tam ctra s6" di tao
diéu kién dé cac ban tre Viéet Nam c6 duwoc cudn sach nay, va nhiing cudn khac trong twong lai.
Can néi thém ring, viéc dich mot cuén sach "vira toan vira tiéu thuyet nhuw thé nay la mot viéc
lam rat khé khian. N6 doi hoi nguoi dich cling phai "vira la nha van, vira 1a nha toan hoc". Ban
dich cta Gido sw Tran Van Nhung va cac cdng sw c6 thé xem la kha thanh cong.

Xin tran trong gi¢i thiéu cudn sach cung ban doc.

GS. TSKH. HA HUY KHOAI

LOINGUOI DICH

Trong lich st todn hoc khong thé c6 bai todn nao khac so sanh duwoc voi Bai toan Phécma
(Fermat) N6 dwoc phat biéu mot cach don glan dén mirc ngay ca mot hoc sinh trung hoc co s&
cling c6 thé hiéu duor, nhung viéc tim 1o g1a1 da thach thirc tri tué nhan loai biét bao nhiéu
thé hé su6t hon ba thé ky rwdi vira qua va nguoi hoan tit chang du'Ofng cubi cung vao nam
1993 la GS.TS. Andrew Wiles. Ong sinh tai Cambridge (Anh), nhan bang tién si tai Truwong bai
hoc Téng hop Cambridge va sau dé sang giang day va nghién ctru toan hoc tai Tru'crng Pai hoc
Tong hop Princeton (Hoa Ky). Ciing chinh tai day, sau 8 nam lao dong lién tuc, bén bi va khéc
liét ong da giai quyét xong Bai toan Phécma.

O’ Viét Nam ching ta ciing c6 nhiéu nguoi (lam toan hodac khong lam toan), noi riéng la cac em
hoc sinh va cac thay c6 gido ph6 thong hay cac ban sinh vién va giang vién dai hoc, cao déng,



rat thich tha tim hiéu, theo ddi qua trinh giai quyét siéu bai toan nay va trén thuc té cling da
c6 mot so it ngwoi thi gidi no!

Theo chung t6i duoc biét thi & nwdc ta, mot s6 nha toan hoc c6 uy tin lam viéc trong cac linh
Ve gan giii véi Bai toan Phécma, nhw hinh hoc dai s6, giai tich Piophing.... da ndm duoc lwoc
do va phwong phap chitng minh ctia Andrew Wiles.

Chung t6i bay to sw cam on toéi ba Barbara Stewart, Chu tich Lién minh doanh nghiép My vi
nén gido duc Viét Nam, nguoi da tang chung tdi cudn sach goc bang tleng Anh va tich cyc giup
do trong viéc lién hé v&i Nha xuat ban "Bon birc tuong Tam ctra s0” cho phép dich cubn sach
sang tiéng Viét va in tai Viét Nam. Pong thoi, ching toi cling xin cdm on Nha xudt ban Gido
duc, 6ng Giam déc Ngo Tran ai, Phé Giam déc PGS.TS. Vit Dwong Thuy, Ph6 Giam déc TS.
Nguyen bang Quang, ba Nguyen Minh Ly (bién tap cho cubn sach) va TS. Pham Phu thudéc Nha
xudt ban Giao duc da ‘tich cuc cOng tac, giup d& dé ban dich cuén sach duoc xuat ban tai Viét
Nam. Tap thé dich gia ddc biét cdm on GS. TSKH. Ha Huy Khoai (Vién Toan hoc, TT KHTN va
CNQG) da doc, gép y cho ban thao va viét 1o gidi thiéu cho cudn sach.

Do trinh do chuyén moén toan hoc va tiéng Anh cua nhiing nguoi dich cudn sach nay con han
ché, ching tdi mong duwoc ban doc cdm théng va chi gido cho cac sai sét dé 1an tai ban sau nay
dwoc hoan thién hon.

Xin cam on doc gia!

TM Tap thé dich gia

Xuan Canh Thin  GS. TS KH. Tran Van Nhung

2000 B0 Gido duc va Pao tao

49 Pai Co Viét, Ha Noi

DT: 04-8692479 Fax: 04-8693243

E-mail: tvnhung@moel.edu.vu



LO'I GIOT THIEU CUA NHA XUAT BAN

Nam 1993, tai mot hoi nghi khoa hoc & nwgc Anh, mét nha toan hoc dén twr thanh phd
Princeton (Hoa Ky) da lam chan dong dw luan. Ong da giai quyét dwoc mdt trong nhitng van deé
toan hoc cuc ky huyén bi, diéu ma hang ngan nha toan hoc da bo tay trong su6t hon 350 nam
qua : dng da chirng minh dwoc Pinh ly cudi cung cua Fermat _(Phécma) trong mot bai bao dai
200 trang. Viéc chirng minh dinh'ly da ngon mat ctia 6ng 7 ndm troi va sau do phai thém mot
nam nira de 6ng hoan thién chwng minh cda minh. Dinh ly . cu01 cung cua Fermat la mot cau
chuyén vé con nguoi, vé lich st va vé cac nén vian héa ndm 4n & dang sau thanh tuu khoa hoc
vang doi nay.

buoc viét bdi mot hoc gia Phap thé ky thit XVII, dinh ly phat biéu Ién nghe c6 ve don gian: binh
phuwong clla mot s§ s6 nguyén c6 thé phan_ tich thanh tong hai binh phwong cua hai s6 nguyén
khéc - chang han, nim binh phuong (25) bang bon binh phwong (16) cong ba binh phwong (9)
- nhung diéu twong tw khong xdy ra doi véi lity thira bac ba hay cac liy thira bac cao hon. Sau
khi Fermat qua doi, rat nhiéu nha todn hoc da danh ca cudc doi dé c6 chitng minh dinh ly nay.

Dinh Iy c6 ngudn goc tir thoi xa xwa. Khodng 2000 nam truéc Cong nguyén, nguoi Babylon da
tim cach phan tich mot s6 chinh phwong thanh tong cua hai s6 chinh phuong. Vao thé ky VI
trwdc Cong nguyeén, nha toan hoc Hy Lap Pythagoras da khai quat diéu nay thanh mét dinh ly
noi tiéng ctia dng va dinh Iy nay da mé& dudng cho Fermat.

May thé ky sau khi Fermat qua doi, vao ndam 1955, véi mot budc tién kha xa, hai nha toan hoc
Nhat Ban da dua ra mot phong doan tuyét voi vé kha nang co m01 lién hé gitra hai nganh toan
hoc khac han nhau. 40 ndm sau d6 chinh cong trinh cta ho da giup cho Andrew Wiles, nha toan
hoc ctia thanh phé Princeton, chitng minh dwoc Pinh Iy cudi cling cia Fermat.

Cudn sach nay két hop triét hoc véi mét mon khoa hoc rat kho, cdng voi van phong kiéu phéng
swmang mau sic khao ctru nhdm dung nén cau chuyén rat thll’C vé tri tué nhan loai.

NXB B6n birc tworng Tam cira sO



LO'TI NOI PAU CUA TAC GIA

Thang 6 nam 1993. Tom Schulte, mdt ngwdoi ban cii cua toi ¢ Califomia da dén Boston tham toi.
Chung toi ng01 trong mot quan ca phe tran day anh nang trén pho Newbury voi cac ly do uong
lanh o tru*crc mat. Tom moi ly di vo va anh mang mot vé mat tram ngam. Anh quay vé phia toi.

"DAu sao", anh néi, "Pinh Iy cudi cling cua Fermat ciing da duoc chirtng minh". Lai mot tro dua
mda&i, toi ngh1 trong khi Tom lai nhin ra via heé.

20 ndm trudc, Tom va t6i 1a hai nguoi ban ¢ chung mot phong, ca hai chung t6i cung la sinh
vién toan cua Tru'crng Pai hoc Téng hop California tai Berkeley. Pinh ly cudi cung cua Fermat
1a dé tai chung toi thu'crng ban luan. Chung toi ciing thlr(rng tranh luan vé ham so, Ve tap hop,
vé trudng s6, va ca vé tdopd nita. Ban dém chdng sinh vién toan nao di ngti sém vi cac bai tap
rat khé. biéu nay da lam cho ching t6i khac biét voi sinh vién trong cac linh vire khac. Doi khi
ching toi phat dién dau véi toan hoc... c6 chu’ng minh dinh ly nay hodc dinh ly kia dé ndp dung
han vao sang ngay hom sau. Con Pinh 1y cudi cuing ctia Fermat thi sao? Chang bao gio chun
toi tin la chung t6i sé chirtng minh duwoc. Mot dinh Iy méi khé 1am sao va sut hon 350 nam biét
bao nguoi da c8 gang chimng minh. Chung toi da phat hién ra mot diéu ly thu la két qua cua cac
nod luc nham chirng minh dinh Iy nay da lam cho tat ca cac bd mon toan hoc phat trlen Nhung
moi c§ gang 1an lwot déu that bai, hét nguoi nay dé&n nguoi khac. Pinh Iy cudi cling cia Fermat
da tré thanh biéu twong cho muc tiéu ma con nguoi khong thé nao dat téi dwoc. Tham chi cé
lan toi da dung tinh khong chu'ng minh dwoc cta dinh 1y nay dé tao loi thé cho minh. Chuyén Ia
vai nam sau, ciing tai Berkely, toi ti€p tuc chwong trinh thac si sau khi da tot nghiép dai hoc.
Mot ga sinh vién sau dai hoc nganh toan khong biét trinh do6 toan hoc clia toi to y muon giup
toi lam toan khi chung toi gap nhau & Ky tac xa Quoc té - noi hai chung toi cung ¢&. "Toi lam
toan hoc ly thuyet - anh ta n01 "néu gap vin dé toan hoc nao ma anh khong thé giai quyet
dworc, hay cl h01 toi, dirng ngai. Luc anh ta chuln bi di t6i néi "Hm, ,vang. C6 van dé ma anh co
thé glup toi..". Anh ta quay lai hoi: "Gl vay? Chéc chdn 13 toi sé& giup. Hay cho toi biét viéc gi
nao." Toi véi lay mot t& gidy dn va mé ra - lic do6 ching t6i dang & trong phong an. T6i cham
rai viét 1én to gidy:

X%+ Y1 =Z"khong cd nghiém nguyén khi n 1é6n hon 2.

"T6i dang co gang chimg minh dleu nay tu t01 hom qua”, toi noi r01 dua cho anh ta t& gidy an.
Mat anh ta ta1 di nhw cat khong con giot mau. "Dinh 1y cudi cung ctia Fermat", anh ta lam bam.

Dung vay" - toi noi, "anh lam toan hoc ly thuyet ma. Anh c6 thé giup to6i cht ?". Sau [an 3 ay toi
chang bao gio con nhin thay anh ta dén gan tdi nita.

"Toi néi chuyén nghiém tuc day”, Tom noi roi uong can ly cua minh. "Andrew Wiles 1a nguoi
vira thang trudc da chirng minh Dlnh Iy cudi cung cua Fermat tai Cambridge. Hay nho 14y céi
tén 4y. Anh sé con nghe thdy né nhiéu lan". T6i hom 4y Tom da | bay tro vé California. May
thang sau t6i da r6 1a Tom khong dua, va t6i da doi theo mot chudi cac s kién. Trudc tién la
Wiles dwoc ca ngoi. Thé r6i mét ké hé trong chitng minh ctia 6ng da bi phat hién. Sau d6 Wiles
mat thém mot nam trod dé roi cuoi cung da trinh lang moét chung m1nh hoan hdo. Nhung qua
tim hiéu ciu chuyén vé su thanh cong nay toi thay rang Tom dd sai ¢ chd 1a Andrew Wiles
khong phai la cai tén duy nhat ma t6i can phai lvu tdm toi. Toi va ca the gioi can thay o la
chirng minh Pinh ly cudi cung ctia Fermat khong phai la cong lao chi cia mdt nha toan hoc.



Wiles dwong nhién la ngwoi dang ca ngoi nhat, nhung vinh quang con thudc vé ca Ken Ribet,
Barry Mazur, Goro Shimura, Yutaka Taniyama, Gerhard Frey, va nhleu nguoi khac nira. Cudn
sach nay sé ké lai toan b cau chuyén, ké ca nhirng diéu thuc sy xdy ra & diang sau su thanh
cong nay, nhirng gi chua lot vao tam ong kinh ctia phuong tién thong tin dai ching va 4nh sang
dén chiéu. Py con la mot cau chuyén dé cap dén sw d6i tra, mwu doé va ca sw phan boi nira.

Amir D.Aczel

"CG6 Ié tot nhdt toi sé trinh bay kinh nghiém lam todn ctia minh giéng nhw viéc di vao mot ldu
dai téi om. Ban bwéc vao phong thw nhdt va trong dé téi den nhw muec. Ban bwoc di Ioang
choang, va ddp vao do dac trong phong. Dan ddn, ban ciing | biét dworc vi tri clia tung thir mot. Va
cudi cung, sau khodng sdu thang ban ldn ra cong tdc den roi bdt lén. Ngay ldp tirc moi thit duworc
soi to va ban thdy ré minh dang & ddu. Thé réi ban bwéc vao phong tiép theo va & dé lai chi la
béng toi...

b6 1a cach ma Gido sw Andrew Wiles da miéu ta qua trinh 7 nam troi 6ng miét mai lam viéc de
khadm pha ra diéu huyén bi vi dai cia toan hoc.

Sang so'm tinh mo ngay 23/6/1993, Giao sy John Conway toi toa nha da xin mau cua Khoa
Toan Trwong bai hoc Tong hop Princeton. Ong ma& ctra lon roi buoc voi vao phong lam viéc
cua minh. Suot may tuan nay, trudc cudc dén thidm nuwéc Anh cia Andrew Wiles - nguoi ban
dong nghiép cua 6ng, lién tiép nhitng tin tirc ban tin ban nghi dang lan truyen trong cong dong
toan hoc thé gidi. Conway cam thay c6 mot dieu gi do quan trong sé xay ra. Nhwng 6ng khong
doan duoc do 1a diéu gi. Ong bat may vi t1nh roi ng01 xudng nhin cham cham vao man hinh. 5
glo 53 phut sang, mot bitc thlr dién to ngan gon tw bo bén kia Pai Tay Dwong chot hién lén:
"Wiles chitng minh Pinh 1y cu6i cuing ctia Fermat".

Cambrldge, Anh, than 6/1993 Cudi thang 6/1993, Gido sw Andrew Wiles

dén nuwéc Anh., Ong tré lai Truwong Dal hoc Tong hop Cambridge, noi 6ng nhan bang tot nghiép
tir 20 nam trwdc. Gido s John Coates, nguyén la ngudi hwéng dan Wiles 1am luan an tién si tai



Cambridge, da to chic cudc hoi thao ve ly thuyet Iwasawa - mot chuyén nganh ddc biét cua ly
thuyet s0 - nganh hoc ma ‘Wiles da viét luan 4n va am hiéu rat rong. Coates da hoi nguoi sinh
vién cfi cia minh c6 mudn trinh bay tai hdi nghi mot bai thuyet trinh ngan khoang 1 gio ve chu
dé anh tw chon khéng. Anh chang Wiles nhut nhat - nguoi trudc ~day han hiru méi néi & noi
dong nguoi - da lam cho nguoi thay cii cling nhw nhitng nguoi to chirc hdi nghi hét stirc ngac
nhién khi anh xin dworc trinh bay 3 gio.

Khi téi Cambridge, anh chang Wiles 40 tuoi thit ding 1a mét nha toan hoc dic trung: 4o so mi
trang dai tay xan 1én mot cach cau tha, cip kinh gong sung day com, nhu'ng lon toc thua va
nhat mau de loa xoa. Sinh ra ¢ Cambridge, sy tr¢ vé cua anh la mot cudc viéng tham qué nha
rat ddc biét - gidc mo thud du tho da tré thanh sw that. Theo dudi glac mong nay, Andrew
Wiles song tron 7 ndm qua trong can gac xép cta mlnh nhu mot L ngwoi tu that sy, song anh hy
vong chang bao lau su hy sinh, nhitng thang nam c6 gang va chudi ngay co don sé két thic, anh
S€& som co diéu kién danh nhidu thoi gian hon cho vo va nhiing c6 con gai cua minh, nhwng
ngudi ma sudt 7 nam qua anh da gan nhu khong con thoi gian cho ho. Blta an trua cua gia dinh
thuong vang mdt anh, uéng tra budi trwa anh ciing thuong quén, anh chi tranh tha thoi gian dé
an toi. Con bay gio vinh quang da thudc vé anh.

Vién Toan hoc mang tén nha khoa hoc vi dai ctia nhan loai Isaac Newton ¢ Cambridge moi day
chi mé& ctra vao dip Gido su Wiles dén cong bo cong trinh cla 6ng trong 3 gid. Vién Newton
rong lén nam & khu kha dep cach Truong bai hoc Tong hop Cambridge khong xa [im. O khu
vire sanh ngoai phong hoi thao ngudi ta dat nhu'ng chlec ghé sang trong va tién loi de  gitup cho
cac hoc gia va cac nha khoa hoc trao déi y kién ngoai cudc hop nhdm thic diy cong viéc nghién
clru va tang cuwong hiéu biét.

Mic du Wiles biét hau hét cac nha toan hoc tir khap thé gi¢i dén du hoi  nghi chuyén nganh lan
nay nhung ong van rat kin dao. Khi cac dong nghiép biéu 10 si tdo mo vé 3 gior thuyét trinh cta
6ng, 6ng chi noi ho nén dén nghe 6 6ng trinh bay roi sé biét. Tinh gitt k& nhw thé 1a kha dic biét,
ngay ca d6i véi mot nha toan hoc. Dau thwdong chi 1am viéc mot minh dé chitng minh cac dinh
ly va thuong dwac chola nhlrng nguoi khong thich tu hoi, cac nha toan hoc thuong xuyén chla
sé cac két qua nghlen ctru voi nhau. Nhitng ket qua nay du'(rc trao doi rong rai dwdi dang cac
ban thdo, roi cac tac gia nhan dwoc y kién ciia nhitng nguoi khac giup ho chinh ly cac bai bao
truoce khi xuét ban. Con Wlles thi khong hé dwa ra ban thao nao va khéng thao luan gi vé cong
viéc cua minh. Tén bdo cao cua Wiles la "Dang modula, duong cong elliptic va biéu dién
Galois", mot cai tén chdng hé mé diéu gi, va ngay ca nhu'ng nguoi cung chuyén moén voi Wiles
cling khong thé phong doan dwoc bio cao sé dan dén diu. Nhirng tin don ngay cang dwoc nhan
thém.

Ngay ngay dau, Wiles da lam cho khoang 20 nha toan hoc dén nghe bao cdo ctia 6ng bat ngo Ve
mot thanh twu todn hoc vi dai cia minh - va van con 2 budi thuyet trinh nira. Sé 1a diéu giday?
M01 nguoi thay ro 1a can den nghe cac bai giang cua Wiles va duwong nhu sw cho doi cang tro
nén cang thang hon khi cac nha toan hoc da tap trung theo déi bai giang.

Vao ngay thtr 2, Wiles trinh bay rat don dap. Ong mang theo tap ban thdo hon 200 trang day
cac cong thirc va cac phép 1 bién doi, nhitng y chinh dwoc néu ra nhw 1a cac dinh Iy méi kém theo
chirng minh tém tit ma van rat dai. Can phong gior dy da kin chd. Moi ngudi cham chi nghe.



Sé dan dén dau day? Wiles van gidu kin. Ong van binh than trinh bay va bién mat rat nhanh khi
ngay lam viéc két thac.

Hom sau, tht tw 23/6/1993, 1a ngay thuyet trinh cudi cung cta 6ng. Khi Wiles toi gan hoi
truong 1ém, 6ng thay can phai vao hoi trwong ngay. Ngwoi ta ding chdn hét ca 16i vao, con
trong phong thi dong nghet nguoi. R4t nhiéu nguoi mang theo camera. Pén khi Wlles V1et l1én
bang cac dinh ly va cac cong thirc twong nhw la vo tan thi sw cang thang 1én cao do. "Chi c6 thé
cO mot duong tién 1én duy nhat, mot két thic duy nhat cho bao cdo ctia Wiles", sau nay Giao su
Ken Ribet & Truwdng Pai hoc Tong hop California tai Berkeley dd noi voi t6i nhu vay. Wiles
dang viét nhiig dong cudi cung cia ching minh mot gia thuyét toan hoc phirc tap va kho
hiéu: Gia thuyét Shimura-Taniyama. Thé r6i, bat chot 6ng thém mot dong cudi cung, mot
phu'ong trinh ¢ di&n ma 7 nam trudc Ken Ribet da chitng minh la hé qua cua gla thuyét nay.
"Va dieu nay chtrng minh DPinh 1y Fermat", 6ng binh than néi. "T6i nghi la t6i két thuc bai
thuyét trinh & day".

Phong hop chot lang di trong chéc lat. Roi sau do6 ca hdi tredng nong nhiét ) tay tan thuong.
May anh nhay lién t1ep khi moi nguoi dirng ddy chic mung Wiles dang mim cuoi. Chi vai phut
sau, khap noi trén theé gioi cac may fax va thw dién tir da hoat dong lién tuc d€ truyén tin nay.
Mot bai toan ndi tiéng cia moi thoi dai dd dwoc giai xong.

"M6t diéu khong lvong trwedec dwoc la ngay hom sau ching toi da bi gioi bao chi thé gidi san toi
tap Gido su John Coates nhé lai. Chinh 6ng la ngwoi da t6 chirc hdi nghi ma khong hé nghi
rang hoi nghi do sé tr¢ thanh noi cong, bd mot trong nhitng thanh tuu toan hoc vi dai nhat.
Nhirng dong ddu ctia cac to bdo trén khap thé gidi dua tin don dap veé ca dot pha bat ngo nay.
Trang nhit to Thoi bao New York so ra ngay 24/6/1993 dua tin: " ' Cubi cung roi thi tiéng reo

"Eureka" da vang lén trong lau dai day bi an va c6 kinh ctua toan hoc". Trén to Bwu dién
Washington, bai bao chinh goi Wiles la "Nguwoi chinh phuc Toan hoc”, con kh3p moi noi cac bai
phong s mo ta mot con nguoi da gidi quyét dwoc van dé gay cin nhit trong todn hoc, bai toan
thach dé loai nguwoi sudt hon 350 ndm. Sau mot dém, mot cai tén rat riéng va binh di - Andrew
Wiles - da tré thanh mot cai tén quen thudc véi moi nha,

Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) la mot luat sw dong thoi la mot nha toan hoc nghiép dw nguoi
Phap. Ong 13 mot nha toan hoc nghlep dll’ vl ban ngay 6ng phai lam viéc clla mot luat sw. Vao
ntra dau thé ky XX, nha nghlen ctru lich str toan hoc noi tiéng E.T. Bell da hém hinh goi Fermat
la "Hoang tir ciia nhlrng nguoi nghlep du". Bell cho rang Fermat da dat dwoc nhiéu thanh tuu
toan hoc quan trong hon hau hét cac nha toan hoc "chuyén nghiép” cung thoi voi 6ng. Bell
danh gia Fermat la mot nha toan hoc dac thu nhat & thé ky XVII, thé ky dd ghi nhan thanh tyu
clia mot vai thién tai trong s6 nhitng thién tai toadn hoc vi dai nhat ctia moi thoi dai [1].

Mot trong nhitng thanh twu kinh ngac nhit cia Fermat 1a viéc 6ng da phat trién cac tw twong



co ban ctia mon giai tich, diéu ma 6ng da lam trudce khi Issac Newton ra doi 13 nam. Lich st
nhan loai da ghi nhan Newton va Gottfried Wilhelm von Leibniz, ngwoi cung thoi voi ong, la
nhitng nguoi da tim ra ly thuyet toan hoc ctia chuyén dong, gia toc, luc, quy dao, va nhleu khai
niém toan hoc trng dung khéc veé su thay doi lién tuc ma ching ta goi [a cac phép toan giai tich.

Fermat rat say mé cac cong trinh toan hoc cua nguoi Hy Lap cb dai. C6 kha nang chinh cac
cong trinh cta cac nha toan hoc Hy Lap cb dai 1a Archimedes (thé ky 111 truwdre Cong nguyén) va
Eudoxus (thé ky IV truéc Cong nguyen ) da goi y cho Fermat xdy duwng khai niém cac phep
toan giai tich. Bat ky lic nao co thoi gian la Fermat nghién ctru cac cong trinh toan hoc c6 ma
vao thoi 6ng nguoi ta dd dich sang tleng Latinh. Ong hoan thanh cong viéc chinh cua mot luat
sw c6 uy tin, nhung s& thich ctda 6ng, niem say mé cua ong la c6 gang tong quat hda cac con
trinh toan hoc co dién va tim ra nét dep mai trong kho tang cac phat minh da bi chon vui rat
1au roi. "T6i da tim dwoc rat nhiéu dinh 1y dep vo cung”, c6 lan 6ng da noi nhu vay. Ong ghi voi
nhitng dinh 1y nay vao 1& ban dich nhitng cuén sach c6 ma 6ng cé.

Fermat la con trai cia mot nha bu6én d6 da, 6ng Dominique Fermat, nguoi tirng 1a phé quan
tong tai cia mot thi tran thuoc tinh Beaumont-de- Lomagne. Me 6ng la ba Claire de Long, con
gai mot gia dinh luat gia quyén quy. Cau bé Fermat ra doi thang 8 nam 1601 (Le dat tén Chua
vao ngay 20 thang 8 & Beaumont-de-Lomagne), va duoc cha me nudi dudng d dé tré thanh mot
quan toa. Ong hoc & Toulouse, va ngay tai thanh pho nay, vao nam 30 tudi 6ng da duoc bau
lam uy vién cong t6. Cling vao nam 1631 d6 6ng cwdi Louise Long, ngudi em ho vé diang ngoai.
Vo chong 6ng co duoc 3 nguoi con trai va 2 nguoi con gai. Sau khi Fermat qua doi, Clement
Samuel - con trai 6ng, lam theo di chiic ciia Fermat, da xuat ban cac cong trinh cia cha minh.
Chinh nh¢ cudén sach nay ma ching ta biét dwoc dinh ly cubi cung noi tleng cua Fermat.
Clement Samuel de Fermat da nhan thay tam quan trong cua dinh ly duoc viét nguéch ngoac ¢
bén lé sach va trong lan tai ban tuyén tip cac cong trinh c6 6ng da bo sung thém vao dé dinh ly
nay.

Fermat s6ng mét cudc doi trAm ldng, On dinh va binh yén. Ong lam viéc voi long tu trong va
chan thyc. Vao nam 1648 ong da duoc tién ctr gitr mot vi tri quan trong - Uy vién Hoi dong tw
van ctia Nghi vién Toulouse va gitr twoc hiéu nay su6t 17 ndm cho dén khi 6ng qua doi nam
1665. banh gia cong lao to 16n ma Fermat da cong h1en cho triéu dinh, mot cudc doi tan tuy,
day sang tao va c6 ich cho khoa hoc, nhleu str gia da sing sot khong h1eu ong 1ay dau ra thoi
gian va tri lwc dé 1am toan hoc cao cap va da lam rat thanh cong nhu vay. Mot chuyén gia Phap
cho rang viéc lam cong chitc ciia Fermat 1a Von quy cho viéc nghién cttu toan hoc cta 6ng boi
vi nhitng ngwoi lam ¢ Nghi vién Phap phai giam thiéu cac cudc tiép xuc khong chinh thirc de
tranh sy mua chudc va cac té nan tham nhiing. Ttr d6 Fermat nay sinh y mudn quén di cai cong
viéc nang né cua minh va dong thm vi 6ng phai han ché minh trong t1ep xuc xa hoi, toan hoc co
thé 1a cach giup 6ng thoatra khoi cong viéc rat tot. Cacy tucmg vé giai tich khong pha1 1a thanh
tuu duy nhat cda Fermat. Ong da mang dén cho chung ta ca Ly thuyét s§. Mot yéu t6 quan
trong ctia Ly thuyét s6 la khai niém s6 nguyén to.

Cac sO nguyén to



Cac so 2, 3 1a cac s6 nguyén to. So 4 khong phai la nguyén to vind la tich ctia 2x2 = 4. S651aso
nguyén t t0.S0 6 khong phai la so nguyén to vi, glong nhu 4, né la tich cla hai s6 2x3 =6.56 7 1a
50 nguyén t0, s6 8 khong phai vi 2x2x2 = 8, s0 9 khong pha1 vi3x3 =9,vasd 10 cling khong
phai vi 2x5 = 10. Nhung s6 11 lai la s6 nguyén to vi khong co cac s6 nguyén (khac voi chinh 11
va 1) ma tich cta chung bang 11. Va ta c6 thé t1ep tuc qua trinh nay: 12 khong phai la s6
nguyén t6, 13 1a s6 nguyen to, 14 khong phai 1a s6 nguyén to, 15 khong phai la s6 nguyén to, 16
khong pha1 la so nguyen t0, 17 1a s6 nguyéen to, va v.v... O day khong c6 mot quy luat ro rang
nao, vi du nhw moi so6 thir tw khong phai la so nguyén to chang han, hay tham chi mot cau tric
lap la1 phuc tap nao do ciing khong c6. Khai niém s6 nguyén t6 1a mot dleu bi an lon déi voi
con nguoi tir rat xa xuwa. SO nguyen t6 1a thanh phan co ban trong Ly thuyet so va viéc khong co
d4u hiéu dé nhan biéts6 n guyén t6 lam cho Ly thuyet sO tré thanh mot linh vuc kha da dang va
phong phu cac bai toan vé linh vuc Ly thuyét s6 chang c6 gl chung, rat kho g1a1 va khong c
lién hé r6 rang voi cac linh vue toan hoc khac. Theo cach noi cua Barry Mazur thi "Ly thuyét s6
dé dang dit ra vo s6 bai toan ma bao  quanh ching la mot bau khong khi trinh nguyén va diu
ngot, la nhu'ng bong hoa day quyén ri; va con nira... Ly thuyet s0 cing chra day sau bo dang
rinh rap dé can vao ai dam say nhing bong hoa day hwong sdc, va nguwdi nao da mot Ian bi cin
cang co gang hét strc d€ dat dwoc mong mudn clia minh"[2] .

Mot dong ghi chu noi tiéng trén 1é sach Fermat nhu bi mé hoc truéc

sw quyen rii ctia nhitng con s&. Ong tim thay cai depvay nghla & cac con sb. Trong Ly thuyét

56, 6ng da néu 1én mot s dinh ly, trong d6 c6 mot dinh Iy néi rang moi s6 c6 dang 2(2 1y thira n)
+1 (2 nang lén lay thu'a hal mi n, cong 1) 1a mot s6 nguyeén t6. Sau nay ngwoi ta phat hién la
dinh Iy sai vi c6 mot sd sé co dang nhuw vira néu nhung khong phai 1a s6 nguyén té.

Trong s6 nhitng ban dich cac tdc pham c6 dién ra tiéng Latinh ma Fermat yéu quy c6 cudn So
hoc (Arithmetica) cua nha toan hoc Hy Lap Diophantus séng & Alexandria vao thé ky IIL. Vao
khoang nim 1637, Fermat da viét trén lé cudn sach nay, ngay canh bai toan phan tich mot so
chinh phwong thanh téng ctia hai s6 chinh phwong, may dong chit Latinh:

"Mdt khdc, khéng thé phan tich mot ldp phwong thanh tong cta hai ldp phwong, hodc mét trung
phwong thanh tong cua hai trung phwong, hay - mgt cach tong quat - bdt ky mét liiy thira nao
khdc 2 thanh tong cta hai liiy thira ciing bdc. Téi dd tim dwoc mét chu'ng minh that tuyét diéu
cho nhdn xét nday, nhung ddng tiéc 1é sdch khéng du rong dé ghi ra day."

biéu khang dinh bi an trén da lam cho nhiéu thé hé cac nha toan hoc phai co gang hét strc dé
duara "mot chirng minh that tuyét diéu"- dieu ma Fermat khdng dinh la da hoan tat Noi dung
clia ménh dé thoat nhin twdng don gian dé 1a: trong khi binh phuwong clia mot sd s6 nguyén cd
thé phan tich thanh téng hai binh phuong cua cac s6 nguyén khac (vi duy, 5 binh phwong (25)
bang tong cia 4 binh phwong (16) va 3 binh phuong (9)), nhung diéu twong tw khong xay ra
doi véi 1ap phuong cia mot s6 nguyén hay cac liy thira bac cao hon. Trong nhitng ndm dau thé
ky XIX, tat ca cac dinh ly khac cia Fermat hoic da dwoc chitng minh hoic dd bi bac bo. Ménh de
tu*ong nhw do'n gian trén day van chua chu'ng minh hodc bac bd duoc, va vi viy nguoi ta dit
cho no tén goi "Pinh Iy cudi cung ctia Fermat”. Pinh ly d6 c6 ding khong'? Tham chi trong thé



ky cua chung ta, may tinh da dwoc huy dong de cd gang kiém tra tinh ding dan cla dinh ly nay.
May tinh c6 thé kiém tra dinh ly doi véi cac s6 rat 1om, nhung n6 khong thé lam véi tat ca cac
s0. binh ly nay c6 thé dwoc thir voi hang ty con S0, nhlrng s€ van con nhiéu v6 han sO -va nhleu
v han cac liy thwa - phal kiém tra. Dé khang dlnh tinh dang dan ctia Dinh 1y cubi cung cda
Fermat can phai c6 mot chirng minh toan hoc chit ché. Vao dau thé ky XIX cac Vién han lam
khoa hoc Pirc va Phap di dwa ra cac giai thu'o'ng cho bat ky ai tim duwogc phep chwng minh va
moi nam hang nghln nha toan hoc, nhung nguoi lam todn nghiép du va cling o ca nhiing
ngwoi lap di, da guq ‘cac chirng mlnh vé toa soan cac tap chi toan hoc va cac hoi dong giam
khdo. Tuy vay, tit cd van la con s6 khong.

Thang 7, 8/1993 - Phat hién mot ké ho quan trong

Cac nha toan hoc dd lac quan mot cach than trong khi ma Wiles roi khoi buc bao cao vao cai
ngay Thi Tw cta Thang Sau ay. Cudi cung th1 mot van de nan giai hon 350 nam nay duong nhu
da duoc giai quyet Str dung cac ly thuyet va cac khai niém toan hoc phirc tap - nhirng cong cu
toan hoc chwa cé & thoi Fermat va tham chi Ia cho dén tan thé ky XX méi co - Wiles da dua ra
mot Chu'ng minh dai doi héi sy danh gia ctia nhiéu chuyen gia khac nhau. Chirng minh nay da
duoc gui den mot sO nha toan hoc dau dan. C6 1€ 7 nam lam viéc don doc trong can gac xép
khuat néo ctia Wiles da c6 két qua roi. Nhwng su lac quan ching kéo dai dugc bao lau. May
tuan sau, mot ké hé trong logic chitng minh cua Wiles da bi phat hién. Wiles c6 gang lap di ké
hé nay, nhlrng ké hé van ctr tro ra d6. Nha toan hoc cda thanh pho Princeton 13 Peter Sarnak,
ban than cua Andrew Wiles, da chung kién hang ngay Wiles danh vat véi phép ching mlnh ma
md&i 2 thang truéece tai Camhrldge 6ng da cong b0 véi ca thé gioi rang 6ng da hoan tat. "Ct nhu
thé 1a Andrew dang c0 gang trai mot tdm tham qua c& 1én neén nha", Sarnak giai thich. "Anh ay
kéo né ra thi tdm tham vira khit canh bén nay cdan phong, nhwng o phla bén kia no lai truon 1én
tuong, thé l1a anh 4 ay lai phai buéc téi kéo nd xudng... nhung roi no lai phong l1én & chd khac.
Viéc tdim tham co6 co dung voi kich thuéc cua can phong khong thi anh khong thé xac dinh
duoc". Wiles lai 1anh vao can gac xép cia minh. Cac phong vién cua to Thoi bao New York va
phucmg tién thong tin dai chung da dé yén cho ong tré lai véi cong viéc don ddc ctia minh. Khi
thoi gian cir dan tréi di ma chua tim dwoc cach khac phuc ké hé trong chwng minh, cac nha
toan hoc va cong ching néi chung lai bat dau tu hoi khong biét Pinh ly cudi cung cia Fermat
co hoan toan dung hay khong. Chitng minh tuyét diéu ma Giao su Wiles da trinh bay dé thuyét
phuc ca thé gidi clng chang mang lai diéu gl cu thé hon chinh nhitng dong chir cua Fermat:
"Chng minh that tuyét diéu nhung dang tiéc 1& sach khong di rong dé ghi ra day."

Khoang giira song Tigris va song Euphrates, Circa, 2000 nam
trwdc CoOng nguyén.

Cau chuyén vé Dinh ly cudi cung cua Fermat la cau chuyén c0, c6 hon chinh ca Fermat nhiéu.
Tham chi né con c6 xwa hon ca Diophantus - nguoi 6 cac cong trinh ma Fermat da c6 gang
tong quat hoa. Goc gac cua cai dinh ly c6 vé don gidn ma lai rat sau sac nay ciing lau doi nhu
chinh nén van minh cta loai ngwoi. Nguon goc cia dinh 1y ¢6 tir thoi dai van hdéa d6 dong, mot



nén van hoa da rat phat trlen & vung Fertile Crescent nam giita hai con song Tigris va song
Euphrates cua Babylon c6 dai (phan lanh thé nay thudc Irac). Khi ma DPinh ly cu6i cuing cda
Fermat con la mot khang dinh triru tuwong chang co ung dung gi trong khoa hoc, ki thuat, toan
hoc, tham chi ngay ca trong Ly thuyét so 1a noi thich hop nhat véi dinh ly nay, thi coi nguon
clla n6 da dwoc hinh thanh tir 2000 nam truédc Cong nguyén trong doi séng hang ngay cua
ngwdi dan Mesopotamia.

O thung ling Mesopotamia, thoi ky tir nam 2000 dén nam 600 trwdc Cong nguyén duoc xem la
thoi dai cia ngwoi Babylon. Thoi ky nay dé chimg klen sw phat trién ruwc ré cia mét nén van
hoéa, bao gdom chit Vlet viéc str dung cac banh xe va phat trién nghé luyen kim. Mot hé thong
kénh dao da duoc s dung dé twdi tiéu cho nhiing vung dat rong lon nam gitra hai con song.
Khi nén van minh & thung liing mau m& ctia Babylon da phat trién phon thinh, nhimg nguoi Co
bai séng & day hoc cach budn ban va xay dung nhirng thanh pho sam uit nhuw Babylon va Ur
(noi sinh cia Abraham). Tham chi som hon nita, vao cudi thién nién ky IV trudc Cong nguyeén,
chir viét tho so da dwoc phat minh ra ¢ thung ling Mesopotamia va ca ¢ thung liing song Nile.
O Mesopotamia c0 rat nhiéu dat sét va nhiéu dau Vet hinh c4i ném da dwoc khac sau vao
nhing vién gach dat sét mém bang bt tram (dung & thoi c6). Sau dé ‘hguoi ta nung nhiing
vién gach do trong 10 hodc phoi nang cho no6 kho cung lai. Dang chi viét nhuw thé dwoc goi la
chit hinh ném (cunelform) Tén goi nay co goc tlr chir Latinh cuneus - nghia la cai ném. Chit
hinh ném la ki€u chit viét dau tién trén thé giéi. Nganh thuwong mai va nganh xay dung &
Babylon va Ai Cap co dai da doi hdi phai c6 phwong phap do luwong chinh x4c. Cac nhakhoa hoc
dau tién cda cac xa hoi thoi dai do dong da nghién ctu cach woc luong ty 1€ gitra chu vi va
dwong kinh ctia mot hinh tron va ho da tim ra mot s6 gan gidng voi s6 ma ngay nay ta goila s6
pi. Nhitng nguoi da tirng xay dung cong trinh Zlggurat khong 16, thap nha th¢ Babel va Khu
vuon treo - mot trong bay Ky quan cua thé gi¢i Co Pai, can c6 ca cich thic tinh dién tich va thé
tich.

Sw giau c6 l1a mot dai lwong binh phwong

Mot hé théng so phirc tap dd duwoc phat trién trén co so 60. Cac ky suw va cac nha xay dung
ngudi Babylon da c6 thé tinh toan cac khéi lwong can thiét cho cong viéc hang ngay cua ho. S6
binh phwong xuat hién mot cach tw nhién trong cudc song mic du vay ngay tir cai nhin dau
tién thi khong hin 1a nhu thé. Viéc binh phuong cac con so c6 thé dwoc xem nhu la cach biéu
dat su giau co. Sy thinh vuong cua ngudi nong dan phuy thudc vao tong s6 hoa mau ma anh ta
c6 thé san Xuat ra. The roi s hoa mau do, den lwgt minbh, lai phu thudc vao dién tich trong trot
ma nguoi ndng dan co. Dién tich la tich s ctia chiéu dai va chiéu rong clia thira rudng, va day 1a
chd dan t&i phép binh phu'o'ng Mot thira ruéng ma cé chiéu dai va chiéu rong cung bang a thi
c6 dién tich bang a2. Do vy, theo y nghia nay thi sw giau c6 1a mot dai lwong binh phwong.

Nhitng nguoi Babylon ciing muon biét khi nao thi binh phuong cia mot s6 nguyén co6 thé phan
tich thanh tong binh phuong cla cac so nguyén khac. Mot nguoi néng dan, lam chii mé6t thira
rudng rong 25 don vi vuong co thé déi no6 lay hai manh ruéng hinh vuéng: mét manh rong 16
don vi vudng con manh kia rong 9 don vi vuong. Vady mét manh rudéng rong 5 dcrn vix 5 don vi
twong dwong voi hai manh - mot manh rong 4 don vi x 4 don vi va manh kia rong 3 don vi x 3
don vi. Pay la thong tin quan trong cho viéc gidi quyét mot bai toan thuwc té. Ngay nay ta trinh



bay moi quan hé nay duoi dang dang thic:52=42%+ 32 Va cac bo ba nhirng s6 nguyén nhu thé
- 0 day noiriéngla 3,4 va 5 - ma cac binh phuong cua ching thoa man hé thirc trén, duoc goi
la cac bo ba Pythagoras mdc du nguoi Babylon biét nhitng b6 sé nhuw the tlr hang ngan nam
truede thoi dai cda nha toan hoc Hy tap néi t1eng Pythagoras, nhu'ng tén ctia 6ng van dwogc lay
dé dat cho cac bd ba so nguyén do. Chung ta biét duoc diéu nay tir mot vién gach dit sét dac
biét c6 nién dai khodng 1900 nam truéc Cong nguyén.

"Pllmpton 322" Nhing ngudi Babylon di dé tAm téi cac bang bidu. Tan dung
nguon dat sét phong phu va ky thuat viét chit hinh ném, ho da tao nén rat nhiéu bang bleu
Ngay nay vdn con nhiéu bang biéu d6 vi cac vién gach bang dat sét rat bén. Chi riéng tai noi &
cua nguoi Nippur c6 dai nguoi ta dd tim thay hon 50.000 vién va hién dang dwoc trung bay
thanh cac bo swu tap trong cac bao tang ¢ Yale, Columbia, ¢ Tru'crng Pai hoc Téng hop
Pennsylvanla va & nhiéu noi khac. Rat nhiéu vién gach nhw thé bam day bu1 bim dang ndm
dwéi tang hAm cda cac vién bao tang, chwa dwoc doc dén va cling chwa dwgc gidi ma.

C6 mot vién gach da giai ma dwoc va rat dang chud y. Vién gach nay thudc bao tang cua
Truong Pai hoc Tong hop Columbia va né c6 tén la Plimpton 322. Trén vién gach dé c6 15 bo
ba cac con s0. Moi bo ba c6 tinh chat nhu sau: s6 thir nhat Ia mot s6 chinh phuong va la tong
cda hai s0 con lai ma moi sO cling la mot s6 chinh phuong. Bang nay c6 15 bo ba Pythagoras
[3] . Cac s6 25 = 16+9 dd dwoc néu & phan trén la mot bo ba Pythagoras. Trén vién gach

Plimpton 322 c6 m¢t bd ba Pythagoras khacla: 169 = 144 + 25 (ttcla 13 = 122 + 5%). Khong
phai tat ca cac hoc gia déu dong y voi cach ly giai vé sw quan tam clia nguoi Babylon c6 dai doi
v0i cac so dé. C6 thuyét cho rang sw quan tam nay chi nham muc dich thure té va qua la thuc té
ho da sw dung hé thong s v&i co s6 60, vi vay ho da thuong chon dung cac s6 nguyén hon la
cac phan so dé giai cac bai todn thuc té voi cac s6 nguyén chinh phuong. Nhung cac nha
chuyén mon khac thi cho rang cac con so vén co cai tha vi riéng ma chinh ching co the la dong
lwc khién nguoi Babylon chay dén cac s6 chinh phwong. Co dleu cho dula vily do gi di nita thi
thplon 322 van c6 thé dung lam cong cu dé day sinh vién gidi cac bai toan trong dé cac con
s6 la cac sO chinh phuong.

Thw vién gdm cac sach va ban thao quy hiém.
Trwdng Pai hoc Téng hop Columbia.

Phwong phap cta nguoi Babylon khong | nham phat trién mot ly thuyet tong quat dé giai cac
bai toan nhw thé&, ma ding hon la cung cap cac bang liét ké bo ba s dé day hoc sinh doc va st
dung cac bang d6.



Hoi sd hoc co dai - Nhirng ngwoi sung bai da thé giir bi mat

Pythagoras sinh ra tai ddo Samos, Hy Lap, khoang nam 580 trudc Cong nguyeén. Ong da di
nhiéu noitrén thé gioiva da dén tham Bab ylon, Ai Cap va tham chi c6 the da dén ca An bo nira.
Trong cac chuyen di cia minh, dac biét khi den Babylon, 6ng da lién hé voi cac nha toan hoc va
dwong nhu 6ng da biét cac cong trinh nghién ctru cua ho ve nhirng con s6 ma ngay nay ching
mang tén 6ng: cac by ba Pythagoras - diéu ma cac nha khoa hoc va cac nha toan hoc Babylon
da biét dén tir hon 1500 nam trudéec Pythagolas. Pythagoras da Tam quen voi nhlrng nguoi xay
dung cac cong trinh nghé thuat va kién trac nghé thudt nguy nga va c6 thé 6ng da quan tim
dén ca khia canh todn hoc cta cac ky quan nay. Trong cac chuyén di ctia minh, Pythagoras cling
da cAm thu cac tw twdng triét hoc va ton gido phwong Dong.

Khi Pythagoras tré vé Hy Lap, 6ng da roi dao Samos chuyen dén Crotona, mot dia danh thudc
vung vinh hinh chiéc ung cua Italia. Mot diéu that tha vi 13 chac chan Pythagoras d3 tn mat
nhin thay bay ky quan cua thé giGi Co Dal Mot trong bay ky quan d6 1a Dén Hera tai Samos -
noi sinh cua Pythagoras. Ngay nay t4t ca tan tich ctia ngdi dén trang 1é nay chi con duy nhat
mot cdy cot try lai trong s6 hang tram cay c6t va noi do chi cach thanh pho Pytagorion ngay
nay - thanh phd mang tén ngwoi con vinh quang cua Xt dao - mot doan duong ngan. Vuot qua
eo bién vai dam vé phia Bac, noi thudc Thé Nhi Ky ngay nay, 1a di tich clia mot trong bay ky
quan khac cua thé gigi thoi C6 bai - Ephesus. Canh d6 vé phia Nam Samos la bilrc twong
Rhodes khong 16. Pythagoras cling da téi Kim tw thap va Sphynx & Ai Cap; va khi dén Babylon
chac chan dng da chiém nguéng Khu vuon treo.

Thoi 4y ving vinh hinh chiéc ung cua Italia bao gom Crotona (noi Pythagoras sinh song) va
phan 16m dién tich phia Nam nuwdc Italia 1a mot phan ctia "Thé gi&i Hy Lap” - Magna Graecia.

"Vwong qudc Hy Lap bao 1a" thoi d6 doc chiém toan b vung phia bong bia Trung Hai, ké ca
Alexandria thudc Ai Cap cung dong dao cw dan goc Hy Lap séng & d6 - noi ma con chau ho van
t1ep tuc cw ngu cho dén nhitng ndm dau cta thé ky XX. Cach Crotona khéng xa la cac hang dong
ma cac nha tién tri tra ngu kleu nhu dong cua Delphi, moét nguoi duoc cho la c6 thé néi trudc
dwoc s6 phan va twong lai cia con nguoi va cac dan toc.

"Con so la tat ca"

Tai mét vung dat hoang lanh 1€o bao quanh vung dat cao nhat cda Italia, Pythagolas dd nhom
lap mot hoi bi mat dé tién hanh nghién ctru cac con s0. Cac thanh vién ctia hdi nay cung mang
cai tén quen thuoc mon dé cua Pythagoras. Nguoi ta cho rang chinh cai h01 bi mét nay da
ngam phat trién mot phan dang ké ctia khéi tri thitc todn hoc. Cic mon dé clia Pythagoras da



thong nhat theo du01 mot lun diém trlet hoc riéng duoc tom tat trong khau hiéu ctia ho: Con
s6 la tat cd. Ho toén sung nhitng con s6 va tin rang ching c6 nhing tinh chat than diéu. Ho rat
thua vi voi cai goi la s6 hoan thién. Mot trong cac dinh nghia vé s hoan thién, khai niém du'oc
dung cho dén ca thoi Jrung C& va xuat hién trong cac hé bi an, Chang han nhlr hé Kabbalah clia
ngwoi Do Thai, noi rang so hoan thién la mot so bang tong cac wéc sd ctia no, khac chinh no.
Mot vi du ve so hoan thién dep nhat va don gian nhat 1a so 6. SO0 6 la boi cua 3 2val. Cac s6
nayla wécsé ciab6vatacé: 6=3x2x1.Ciingcan déy y rang néu ta cong cac u¢c s do lai ta sé
nhin dwoc chinh s6 6 (6 = 3+2+]). Theo dinh nghia néu trén, 6 la mot s6 hoan thién: Mot s6
hoan thién khéc 1a 28 vi cac wéc s6 ctia 28 (khong ké chinh no) 141,2,4,7,14vataclingcé: 1 +
2+4+7+14=28.

Cac moén dé cua Pythagoras song theo truong phai kho6 hanh va la nhirng nguoi dn chay that
sw. Nhung ho khong dan dau hat vi cho rang no giong nhuw hon... ctia dan 6 ong. Mo6i ban tam cua
ho vé con so mang dam mau sac ton gido va thuyét an chay nghiém ngat cua ho ciing c6 nguon
goc tlr tin nguwdng ton gido. Néu cho dén thoi Pythagoras khong con luu truyen lai dwoc mot
tai liéu nao thi thoi ky sau do da dé lai cho hiu thé rat nhiéu tai liéu viét vé bac thay 16i lac nay
cung nhirng mon dé cta éng va chinh Pythagolas da duoc danh gia 1a mot trong so nhwng nha
toan hoc vi dai nhat cda thoi ky Co Dai. Ong la nguoi 'da tim ra dinh ly Pythagoras ve binh
phwong cac canh clia mot tam giac vuodng, diéu c6 lién hé mat thiét véi cac bd ba so
Pythagoras va tat nhién 1a véi ca Pinh 1y cudi cuing ctia Fermat tan 2000 ndm sau do.

Binh phwong canh huyén bang tong binh phwong hai canh
Kia...

Dinh Iy néu trén c6 nguédn goc & Babylon, b6i vi nguoi Babylon da hiéu twong tin cac bo ba so
Pythagoras Tuy nhién, Pythagoras va cac mon dé da c6 céng phat biéu dinh Iy duéi dang hinh
hoc va vi vay dinh ly c6 tinh tong quat cao hon nhleu so véi cac s§ tw nhién don thuan (cac so
nguyén duong) Dinh ly Pythagoras phat b1eu rang binh phwong canh huyén ctia mot tam giac
vudng bang tong binh phwong cda hai canh con lai - nhw minh hoa & hinh 1.




Khi chiéu dai canh huyén la mét s6 nguyén (chang han1a 5, binh phwong cua 5 1a 25), thi cach
phan tich theo Pythagoras duwdi dang tong hai binh phtro'ng sé la s6 nguyén 4 (binh phuong la
16) va 3 (binh phuong la 9). Nhw thé, khi 4p dung dinh ly Pythagoras doi véi cac so nguyén
(chang han nhw cac s6 nguyén 1, 2, 3,..) ta nhan dwoc cac bd ba sd Pythagoras - diéu nay da
duoc biét dén tir 1000 ndm truéc d6 & Babylon

Mot cach tinh c&, cic mon dé cla Pythagoras da phat hién ra rang cac sé chinh phwong 1a téng
cuamotdaycacsole Changhan 4=1+3;9= 1+3+5;16=1+3+5+ 7, vv..Ho mo ta tinh
chat nay boi mot day cac so duoc sap xép trong mot so d6 dang hinh vudng. Khi cong mot s6
1é cac 6 tron nam doc theo hai canh k& nhau véi s6 chinh phuwong trwéc dé, ta nhan duoc mot
s6 chinh phwong moi :
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Hinh 2

Cac so0 nguyen, cac phan SO va gl nira ? T xa xwa ngudi Babylon va
nguoi Ai Cap da biét dén cic sO nguyén va cac phan s6 (vidu:1/2,1/3,5/8,147/1769, v.v..).
Cac mon dé cua Pythagoras khong ding & d6 ma con tién xa hon nhiéu. Ho la nhirng nguoi da
phat hién ra s6 vo ty - d6 1a cac so khong thé viét dudi dang cac phan s6, ma phai viét & dang
s0 thap 'phan vo han khong tuan hoan. S0 pi (3,141592654...) - ty so giira chu vi va dwong kinh
cua mot duwong tron - 1a mot vi dy vé sb vo ty. SO pi la mot sO thap phan v6 han; ta khong thé
viét ra hét cac chir s0 thap phan clia né vi chiing 1a cac s6 khac nhau va khong 1 bao gio két thuc.
Pé mo ta, don glan ta goi la pi va dung ky hiéu pi, hoac la ta cting c6 thé 14y x4p xi cta pi bang
cach chi viét dén mot chir s6 thap phan nao dé, ching han: 3,14; 3,1415; v.v..

Ngay nay nguo1i ta da co thé dung may tinh dé tinh dworc s6 pi voi phan thap phan t&i hon mot
triéu chir s6 nhung rat it khi can thiét phai lam nhw the Ttr thién nién ky tht hai trudc Cong
nguyén nguoi Babylon va nguoi Ai Cap da biét dé€n so pivoi cac gia tri gan dung khac nhau. Ho
lay ang chung pi bang 3 va s6 pi xudt hién nhu 1a hé qua cua viéc phat minh ra banh xe. S6 pi
cliing xudt hién trong cac s6 do khac nhau cda kim tu thap Ai Cap Thim chi so pi da dwoc dé
cap dén trong Kinh thanh co: & Chuong I, Muc 7, Dleu 23 khi doc vé nhitng thanh lay hinh tron
ma con nguoi da xay dung. Dya trén so don vi do ctia chu vi va duong kinh, ta co thé két luin
dworc la nhitng ngwoi Do Thai c6 dai da 14y "ang chirng” gia tri cua so pi la 3.

Cac mon dé cua Pythagoras cliing nhan thay can bic hai ctia 2 1a mot so vé ty. Khi ap dung dinh
ly Pythagoras d01 voi tam gidc vuong cd hai canh cling bang 1, cac mon dé cua Pythagoras
nhan thay s6 do cua canh huyén la mot sé la: can bac hai cta 2. Ho néi rang s6 d6 khong phaila
mot s6 nguyén, tham ‘chi khong pha1 la mot phan s0. b6 1a mot so ¢ phan thap phan v6 han
khong tuan hoan. Ciing gidng nhu sé pi, ngwdi ta khong thé viét ra dwoc gia tri cin bac hai cia



2 bang mot con s6 chinh xac (1,414213562..) vi phan thap phan v6 han cua no khong c6 hién
twong ldp di ldp lai cla mot didy hitu han cac Chll‘ s6 kiéu nhu sé
1, 857142857142857142857142857 mot s6 ma nguoi ta khong can phai viét hét tat ca cac
chirs6 thap phan cua n6 ma van mo ta dwoc nd. Mot s6 ndo d6 ma cé biéu dién phan thap phan
lap di ldp lai (trong s6 vira néu, day 857142 ldp di lap lai mai trong phan thap phan cua nd) la
mot so hlru ty, tirc Ia mot so co thé v1et dudi dang a/b, ty s6 cla hai s6 nguyén. Trong vi du vira
néu, hai s6 nguyén d61a 13 va 7. Ty s6 13/7 bang 1,857142857142857142857142..., & day diy
857142 lap di lap lai mai.

Cac mon dé cua Pythagoras - nhitng nguoi say mé nghién ctru so hoc - da rat ngac nhién va c6
an twong manh khi phat hién ra tinh chat vo ty cua cdan bac hai cua 2.Ho thé ' khong bao gio noi
diéu dé véi bat cir ai khong thudc trweong phai cua ho. thng roi didu bi mat van lot ra ngoai.
Truyén thuyet keé lai rang chinh Pythagoras da glet chet mot thanh vién trong nhém (bang
cach dim xudng sdng) vi nguwdi ndy da tiét 16 sw ton tai ciia cac s6 vo ty ky la doé.

Trén truc s6 c6 hai loai s6 khac nhau: s hitu ty va s6 vo ty. Cac s6 hitu ty va s6 vo ty lap day
toan bo truc so. Chung ké can nhau vo cung sit sao. Cac s6 hiru ty tru mat khap noi trong cac so
thuec. Trong bat ky mot lan can nao, du khoang dé nhé bé thé nao, xung quanh mot s hiru ty
cling c6 rat nhiéu cac s6 vo ty. Nglrcrc lai, xung quanh mot s6 vO ty cling o vo s6 cac s0 hitu ty
(hinh 3). Ca hai tap hop s6 hitu ty va so vd ty déu vo han. Nhung cac s6 vo ty nhiéu dén mic
vuotxa ca cac so hiru ty. Bac vo han cua ching cao hon. biéu nay da dwoc nha toan hoc George
Cantor (1845 - 1918) chi ra vao cudi thé ky XIX. Thoi d6 chi c6 vai nguoi tin Cantor. Leopold
Kronecker (1823-1891) - dich thu tinh quai cua Cantor - da nguyen rua va ché nhao Cantor vi
cac thuyet cua ong veé van dé c6 bao nhiéu so6 hitu ty vaso vb ty. Kronecker da trcr nén noi t1eng
v&i ciu noi: "Chda da lam ra cac so nguyeén, tat ca phan con lai 1a cong viéc cua con nguoi,
nghia la 6ng ta khong hé tin sw ton tai ctia cac s6 vo ty, vidu nhw cin bac hai cta 2! (viéc xay
ra 2000 nim sau thoi Pythagoras). Su déi khang cua Kronecker 1a nguyén nhan can tre lam
cho Cantor khong nhan duoc danh hiéu gido su cua Truong Dai hoc Tong hop Berlin danh
tiéng, roi cudi clng 1lam cho Cantor suy sup nhanh chéng ve tinh than va két thic cudc doi
minh trong mot bénh vién tam than. Ngay nay, tat ca cac nha toan hoc déu b1et rang Cantor da
ding va dung 1a cé nhiéu s6 vo ty hon cac s6 hitu ty, du rang ca hai tap hop sO nay cung la cac
tap hop v6 han. Nhwng phdi chidng nhitng ngwoi Hy Lap c6 dai cling da biét tat ca nhirng diéu

do ? [4]
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Hinh 3

Di san cua Pythagoras

Mot khia canh quan trong ciia cudc doi Pythagoras - v&i nhitng nguyén tac dn kiéng, véi long



sung kinh cac con s6, voi nhitng cudc hoi hop bi mat va cac thu tuc 1é nghi - la sy theo duoi
nghién ctru moén trlet hoc va toan hoc nhw 1a nén tang cua dao dirc. Nguwoi ta cho rang chinh
P thagoras 1a tac gia ctia cau noéi: "Triét hoc la tinh yéu kién thitc, con toan hoc 1a cai ma ta hoc
duwoc”. Pythagoras dd bién mon khoa hoc toan hoc thanh mén hoc dwéi hinh thirc gido duc
rong rai.

Pythagoras mat vao khoang nam 500 trudc Cong nguyén. Ong khong dé lai mot ban thdo nao
ghi chép cac cong trinh cta minh. Trung tam cua ong o Crotona dd bi pha huy khi nhém chinh
tri déi 1ap Sybaritic (nh6m cuia nhitng ke thich xa hoa) bat séng va sat hai hau hét cac thanh
vién cda Trung tdm. SO ngu'crl con lai tan mat dén Vung bia Trung Hai thuoc bai vuong qudc Hy
Lap. Ho dem theo minh triét hoc va thuyet than bi vé con s6. Trong so nhwng nguwoi hoc duoc
tinh triét hoc cda toan hoc tir nhirng nguoi di tan nay co Philolaos & thanh phé Tarentum,
ngudi da nghién ctru trong mot trung tam moi do cac moén dé cua Pythagoras thanh lap tai
day. Philolaos la nha triét hoc Hy Lap dau tién da ghi lai lich st va cac hoc thuyét cia truong
phai Pythagoras. Chinh nho cu6n sach cua Philolaos ma Plato da linh hoi duwoc tw tudng triét
hoc ctia Pythagoras vé s6 hoc, vii tru hoc va dao than bf ma sau nay chinh Plato ciing viét vé
nhitng diéu do. Bleu tuong dac trung cua treong phai Pythagoras 1a ngdi sao nam dinh noi tiép
trong hinh ngii giac déu. Cac duong chéo ctia ngii giac (tao nén ngdi sao nam dinh) cit nhau lai
tao ra mot hinh ngii gidc déu khac bé hon theo huwdng nguoc lai. Néu lai ké cac - duong cheo cua
hinh ngii giac bé do6 thi mot hinh ngii giac maoi bé hon nira lai duoc sinh ra; va ct tiép tuc nhu
thé mai. Hinh ngi giac va ng6i sao nam dinh duoc tao thanh tir cac du'cyng chéo cua ngil giac
(hinh 4) c6 mot s8 tinh chat ky la ma cdc mon dé cda Pythagoras tin rang do la dleu huyen bi.
Mbi duong chéo chia duong chéo khac thanh hai phan khong bang nhau. Ty so gitra mot
dwong chéo védi doan dai hon dung bang ty s6 gitta doan dai hon voi doan ngan ho'n Ty so nay
la nhu nhau d01 voi tat ca cac duwong chéo nho nira. Ngu'm ta goi d6 1a "Ty so6 vang'. Gid tri cua
ty soO nay la s vo ty 1,618... Néu lay 1 chia cho so nay thi ta nhan dwoc ket qua la phan thap
phan cua chinh ng, tirc 1a 0,618... Sau nay ching ta sé thay Ty s6 vang" xuat hién trong cac
hién tuwong tw nhlen cling nhu trong su can déi, hai hoa ma mat con nguoi cam thay dep. b6
cling 1a gidi han clia ty s6 gitta cac s6 Fibonacci ndi tiéng ma ta sap dé cap toi.

AANN

~ Hinh 4

Ban c6 thé tim dwoc "Ty s6 vang" bang cach thuc hién day cac phép todn thu vi sau day trén
mot may tinh bo tai: tinh 1+ 1 = sau do 18y 1/x,roi +1=,1ai ldy 1/x, r6i + 1 =, lai 1dy 1/x va ct
ti€p tuc nhu vay.

Trén may tinh ctia ban cac so sé thay nhau xudt hién va ngay cang xap xi téi 1,618... Va 0,618...,
khi ma tap cac phép toan dwoc lap di lap lai mot s6 1an dd 1én. Pé chinh 1a* Ty so vang". S6 nay
bang cin bac hai ciia 5 trir di 1 rdi chia cho 2. Pay chinh 1 cach tinh "Ty s6 vang" bang phwong



phap hinh hoc trén co s& ngii giac déu Pythagoras. Vi ty s0 nay khong bao gio la ty s6 cua hai
s0 nguyeén, do dé6 né ciing khong thé 1a so hitu ty. Dleu nay chirng minh rang cin bac hai cia 5
cling 1a s vo ty. Ching ta sé con gap lai "Ty s6 vang" nhiéu lan & phan sau.

Cac moén dé cua Pythagoras da phat hiénra rang sy hai hoa trong dm nhac twong ing véi cac
ty 1& don gian giita cac con s6. Theo Aristotle, cac mon dé cua Pythagoras di tin tuwong rang
toan bo thién dwong chinh la cung bac am thanh va cac con s0. Chinh sw ha1 hoa cua am nhac
va cac hoa tiét hinh hoc da lam cho cac mon dé cua Pythagoras tin rang "T4t ca 1a con 50"
Nhiing mon dé cua Pythagoras cho rang cac ty 1& can ban trong am nhac chi gom cacso 1, 2, 3
va 4 ma tong cua chung bang 10. Nguorc lai, so 101a co'sd trong hé thap phan cua ching ta. Cac
mon dé cua Pythagoras minh hoa s6 10 bang mot hinh tam giac (hinh 5) ma ho goi 1a b bén
s& (tetraktys) [5] :
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Cac mon dé cua Pythagoras coi b bon s6 nhw la than linh, tham chi ho da vién vao vi than nay
dé thé thot. Theo Aristotle, Ovid va cac nha vin c6 dién khac s6 10 dwoc chon 1am co's6 cho hé
thap phan la hoan toan tinh co, vl con ngwoi c6 muwoi ngon tay. Mit khéc, ching ta nh& 1a
nguol Babylon dé str dung hé dém co s6 60. Tham chi dén ngay nay van con 1a1 dau vét cla cac
hé dém khéc. Trong tleng Phap, s6 80 (quatre-vingt, nghia la "bon lan hai mwoi™) 1a chirng tich
ciua mdt hé dém c6 xwa co co so la 20.

Day thirng, song Nile va sw ra dori cia mon hinh hoc

Chung ta biét duorc rat nhiéu diéu vé cac nha toan hoc Hy Lap c6 dai 1a nho vao cudn sach "Co

0" (Elements) cua Euclid - nha toan hoc cta thanh pho Alexandrla khoang 300 nam truéc
Cong nguyen. Co thé tin rang hai chu'ong dau trong cudn "Co s¢" hoan toan viét vé cac cong
trinh cua Pythagoras va hoi kin cua 6ng. Nhitng ngwoi Hy Lap c6 da lam toan vi cai dep va cac
so d6 hinh hoc triru twong. Ngwdoi Hy Lap da xay dung toan bo ly thuyét hinh hoc ma dén ngay
nay ly thuyet do hau nhu khong thay do6i va dugc dung dé giang day trong truong hoc. Trén
thwec t€, cuén "Co sé", hoac nhirng phan con lai cta n6 cho dén ngay nay dwoc danh gia la cuén
sach gido khoa vi dai nhat cta moi thoi dai.

Herodotus - nha str hoc noi tleng nguoi Hy Lap thoi ky Co bai cho rang mon hinh hoc da duoc
phat trién & Ai Cap co dai sém hon & Alexandria cling nhuw cac vung khac thudc Hy Lap rat
nhiéu, tir 3000 ndm trudc Cong nguyén. Ong ké rang nwdc tran tir séng Nile c6 thé pha hiy bor



bao quanh cac canh doéng trong vung chau thé  song Nile mau mé, va diéu do6 doi héi phai co ky
thuit vé ban do phtrc tap. bé lam duwoc viéc nay, nhirng nguoi vé ban do dla chinh da phai xay
dung cac khai niém ciing nhw cac ¥ twdng vé hinh hoc. Trong cuén "Lich st" cia minh,
Herodotus viét:

"Néu séng Nile cudn tréi mot phan trong 16 ddt cua ai dé thi nha vua cw ' nguoi dén kiém tra va
xdc dinh chinh xdc phdn dat bi mat dé bang cdnh do dac. Tir thuc té nay, téi nghi la mén hinh hoc
dd dworc biét dén & Ai Cap dau tién, roi sau dé méilan sang Hy Lap."[6]

Mon hinh hoc nghién ctru cac hinh tao thanh twr cac dwong tron, cac duong thang, cac cung
tron, cac tam giac va cac duong giao nhau cua ching tao nén cac goc khac nhau. R6 rang la
mon khoa hoc nay rat quan trong dé lam t6t cong viéc 14p ban d6 dia chinh. Qua vay, nguoi ta
da goi nhitng nha hinh hoc Ai Cap la "nhiing nguoi cang ddy thwng vi ddy dugc str dung de
cang lam dwong thang can thiét trong viéc xdy dung cac dén tho, cac kim tw thap va ding dé
dinh ranh gidi gitra cac thra rudng. Nhung c6 kha nang ngudn gdc ctia mon hinh hoc tham chi
con xa xua hon nita. Neolithic da tim dwoc cac vi du c6 tinh twong ddng va tinh d01 xtng hoa
tiét, nhirng cai ma cac nha hinh hoc Ai Cap da lam trwdc, roi nhiéu thé ky sau nguoi Hy Lap cb
dai thira ké dwgc. Nguoi Babylon cling c6 nhirng moi quan tam twong tw doi voi dién tich
rudng. biéu nay da lam ho c6 nhu cau hiéu biét vé cac s6 chinh phwong va m01 quan hé gitra
ching. Nhitng moi quan tam cuia nguoi Babylon da duoc nguoi Ai Cap chia sé vi nguoi Ai Cap
cling vap phai kho khan truéc nhimg van de chia dat dal cling nhw cong viéc xdy dung cac kim
tw thap cua ho. Vi thé, c6 kha nang nguoi Ai Cap c6 dai cling dd hiéu biét vé cac bod ba so
Pythagoras Tuy nhién, nhitng gi ma ngwoi Hy Lap da 1am v&i mon hinh hoc 1a nham thiét 1ap
thém mot mon toan hoc Iy thuyét. Ho da dat ra cac tién dé va chirng minh cac dinh ly.

Pinhly la gi?

Ngwoi Hy Lap cho ching ta khai niém vé dinh ly. Pinh Iy 1a mdt ménh dé toan hoc da dwoc
chirng minh. Phép chirng minh dinh ly la mot tién trinh lap luan chit ché nham chiro tinh dung
din cua dinh 1y sao cho khong mot ai c6 thé bat bé duoc néu ho dua trén cac quy tac logic va
chip nhan mot tip cac tién dé da duoc dua ra lam co s& cho he logic. Cac tién dé cia Euclid
bao gom dinh nghia mot diém, mot du'(rng thiang va ménh dé vé hai duong song song khong
bao gi¢r cat nhau. Dwa vao céac tién ‘dé va cac phép suy dién logic, vi du nhuw A chira B va B chira
C thi A chira C, ngu¢i Hy Lap co dai da chitng minh duoc nhiéu dinh ly hinh hoc rit hay vé tam
giac, hinh tron, hinh vuong, hinh ngil giac, hinh luc giac va hinh bat giac.

"Eureka! Eureka!”



Hai nha toan hoc vi dai ngwoi Hy Lap la Eudoxus (408-355 trudc Cong nguyén) va Archimedes
(thé ky III truwéec Cong nguyén) da mé rong cong trinh nghién ctru cac hinh hinh hoc sang linh
vuc tinh dién tich bang cach dung cac dai lwong v6 cung bé (nghia la bé bao nhiéu ciing duogrc).

Eudoxus 1 ngudri xtr Cnidus. Ong ting la ban va 1a hoc tro cta Plato. Ong ngheo dén noi khong
thé song trong khu Vién Han lam khoa hoc ¢ Athens ma phai song & noi gid sinh hoat ré hon la
thi tran cang Piraeus. Ttr ddy hang ngay ong den Vién Han lam cua Plato. Plato khong phdi la
nha toan hoc nhung 6ng khuyén khich nghien ctru todn hoc, dac biét doi vdi nhing hoc tro co
ning khiéu - nhur Eudoxus chang han. Eudoxus ciing da dén Ai Cap Va & day, cling nhu & Hy
Lap, 6ng nghién cru rat nhleu Ve hinh hoc. Ong da phat minh ra "Phuong phap vét can”

(Method of exhaustion), va da str dung n6 cung voi cac dai lwong vo cung bé dé tim dién tich
cac hinh hinh hoc. Vi dy, Eudoxus da tinh duwgc x4p xi dién tich hinh tron _bang tong cac dién
tich ctia nhiéu hinh chit nhat nhé hon (hinh 6) - dién tich cta ching rat dé tinh bang cach 13y
chiéu dai nhain chiéu rong. Ngay nay phwong phap nay duoc str dung trong cac phep tinh tich
phan va cac phwong phap giéi han hién dai khong khac gi "phwong phap vét can” ctia Eudoxus.

Ay
UL

Hinh 6

Nhung Archimedes (287-212 truéc Cong nguyén) moi dich thuce la nha toan hoc 16i lac nhat
cda thoi ky Co Pai. Ong da song & thanh pho Syracuse trén dao Sicily. Archimedes 1a con trai
nha thién vin hoc Pheidias va c6 ho voi vua Hieron II cua Syracuse. Cling nhw Eudoxus,
Archimedes da nghlen cliru vé cac phuong phap tim dién tich va the tich. Nhirng phwong phap
do la khoi nguon cho nganh giai tich vé sau nay. Thanh qua cta 6ng da thdc day ca hai phep
tinh vi phan va tich phan (toan giai tich c6 hai phan thi Archimedes nam vitng duoc ca hai).
Cha yéu 6ng quan tam dén toan hoc ly thuyét: s6 hoc, hinh hoc, dién tich cac hinh hinh hoc,
Vv.v.., song 6ng con dat duoc nhiéu thanh tuu trong viéc tng dung toan hoc. Moi nguoi déu biét
cau chuyen noi tleng ké lai swkién Archlmedes phat hién ra ci ma ngay nay ta goi la dinh luat
thiy tinh hoc dau tién - dinh luat phat biéu rang trong luong cua vat ngap trong nuoc bang
trong lwong phan nwéc ma vat do6 chiém chd. Luc bay gior & Syracuse c6 mot ga tho vang gian
tra va vua Hieron da yéu cau nha toan hoc ban minh tim cach phanh phu1 diéu nay.
Archimedes di bat dau tir viéc nghién ctru trong luong cua vat ngap trong nuoc. Ong dung
chinh co thé minh trong cic cudc thi nghiém. Ong st dung bon tam va lam mot s6 phép do
lwong. Khi phat hién ra dinh luat, ng nhao ra khéi bon tam roi cit thé vira chay khip pho
phuong Syracuse vira ho 16n "Eureka, Eureka!"” ("T6i da tim ra! T6i da tim ra!").

Archimedes ciing dwoc thira nhdn la nguwoi da phat minh ra "Canh quat Archimedes”
(Archimedes screw), mot dung cu de keéo nuoc 1én bang cach quay mot cai tay quay. Nong dan
nhidu noi trén thé gi¢i van thuong sir dung dung cu nay.

Nhitng nam 214-212 truwdc Cong nguyén, tudong La ma Marcellus tin cong Syracuse. Vua
Hieron lai mot Ian nita nho ngu'o'l ho hang noi tiéng cia minh gitip d&. Khi quan La Ma dang
tién dén, dwa vao cac nghién citu clia minh vé don bay, Archimedes da sang ché ra cAc may



ném da tuyét voi va nguoi dan Syracuse da day lui duoc quan dich. Nhung Marcellus lai tap
hop lyc lwong va mot thoi gian sau da bat ngo danh Gp tir phia sau ya chiém duoc Syracuse
Lic bay gior Archimedes khong hay biét gi vé cudc tan cong nay, dng van ngoi lang [& & mot khu
dit cao hon trong thanh va vé nhitng hinh hinh hoc trén cat. Mot tén linh La M4 tién dén va
dam chan 1én cac hinh vé. Archimedes da nhay bat day kéu to: " Pirng dong vao cac hinh tron
cua toi!". Ngay tirc thi, tén linh rat gwom ra va glet chét nha toan hoc lao thanh 75 tuoi. Trong
di chdc cia minh, Archlmedes da yeu cau cu the la: khac 1én bia m6 6ng mot hinh hinh hoc ma
ong dac biét yéu thich - hinh cau noi tlep trong hinh tru. Ngdi md di bi bé mic cho moi thit che
lap va sau dé thi mat dang. Nhidu nam say, Cicero - nha hung bién nguoi La M3 - da tim duoc
ng6i mo va ton tao lai nhu ci. Thé roi sau dé cat bui thoi gian lai phu 1ap mat ng6i mo mot lan
nita. Nam 1963, nhlrng nguoi cong nhan da lai phat hién dwoc mo chi cda Archimedes trong
khi ho dong thd dé xay dung khach san & gan Syracuse.

DPinh ly n01 tleng cua Archimedes noi vé hinh ciu néi t1ep trong hinh try da duoc ong ghi lai
trong cudn "Phuwong phap”. Ciing glong nhw hau hét cac van ban ¢, cudn sach dé dwoc ghl
nhin la da bi mat. Nam 1906, mo0t hoc gia nguoi ban Mach la ] L. Heiberg nghe tin ¢
Constantlnople c6 ban thao viét tay dd mo trén gidy da cac bai viét €6 ndi dung toan hoc. Ong
da dén Constantinople va da tim dwoc ban thao d6 gom c6 185 to gidy da. Cac nghién ctru khoa
hoc di xac dinh d6 chinh la ban sao cuén sach ctia Archimedes dwoc lam vao thé ky thr X, roi
dén thé ky XIII nhitng ngwdi theo dao phwong Pong chinh théng da bd sung thém vao do.

Alexandria - phan Ai Cip thudc Hy Lap, khoang nam 250

Nha toan hoc Diophantus song & Alexandria vao khodng ndm 250. Moi diéu chung ta biét dworc
vé cudc doi Diophantus la dya vao doan vdn dwéi day trich dan tir tuyén tap Hop tuyén
Palatine. Tuyén tap nay dwoc viét vao khodng mot thé ky sau khi Diophantus mat [7] .

"Day la ng6i mg chén cdt thi hai ctia Diophantus. Ngéi mg nay rdt ddc biét vi nhitng con sé
duoi ddy sé cho moi nguoi biét mét phdn cudc doi ong :

Mét phdn sdu cudc doi la tudi du tho hanh phiic. Sau mét phan muwoi hai tzep theo cua cudc
doi 6ng da bdat ddu moc lo tho nhitng soi ria. Phdi trdi qua mot phdn bdy cudc doi nita dng méi
Iay vo. Sau dé la ndm ndm ddy hanh phuc va ong c6 mot dira con trai. Chao 0i, cdu bé thdt dang
yéu song ciing thdt bat hanh. Khi cdu Ién Ién va lic tudi cdu bang nira tudi cha minh thl dinh
ménh lai lanh Iung cwop cdu di. Ong dd quén ddan noi dau trong suét bén ndm con lai ctia cudc
doi minh. Di sdn bdng nhitng con s6 nay da ké cho ta hay vé toan b cudc doi 6ng”. ~ (Néu ban
lam mé&t phép tinh suy luan, ban sé tim dwogc cau tra 1oi la 84).

Diophantus song vao thoi gian nao thi chua ai khang dinh chic chan Ching ta chi c6 thé dua
vao hai chi tiét dang chuy dé c6 thé xac dinh khoang thoi gian ma Diophantus song. Thit nhat,
trong cac bai viét clia minh, dng da trich dan Hypsicles, ngudi ma chung ta biét 1a d3 séng vao
khoang nam 150 trwéc Cong nguyén. Thir hai, Theon (ngwoi x Alexandria) da trich dan
Diophantus. Thoi gian Theon song duoc ghi lai twong tan vi thoi dé c6 hién twgng nhat thuc
x4y ra vao ngay 16 thang 6 nim 364. Vay thi chic chin la Diophantus séng sau ndm 150 truédc



Coéng nguyén nhung treéc ndm 364. Va, cd6 phan nao do6 hoi tuy tién, cac hoc gia xép ong vao
giai doan nhitng nam 250.

Diophantus di viét cuén S4 hoc, trong dé dng phat trién cac khai niém dai s6 va dwa ra mot 16p
phwong trinh. P4 la cac phu’crng trinh Diophantine ngay nay dang ‘duoc dung trong toan hoc.
Ong da viét mwoi lam cudn sach nhung dén thoi chiing ta chi con lai c6 sau cu6n. Nhirng cuon
kia da bi mat trong vu hoéa hoan thiéu hay thw vién khong 16 & Alexandrla mot thuw vién c6 bo
swu tap sach do s6 nhat vao thoi ky Co bai. Nhu'ng cudn con lai nam trong s6 cac van ban tleng
Hy Lap cudi cung da duorc dich. Ban dich tiéng La tinh sém nh4t tim thay dwoc xuit ban ndm
1575. Con ban sao ma Fermat c6 1a ban do Claude Bachet dich nam 1621. Do 1a chuwong 8 trong
cuén II ciia Diophantus. Trong chuong nay Diophantus dat van dé tim cach phan tich mot so
chinh phwong thanh tong hai s6 chinh phuong, bay ciing la van dé Pythagoras quan tam va 101
giai cho van dé nay da duoc ngwoi Babylon biét tir 2000 ndm trugc. Chinh van dé nay cling da
goiy cho Fermat viét 1én I8 trang sach dinh ly cudi cing n01 tiéng cia minh. Cac thanh tyu toan
hoc ctia Diophantus va nhirng ngwoi cung thoi 6ng la niém ty hao cudi cliing clia nguoi Hy Lap
co dai.

Truyén "Mot nghin mot dém le"

Trong khi chau Au dang doi phé véi cac cudc chién tranh phong kién nhé gitta cac nwéc chu
hau phong kién ciia mot 6ng vua hay mot vi hoang tu chéng lai nhau, dang ban ron vi sw song
con sau nan dai dich hach va cai goi la cudc thap tw chinh hao ngwoi ton cua thi nguoi Arap lai
dang cai tri mot dé ché phon thinh tir viing Trung boéng cho dén ban dao Iberia. Cung voi
nhitng thanh tuu vi dai cua minh trong y hoc, thién van hoc va nghé thuat, nguoi Arap da phat
trién mon dai s6. Ndm 632, nha tién tri Mohammed thanh 1ap mot nha nuéc Hoi gido cé thu
phu tai Mecca, noi cho dén nay van la trung tdm ton gido cua dao Hoi. It 1au sau luc luong cua
ong tdn cong Vuong qudc Byzantine va r01 cudc chién van ti€p dién sau cai chét cua
Mohammed ¢ Medina ngay nam dé. Trong vong vai ndm, Damascus, Jerusalem va phan 1on
Mesopotamia da thudc vé luc luong cua dao Hoi, va dé&n nam 641, Alexandria - Trung tam
toan hoc cda thé gidi cing vay. Den nam 750, cac cudc chién tranh nay cling nhu cac cudc
chién gitra nhirng nguoi HOi gido voi nhau da lang xuong, nguoi Arap, nwéc Ma Rbc va vung
phia Tay da phai hoa giai véi ngudi Arap viing phia Pong c6 trung tam & Baghdad.

Baghdad tro thanh trung tam toan hoc. Nguoi Arap tiép thu tir dan cu & nhitng noi ma ho
thang tran cac y twong todn hoc cling nhw cac phat minh trong thién van hoc va cac nganh
khoa hoc khac. Cac hoc gia Iran Syria, Alexandria du*oc mo1i toi Baghdad. Duwéi triéu vua Al
Mamun trong thoi ky dau cuda nhvfng nam 800, truyén "Mot nghin mot dém 18" da ra doi va
nhiéu tac pham tiéng Hy Lap - ké ca cuén Co s¢ cua Euclid - da duoc dich sang tiéng Arap. Nha
vua da lap nén Ngoi nha tri thirc 0 Baghdad va Mohammed Ibn Musa Al-Khowarizmi la mét
thanh vién ¢ do. Ciing nhw Euclid, Al-Khowarizmi la mét nguoi noi tleng khap thé > gio1. Ly cac
y twdng va Ky hiéu cac chir so cua nguoi Hindu (An Do gido) cling véi cac khai niém cta nguoi
Mesopotamia va y twong hinh hoc cua Euchd Al-Khowarizmi da viét sach vé sé hoc Va dai so.
Al-Khowarizmi la nguoi da dwa ra thudt ngie algorlthm (thuat toan). Con thuat ngi algebra

(dai s6) lai c6 nguon gdc tir nhitng tir dau tién trong diu dé cuon sach noéi tiéng nhit cua Al-
Khowarizmi: Al Jabr Wa'l Mugabalah . Chinh nhé cudn sach nay ma sau nay chau Au dwoc biét



dén mot nganh toan hoc co tén goi la dai s0. Trong khi cac y tuwong dai so da co trong cuon
Arithmetica (S6 hoc) cua Diophantus, thi AI]abr c6 quan hé gan giii hcm v@i nganh dai s6 ngay
nay. Cudn sach ctia Al-Khowarizmi dua ra cac cong thirc don gian dé g1a1 cac phwang trinh bac
nhat va bac hai. Trong tiéng Arap, tén ctia cudn sach nay cé nghia 1a "Thuit sap xep lai bing
cach chuyén vé cac s6 hang trong mot phwong trinh". P4 1a cach ngay nay ta giai cac phwong
trinh bac nhat.

Pai s6 va hinh hoc c6 m6i lién hé véi nhau giong nhw tat ca cac linh vuc toan hoc khéac. Trong
thoi dai ching ta da phat trién chuyén nganh hinh hoc dai s6 - mot chuyen nganh lién ket hai
linh virc toan hoc véi nhau. Chinh sw két hop cac chuyen nganh toan hoc va sw lién két cua cac
phan trong cac chuyén nganh khac nhau sau nhiéu thé ky di mé duong cho cong trinh giai bai
toan Fermat ctia Wiles.

Mot thwong gia thoi Trung Co va "Ty s6 vang”

Nguoi Arap d3 quan tam t&i bai toan c6 lién hé mat thiét véi van dé ma Diophantus da néu vé
viéc tim ra cac bo ba s6 Pythagoras. D6 la bai toan tim bo ba s6 Pythagoras khi biét dién tich
cua mot tam giac vudng la mot sé nguyén cho truoec. Hang trdm niam sau, chinh bai toan nay
da tro thanh co s& cho Leonardo (ngwdi xt Pisa, 1180- 1250) viét cudn sach Liber
Quadratorum vao nam 1225. Leonardo dugc biét dén nhiéu hon véi tén goi Fibonacci (nghia
1a "con trai cua Bonaccio"). Fibonacci sinh ¢ Pisa. Ong la mot thwong gia quoc té. Ong cing da
tirng song & Bac Phi va Constantinople. Trong subt cudc do'l minh, 6ng da di rit nhiéu noi, da
dén Provence, Sicily, Syria, Ai Cap va rat nhiéu noi khac & viung Pia Trung Hai. Nhiing chuyen
di cia 6ng va cac quan hé cta 6ng voi tinh hoa cua xa hoi thuong [uu Dia Trung Hai trong thoi
ky d6 da dan 6ng dén védi cac tw tudng toan hoc cia nguoi Ardp, voi nén van héa La Ma va Hy
Lap. Khi hoang dé Frederick II dén Pisa, Fibonacci da dwoc gidi thiéu véi hoang dé va tré
thanh mot cin than cia hoang dé.

Ngoai cuén Liber Quadratorum, cling trong thoi gian do, Fibonacci con noi tiéng voi cudn sach
Liber Abaci. Van dé vé cac tam giac Pythagoras dugc de cap trong cuon sach cua Fibonacci
cling xuit hién trong mot ban thao cua nguoi Byzantlne & thé ky XI ma bay gior dang ndm trong
thu vién Cung dién c6 & Istanbul. Piéu nay co thé 1a sy trung hop ngau nhién; song mat khac,
cling c6 thé Fibonacci da thay cudn sach d6 & Constantinople trong cac chuyen di cua 6ng.

Fibonacci dwgc biét dén nhiéu nhat véi day so mang tén ong - cac s6é Fibonacci. Cac s6 nay
xudt hién trong bai todn dwéi day viét trong cudn Liber Abaci :

Trong mot nam, bat ddu chi tir mot doi tho, bao nhiéu doi tho sé dwoc sinh ra néu moi thdng
mot doi thé sinh dwoc mQt doi tho con va cdp tho con nay lai dé duorc ti thang thir hai tro di?
Day s6 Fibonacci co nguon goc tir bai toan trén la mot day sao cho mdi s6 hang, ké tir sau s6
hang thir nhit, bang tong cda hai s6 dirng ngay trwdc nd. Day s6 d61a: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144,...



Day sé trén (tirc 1a diy nhin dwoc khi tiép tuc giai bai toan khong dung lai & diéu kién 12
thang) c6 nhirng tinh chat dic b1et dang chu y. That vo cung bat ngo, ty so giita hai s6 ké& tiép
nhau cta diy do tién dén Ty sé vang . Cac ty s§ do la: 1/1, 1/2, 2/3, 3/5,5/8, 8/13, 13/2],
21/34, 34/55 55/89,89/114,.. Can chu y rang cac s6 d6 ngay cang tién gan dén so (can bac
hai cua 5-1)/2. bay chinh la Ty s vang. Ta ciling c6 thé nhan dwgc Ty s6 vang bang cach dung
may tinh ldp lai nhiéu lan phép toan 1/1 +1/1 + 1/.. nhw da mo ta truoc ddy. Ta cling nho lai
rang so nghich dao (1/x) cua Ty sO vang la mot s giong nhw né chi cé diéu la bé hon 1 don vi.
D3y s6 Fibonacci xuat hién & khap noi trong thién nhién. Nhirng chiéc 14 trén mot nhanh cay
moc cach nhau nhitng khoang tuong tng voi day s6 Fibonacci. Cac s6 F1b0nacc1 xult hién
trong nhitng béng hoa. Hau hét cac bong hoa cé s canh hoa 1a mot trong cacsé: 3,5, 8,13, 21,
34, 55 hodc 89. Hoa loa ken c6 3 canh, hoa mao lwong vang c6 5 canh, hoa phi yén thu'crng c6 8
canh, hoa ctiic van tho ¢4 13 canh, hoa cic tay cé 21 canh, hoa cic thwong c6 34, hoac 55, hoac
89 canh.

Cac so Fibonacci cling xudt hién trong cac bong hoa huwdng duong. Nhitng nu nho sé két
thanh hat & dau béng hoa huwong dwong dwoc xép thanh hai tap cac dwong xodn 6c : mot tap
cuon theo chidu kim dong ho, con tip kia cuén nguoc chiéu kim dong ho. S6 cac dwong xoin dc¢
hu'(yng thuin chiéu kim dong ho thuong la 34, coOn nguoc chiéu kim dong ho 1a 55. Doi khi cac
s0 nay la 55 va 89, va tham chi co khi la 89 va 144. Tat ca déu la cac s6 Fibonacci ké tiép nhau
(ty so cua chung tién toi Ty s6 vang). Trong cuén Nhitng con sé ctia tw nhién lan Stewart noi
rdng, khi cac duong xoan Oc¢ phat trién thi goc gitra chungla 137,5 do, tuc la bang 360 do nhan
v6i 1 trir di Ty s6 vang, va ching ciing tao ra hai so Fibonacci k& tiép nhau ung voi s6 duong
xoan dc theo chiéu kim déng ho va nguoc chiéu kim dong ho, nhw minh hoa & hinh 7 [8].

Néu mot hinh chit nhit c6 ty 1€ gitra hai canh 1a Ty so vang thi co thé chia dwoc thanh mét hinh
vudng va mot hinh chi nhat. Hinh chit nhat thir hai nay la dong dang voi hinh chit nhat 16n, vay
nén ty sé giita hai canh ctia né ciing bang Ty s6 vang. Bay gio, lai co the chia hinh chit nhat bé
thanh mot hinh vuéng va mot hinh chix nhat, ma ty 1€ gitra hai canh cua hinh chit nhat cling la
Ty s6 vang,... va ctk tiép tuc nhlr vay. N6i cac dinh ke tiép nhau caa day hinh chit nhat véi nhau
ta nhan dwoc mot dudng xodn glong con Oc (hinh 8), hét nhu sw xép ddt cac nu nho trong
bong hoa hwéng dwong nhuw mé ta & trén va sw phan bo nhirng chiéc 14 trén mot nhanh cay.




Hinh 8

Hinh chir nhat néu trén c6 cac ty 1€ that dang chu y. Ty s6  vang khong chi xult hién trong tu
nhién ma con xudt hién trong nghé thuat nhu 1 Iy twdng c6 dién vé cai dep. C6 mot didu gi do
than ky bao quanh day s6 Fibonacci. Thuc te hién nay Hoi Fibonacci dang hoat dong duédi su
lanh dao cua mot linh muc va c6 trung tam & Trwong bai hoc St. Mary tai California. Muc dich
ctia Hoi 1a tim kiém cac vi du cda Ty sb vang ciing nhu cua cac so Fibonacci trong tw nhién,
trong nghé thuat va trong kién trac véi niém tin rang Ty sO _vang la mén qua Thlmng d€ ban
tang cho thé gioinay. Nhu la chuin muec cta caidep, Ty s6 vang hién dién o nhiéu noi. O Pién
Parthenon cta thanh Athens chang han, ty s6 giita chiéu cao va chiéu dai cia Pién Parthenon
chinh la Ty s6 vang.

Kim ty thap vi dai ¢ Giza dwoc xay dung tw nhiéu tram nam tru¢c Dién Parthenon cua Hy La
cling co ty so gitra chleu cao cua mot mat voi mot nira canh day la Ty s6 vang. Mot ban viet
trén gidy cé Rhind ctia nguoi Ai Cap c6 nhéc téi Ty s§ than thanh. Cac pho tugng cb cling nhw
cac btrc tranh thoi ky Phuc Hung déu biéu hién cac ty 1é bang Ty s6 vang, mot ty s6 than thanh.

bién Parthenon, Athe;ls, Hy Lap

Ty s6 vang da dwoc tim kiém nhu 1a bleu twong cua ve dep vwot xa cac loai hoa hay cac cong
trinh Kién truc. Trong mot birc thw giri HO1 Fibonacci vai nam trwéc day, mot thanh vién da
miéu ta mot nguoi trong khi tim kiém Ty : s6 vang da hoi vai cdp vo chong dé lam mot cudc thi
nghiém nhu thé nao. Ong ta yéu ciu nguoi chong do chiéu cao rén clia Vo roi chia cho chiéu
cao cla vo. Ong khing dinh rang ddi véi tit ca cac cip vo chdng, ty s6 dé déu xap xi bang
0,618.

Cacnha "Cosa" hoc

Thoi ky Trung Co, toan hoc tham nhap chau Au qua cac cong trinh cua Fibonacci va tir Tay Ban
Nha (khi d6 la mot phan cua thé gi¢i Arap) voi cong trinh cua Al-Khowarizmi. Thoi ky do, muc
dich chinh cta dai s6 1a g1a1 cac phuong trinh dé tim dai lwong chua blet Ngay nay, chung ta
goi dai lwong chwa biét Ia "x" va c6 ging giai phwong trinh dé tim t4t ca cac gia tri ma "x" c6
thé nhan. Vi du, mot phuong trinh don glan nhitla:x -5 = 0. Bdy gio ta sé s dung cac tinh
todn toan hoc don gidn dé tim gia tri ctia "x". Néu ta thém 5 Vao ca hai vé clia phuong trinh thi

vétrailax-5+5,convé phdila 0+ 5. Vavi vy vé trai 1a "x" con vé phai la 5, tirc 1a x = 5. Vao



thO’l Al-Khowarizmi, ngu'o'l Arap goi dai lwong chua biét la "mot Vat (thlng) Trong tiéng Arap
tr "mot vat" 1a ' 'shai". 'Vay 1a ho giai cac phuwong trinh nhdm tim "shai" chwa biét, nhw da 1am
trén day véi "x". Khi cac y tu«mg nay tham nhap vao chau Au, thuit nglr tleng Arap "shai" duoc
dich qua tleng La tinh. Tr "mot vat" la "res"” trong tleng La linh va la "cosa” trong tleng Italia.
Vi cac nha dai s6 chau Au dau tién 1a nguoi Italia nen tu' cosa da gan lién v&i ho. Va cling vi ho
quan tam dén viéc giai cac phwong trinh dé tim "cosa" chwa biét, nhitng ngudi nay dwoc goi
tén 1a Cossists (cac nha "Cosa hoc") [9] .

Trong thoi ky Trung C6 va budi dau thoi ky Phuc Hung, cling giong nhu & Babylon 3500 nam
trwdce, toan hoc da dugce st dung voi muc dich thlro'ng mai la chinh. Giéi thwong nhan thoi do
ngay cang quan tam toi cac van de vé thwong mai, vé ty 1 trao ddi, vé 1ai suat, vé gia ca, va doi
khi nhitng vin dé nay phai gidi quyét nhw la cic bai toan doi hoi phuong phap giai phu'crng
trinh. Cac nha Cosa hoc nhuw Luca Pacioli (1445- 1514), Geronimo Cardano (1501-1576),
Niccolo Tartaglia (1500 1557) va nhitng nguoi khac da canh tranh nhau trong viéc phuc vu
cac nha budn va cac thwong gia giai cac bai toan. Cac nha toan hoc dé da dung phurong phap
giai cac bai toan triru twong hon dé quang cao. Do phai canh tranh dé c6 dwoc khach hang, ho
da danh nhiéu thoi gian va su cO ging dé giai cac bai toan kho hon, chang han nhw cac phu*crng
trinh bac ba (thc la cac phuwong trinh ma dai lwong "cosa" chua biét, hay nhuw ngon twr cua ta

ngay nay goi la "x", & dang liiy thira bac ba, X3 ) - d€ ho c6 thé xuat ban cac két qua va thwong
xuyen duwoc déon moi gidi quyét cac bai toan tng dung.

Vao thoi ky dau thé ky XVI, Tartaglia da tim dwoc phwong phap giai phwong trinh bac ba. Ong
gitr kin phwong phap nay d& duy tri lgi thé hon cac déi thu cia 6ng trén thi truong giai cac bai
toan day loi nhuén. Sau khi Tartaglla thang thé mot nha toan hoc khac trong cudc canh tranh
gidi cac bai toan, Cardano da ep ong tiét 16 phtro'ng phap giai cac phwong trinh bac ba.
Tartaglia da tiét lo  phuwong phap cua minh voi diéu kién Cardano khong duoc dé 16 cho bat ky
ai. Sau nay, khi ma Cardano biét dwoc cac phuong phap twong tu ctia nha Cosa hoc khac la
Scippione del Fero (1456-1526), Cardano tttc thi cho rang Tartaglia da c6 duoc phtro'ng phap
gidi cac phwong trinh bac ba tir Fero va Cardano cam thay dwoc tw do tiét 16 bi méat do. Sau
day, Cardano da cho in 4n phuong phap glal cac phwong trinh bac ba trong cuén "Ars Magna"

cua ong vao nam 1545. Tartaglia cam thay bi phan boi va rat cam gian Cardano. . Trong nhirng
nam cuoi doi, Tartaglia da mat rat nhiéu thi gio cho viéc giem pha ngwdi ban cii ciia minh va
ong da thanh céng trong viéc ha thap thanh danh cta Cardano.

Nguoi ta nhin nhan cac nha Cosa hoc 1a nhitng nha toan hoc co trinh d6 thap hon nguoi Hy Lap
co dai. Ho ban tam voi cac bai toan ng dung nhdm muu cau tién bac. Nhitng cudc dau da
trong noi b6 cac nha Cosa hoc khoéng c6 tinh xay dung va diéu do6 da tach roi ho kh01 viéc tim
ki€m cai dep trong toan hoc cling nhw sy tim toi hiéu biét theo ding nghia cua né. Ho khong
hé phét trién dwgc mot ly thuyét triru twong, tong quat nao cho toan hoc. Vi thé nguoi ta cin
phai quay tré lai véi ngwoi Hy Lap c6 dai. Piéu nay thwe sw da xay ra mét thé ky sau do.

Cong cudc tim Kiém tri thirc co trong thoi ky Phuc Hwng



1300 nam da troi qua ké tr thoi dai cua Diophantus. Thé gi&i da chuyén tir thoi ky Trung Co
sang thoi ky Phuc Hung va mot thoi dai méi bat dau. Thoat khoi bong dém thoi Trung C6, chiu
Au da birng tinh cung voi long Khat khao hiéu biét. Rit nhiéu nguoi lai quan tam dén cac tac
pham kinh dién ctia nhing ngu*m co dai. Trong qua trinh lam s6ng lai cong viéc nghlen clru tim
toi hiéu blet va khai sang ay, tat ca cac cuon sach c6 con lai déu duoc dich sang tleng La tinh -
ngdn ngir cua nhig ngwoi co hoc. Dich gia Claude Bachet - mot quy toc Phap - rat quan tam
dén toan hoc. Ong c6 dugc mot cudn "Arithmetica" tiéng Hy Lap cua Dlophantus Ong da dich
va xudt ban cudn sach nay (tai Paris, nam 1621) dwdi cai tén "Diophanti Alexandrini
Arithmeticorum Libri Sex" . Cudn sach nay d3 dén véi Fermat.

Dinh ly cuGi cung cua Fermat c6 ndi dung thuc chat la: Khong thé c6 mot bo ba so Pythagoras
ddi voi bat ky mot liiy thira nao 10n hon 2. Khong ton tai mot b ba s6 nao sao cho tong hai so
bang s6 tht ba - trong do moi so 1a 1ap phuong, hoacla Ity thira bac bon, bac nam, bac sau, hay
bat ky mot lily thira nao khac cia mot s6 nguyén nao dé. Lam thé ndo ma Fermat dua ra dwo'c
dinh ly nay?

Binh phwong, 1ap phwong va cac lily thwa bac cao hon

Dinhly | la mot ménh dé cung v&i phép chirng minh. Fermat khang dinh da €6 "mot chung minh
tuyét voi" nhu'ng néu khong duwoc nhin thay va danh gia tinh dung dan cda phep _chttng minh
thi khong ai co thé goi ménh dé caa ‘6ngla mot dinh ly. M6t ménh de co thé la rat siu sac, rat c6
y nghia va rit quan trong, nhung néu khong chu'ng t6 dwoc n6é thue sw ding thi chi co thé goi
dé la mot diéu phong doan hay Ia mot gia thuyét. Mot khi diéu phong doan duwgc ching minh
thi moi duoc goi la "dinh 1y, hoac [d mot "bo dé" néu do6 la mot ménh dé mo dau va duoc
chitng minh dé r6i dan dén mot dinh ly sau sdc hon. Cac két luan suy ra tt mot dinh 1y va duoc
chirng minh thi duoc g01 1a cac hé qua. Chinh Fermat di c6 mot s6 ménh dé nhw thé. Mot ménh

dé trong s6 d6 1a: Cac s6 dang 2218y thiran) 4 1 Jypn 13 s6 ‘nguyén td. Phong dodn nay chua dugc
chirng minh, do d6 khong phai la mét dinh ly. Thuc té, & thé ky sau, nha toan hoc vi dai nguoi
Thuy St Leonhard Euler (1707- 1783) da ch1 ra do la mot phong doan sai. Vay thi cling chua cé
ly do dé tin rang "Pinh ly cudi cung” la dung. N6 ¢ thé ding, hodc c6 thé sai. Dé chirtng minh
Dinh Iy cudi cung ciia Fermat Ia sai, tit ca nhirng gi phai lam Ia tim dwoc mot bd ba sd nguyén

a, b, c va mot liy thira n 16n hon 2 thoa man quan hé a " + b" = ¢ Chua nguoi nao tim duoc
mot tap cac s6 nguyén nhu vay. (Tuy vay, viéc gia dinh 13 c6 mot tap cac s6 nguyén nhuw thé sau
nay chinh la yéu té quan trong cho cac co gang tlep tuc chu*ng minh Pinh ly). Vao nhitng nam
1990, nguoi ta da chi ra rang khong ton tai cac sé nguyén nhw thé doi véi moi liy thira n nho
hon bén triéu. Nhung diéu nay khong co nghla la s& khong bao gio tim dugc cac s6 nguyén nhu
vay. Pinh Iy phai dwoc kiém ching véi tat ca cac s& nguyén va tat ca cac lily thira c6 thé cé.

Chinh Fermat da chirtng minh dinh ly cubi Cung cua 6ng v&i n=4, Ong da s dung mot phuong
phdp tai tinh ma éng goi 1a phwong phap " giam v6 han” dé chi ra _rang khong ton tai cac so

nguyén a, b, c théa man diéu kién a4 b*=c% Ong cling nhan thdy rang, néu c6 loi g1a1 voi mot
Ity thira n nao do6 thi cling c6 10 giai véi moi bi so cua n. Do d6 ta chi phai xet cac liy thira 1a
cac s6 nguyéen to (16n hon 2), tirc la cac s& khong thé chia hét cho bat ky sé nguyén nao khac 1
va chinh n6. Mot vai s6 nguyén t6 dau tién la 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,... Khong mot s6 nao trong



chung chia duogc cho bat ky mot so nao khac 1 va chinh n6 ma cho ket qua 1a mot s6 nguyén. Vi
du, s6 6 khong phal so nguyén to vi 6 chia cho 3 bang 2 - mot s6 nguyén. Fermat ciing da chimg
minh dinh 1y cudi cung cua 6ng v6i n=3. boc lap voi Fermat, Leonhard Euler da chirng minh
cho truong hop n=3 va n=4, con Peter G. L. Dirichlet di c6 thé chitng minh cho truong hop n=5
vao nam 1828. Cac truong h(yp do clng da dwgc Adrien-Marie Legendre chirng minh vao nam
1830. Gabriel Lameé da ching minh cho truwong hop n=7 va ching minh nay dwoc Henri
Lebesgue hiéu dinh vao nam 1840. Vay la sau 200 nam ké tir khi Fermat viét nhitng dong ghi
chid noi tiéng trén Ié cudn sach caa Diophantus ma 6ng c6, dinh ly cia 6ng méi chi dwgc chirng
minh 1a ding véi cac liy thua 3, 4, 5, 6 va 7. bé chirng minh dinh ly voi moi lay thira n con
dwong di con dai v cung. RO rang I3 phal c6 mot phép chirng minh tong quat doi véi tat ca cac
Ity thira, cho du cac liiy thira d6 16n thé nao di nita. Cac nha todn hoc déu di tim cai phép chirng
minh tong quat duy nhat 4y, nhung that dang tiéc, nhitng gi ho dat dwoc méi chi 1a cac chirng
minh v&i mot so liy thira dac biét.

Ngwoi nghién ctru thuat toan

Nguwoi nghién ctru thuat toan la ngudi ddt ra cac phwong phap tinh toan hay thuat todn. Nha
toan hoc danh tleng nguoi Thuy SI Leonhard Euler chinh 1a mot nha nghién ctru thuat toan.
Nguo1i ta noi rang 6ng c6 kha ndng tinh toan mot cach tw nhién nhu nguoi ta tho vay. Nhung
Euler con hon ca mot may tinh biét di. Ong 1a nha khoa hoc Thuy Si c6 két qua nghién ctiru
phong phti nhat ctia moi thoi dai va mot nha toan hoc viét nhiéu tuyen tap nghién ctru den noi
Chinh phu Thuy ST da lap mot ngan sach riéng danh dé swu tap tat ca cac tac pham cla ong.
Nguoi ta ndi rang 6ng co thé hoan thanh nhirng bai bao toan hoc chi trong khoang thoi gian
gitra hai Ian goi dung bira t6i clia dai gia dinh 6ng.

Leonhard Euler sinh ngay 15 thang 4 nam 1707 tai Basel. Ngay nam sau d6 (1708), gia dinh
ong chuyén dén lang Riechen, noi ma cha ong da tré thanh muc su phai Calvin. Khi chang
Leonhard tré tuoi di hoc, cha 6 o6ng da khuyén Kkhich 6 ong theo dudi nghién ctru than hoc dé roi
ong sé gianh 1y chirc muc s cta lang. Nhung Euler to ra c6 nhiéu htra hen vé toan hoc va 6ng
da dwoc Johannes Bernoulli - mot nha toan hoc Thuy St ndi tiéng thoi bay gio - kem cap. Daniel
va Nicolaus Bernoulli - hai thanh vién tré tudi cla dai gia dinh toan hoc Bernoulli - da tré
thanh ban than cua 6ng. Hai ngwoi ban nay da thuyét phuc cha me Leonhard cho phép 6ng di
theo nganh toan hoc vi chic rang 6ng sé tré thanh mot nha toan hoc vi dai. Tuy nhién, ‘ngoai
toan hoc, Leonhald van tiép tuc nghién ctru than hoc va nhitrng cam xuc cling nhw cac tip tuc
ton gido sé la mot phan trong cudc doi dng.

Thoi bay gio o chau Auviéc nghién ctru toan hoc ciing nhw khoa hoc khong duorc tién hanh chu
yeu tai cac truong dai hoc tong hop nhu bay gio. Cac truong dai hoc tong ho'p chu trong viéc
giang day nhiéu hon va khong dé nhiéu thi gio cho cac hoat dong khac. O thé ky XVIII cong viéc
nghién ctru chu yé&u duoc thuc hién tai cac vién han 1am khoa hoc hoang gia. Tai do, nha vua
chu cap cho cacnha khoa hoc dau dan trong viéc theo dudi tim toi hidu biét. Mot sé tri thikc da
dwoc rng dung giup vuong triéu nang cao dia vi cua dan toc. C6 nhitng nghién ctru nghiéng Ve
ly thuyet hon, tirc la, cac nghién ctru vi muc dich L nang cao tri thirc cua loai nguoi. Hoang toc tai
tro' rat hao phong cho cong tac nghién ctru d6 va cac nha khoa hoc lam viéc trong vién han lam
duoc hudng mot cudc séng phong lwu.



Khi Euler két thic cac khoéa nghién ctru toan hoc cling nhw than hoc va tleng Do Thai tai
Truong bai hoc Tong hop Basel, dng da dé don xin mdt chitc gido su nhung bi tir chéi mac du
6ng da dat dwoc nhiéu thanh tyu 16m. Trong khi d6, Daniel va Nicolaus - hai ngudi ban clia 6ng
- da duoc nhan lJam nhitng nha nghién ctru toan hoc tai Vién Han 1am khoa hoc hoang gia St.
Petersburg cua nwoc Nga. Ho van gitr lién lac voi Leonhard va hwra bang moi cach sé xin cho
6ng vao do. Thé r6i mot hom hai anh em nha Bernoulli giti thw khan cho Euler thdng bao cé
mot chd trong tai Phan vién'Y hoc trong Vién Han lam khoa hoc hoang gia St. Petersburg. Euler
1ap titc lao vao nghlen cttu sinh Iy hoc va y hoc tai Basel. Ong chang thich thu gi y hoc, song dng
khong c6 cach nao khac dé kiém viéc lam. Ong hy vong rang bang cach nay 6ng s€ dén dwoc véi
hai ngwoi ban cua minh - nhitng ngwdoi 6 vi tri that tuyét voi o nwdc Nga: chdng phai [am gi
khac ngoai cong viéc nghién ctru.

Euler nhan thay toan hoc hién dién & bat cit linh virc nao ma 6ng nghién ctru, ké ca ‘trongy hoc.
Viéc nghlen ctru sinh 1y hoc vé tai da dan dat 6ng dén véi phan tich todn hoc clia qua trinh
truyen séng. Du sao di nira, chang bao lau sau, Euler d3 nhan duwoc loi moi dén St. Petersburg
va ong da gap lai hai ngwoi ban cua minh vao nam 1727. Tuy nhién, khi hoang hau Catherine
clia Peter dai dé qua do1, trong Vién Han lam da XAy ra Xao tron vi ba Catherine da tirng la nha
tai tro 1én cho cong viéc nghién ctru. Trong tinh trang 1o6n x6n ay, Leonhard Euler da bién mat
khoi Phan vién Y hoc, va bang cach nao d6 6ng da c6 tén trong danh sach cta Phan vién Toan
hoc, noi méi dich thuc Ia chd phi hop véi ong. Sudt sdu ndm troi, 6ng ludén cui mat dé tranh bi
phat hién da d6i chb, cling nhu tranh xa moi quan hé xa hoi d& khoi 16 ra tro gian d6i ctia minh.
Ong miét mai lam viéc sudt ca thoi gian dé dé cho ra doi nhitng cbng trinh todn hoc xudt
ching. Ndm 1733 6ng tré thanh mot nha toan hoc c6 vi tri hang dau tai Vién Han 1am khoa
hoc. R6 rang Euler 1a mot ngwoi c6 thé 1am viéc & bat ct chd nao. Khi di cé con, 6ng thwong
1am toan trong khi mot tay dang &m con.

Pén khi Anna Ivanova, chau gai dong toc Peter dai dé, tro thanh Nt hoang Nga thi mot thoi ky
kinh hoang da bit dau. Euler lai mot [an nita glau minh dé& lam cong viéc nghién ctru sudt muoi
nam troi. Trong thoi gian nay Euler tién hanh giai quyet mot van dé héc bua trong thién van
hoc dang duoc treo gidi thwong tai Paris. Mot s6 nha toan hoc da xin nghi cong viéc tai Vién
Han lam vai thang dé giai quyet van dé nay. Euler da giai quyet xong van dé dé trong ba ngay.
Nhung su tap trung no lwc qua strc da phai tra gia bang viéc 6ng bi mu mat phai.

Euler da chuyen dén Vién Han 1am khoa hoc hoang gia Dirc nhung 6 6ng khong hoa hop duoc voi
nguoi birc. Ong kKhong thich nhitng cudc tranh luan triét hoc trién mién cda ho. Nit hoang
Catherine cta nudc Nga lai moi Euler quay veé Vién Han 1am khoa hoc hoang gia St. Petersburg
va Ong da tré vé do trong tam trang vo cung phan khéi. Khi d6, nha triét hoc Denis Diderot,
mot nguoi theo thuyet vO than dang viéng tham Nt hoang Catherlne Nit hoang da yéu cau
Euler tranh ludn véi Diderot vé sy ton tai ctia Chua. Khi dé nguoi ta cho Diderot hay rang nha
toan hoc néi tleng da c6 cach chitng minh sw ton tai cia Chda. Euler tién lai gan Diderot roi
trang trong noi: "Thuwa ngai, a + b/n =x, Chuia da ton tai vi thé day - d6 la cau tra 1oi!". Diderot,
mot ngudi chang hiéu biét ty gi veé toan hoc danh chiu thua réi 1ap tirc tré vé Phap.

Trong thoi gian lvu lai & Nga lan thir hai, Euler lai bi mu ndt con mat con lai Tuy vay, ong van
t1ep tuc lam toan voi sy giup d& cia cac con trai mlnh Ching lam cac cong viéc viét lach cho
6ng. Bénh mu loa da 1am ting thém ning luc tri ndo ctia 6ng dé thuc hién cac phép tinh phitc



tap ngay trong dau minh. Euler tiép tuc lam toan thém muoi bay nam nira. Ong mat nim 1783
trong khi dang choi dua voi chau trai cia minh. Rat nhiéu ky hiéu todn hoc ma hién nay ching
ta dang str dung la cta Euler, trong d6 c6 viéc st dung chiti lam ky hiéu don vi s6 4o, tirc1a cin
bac hai ctia - 1. Euler rat thich mot cong thirc todn hoc ma theo 6ngla dep nhat. Ong da khac
cong thirc nay 1én trén cac céng cia Vién han 1am khoa hoc. Cong thirc dé la:

eilP) +1=0

Cong thitc nay chira s6 1va so 0 - nhitng so co s¢ trong hé dem cua chung ta; nd gom ba phép
toan: phép cong, phép nhan va phep liiy thira; n6 chira hai s0 vO ty dién hinh la s& pivasée;va
né chra i - co s& cia s6 do. Cong thirc nay nhin cling ratla cu6n hut.

Bay cay cau cua thanh pho Konlgsberg Euler c6 tri twong twong todn
hoc qua 1a phi thuwong. Cong trinh tién phong vé cac s0 4o (ma ngay nay ta goi la giai tich phirc)
khong phai 1a sang kién duy nhat ctia ong. Ong con di dau trong viéc nghién ctru mot linh vy
ma&i ma ngay nay da tré nén toi can thiét trong cong viéc cua cac nha toan hoc, cling nhu trong
cac c6 gang nham kham pha bi mat binh ly cu6i cung ctia Fermat. Linh vuc do 1a topd hoc, mot
ly thuyet truc giac vé cac hinh thé khong gian khong thay d01 tinh chat khi bi bién déi bai cac
ham so lién tuc. T6pd hoc nghién ctru cac hinh va cac dang cta ching. b6 1a mén hinh hoc méi
la va kho hiéu, dwoc 4p dung cho cac khong gian 4, 5 va nhiéu chiéu ngoai pham vi cia khong
gian thuwc ba chigu. Ta sé trér lai Iinh virc hap dan nay mot lan nita khi dé cap dén phuong phap
hién dai tiép can bai todn Fermat vi topd hoc tuwdng nhu chang c6 lién quan gi véi phuong
trinh Fermat song lai c6 tAm quan trong 16n gitip ta hiéu bai toan nay.

Trd lai qua trinh hinh thanh top6 hoc, dong gop cta Euler cho linh virc nay la bai toan noi tleng
vé bay chiéc cau & thanh phé Konigsberg. D6 la mot tro choi thach d6 dalam nay sinh toan bo
sw say mé mon topd hoc. Vao thoi Euler, co bay chlec cau bic qua sdng Pregel thudc thanh pho
Konigsberg. Dwéi day [a so d6 mé ta vi tri bay chiéc cau d6 (hinh 9).

Dt Lign

Hinh 9

Euler dat van dé c6 cach nao dé c6 thé di qua ca bay chiéc cau ma khong phai di qua bat ky cay
cau nao hai lan hay khong. Khong thé thwc hién duoc diéu d6! Mot bai toan khac 1a bai todn to
mau cac ban doé. Cac bai toan nay da duoc nghlen ctru trong thoi ky hién dai va chiing da dwoc
dat ra vi tinh hap dan cna bai toan bay cay cau. Mot ngwoi vé ban do chuyén nghiép vé mot
taAm ban d6 thé gidi. Trén tdm ban do nay, anh ta td6 moéi nuwdc mot mau khac nhau dé phan biét



nwoc nay voi cac nudc lang gleng cin ké. Bit cr hai nwoc nao ma hoan toan khong co bién gioi
chung thi co thé t6 cung mot mau. Van dé dit ra 1a can t8i thiéu bao nhiéu mau tat ca dé trén
toan bd tdm ban do hai quoc gia sat canh nhau khong té cung mot mau? Tat nhién, day la mot
bai toan tong quat, khong I thudc vao ban do6 thé gidi ngay nay nhu thé nao. Van de datra la:
cho du cac nwéc trén ban do cé phu'c tap dén dau di nita thi s6 mau téi thiéu can st dung la
bao nhiéu? Cac duwong bién gioi gilta cac bang thuéc Nam Tuw cii hodc thudc vung Trung Dong
duoc cho trudc cung voi rat nhiéu dwong ranh gioi dac biét gitra cac thyc thé chinh trj lam cho
bai to4n téng quat tré nén thich hop trong cac trng dung.

Xét vé madt toan hoc thi day la bai toan topd. Thang 10 nam 1852, Francis Guthrie trong khi to
ban do Anh quoc da tw hoi s6 mau tdi thiu can dung dé to tat ca cac quan la bao nhiéu. Két
qua s6 mau 6ng can 1a bon. Vao nam 1879 nguoi ta da ching minh rang s6 mau cin dung ddng
la bén, nhung sau do phat hién ra rang chirng minh nay sai. Gan mot the ky sau, nam 1976, hai
nha toan hoc Haken va Appel da giai duwoc Bai toan ban d6 bon mau noi tiéng. Tuy nhién, h1en
nay nguo1i ta cho rang cach giai quyet ctia ho con phai ban ludn vi phép chirtng minh da sw dung
kha nang ctia may tinh nhiéu hon Ia stt dung logic toan hoc Iy thuyét.

Gauss - thién tai vi dai ngwoi Purc

C6 mot 16i trong phép chirng minh cta Euler véi n=3 (titc 1a liy thira 3) da duoc Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) dinh chinh. Trong khi hau hét cac nha toan hoc noi t1eng thoi d6 1a nguoi
Phap, thi Gauss, nha toan hoc vi dai nhat thoi bay gio - va con co thé 1a clia moi thoi dai, 1a mot
nguoi birc chinh cong Thuc té, 6ng chua bao gio roi nugc bire dé di tham V1eng mot nudc nao.
Gauss la chau trai cia mét néng dan rit nghéo va la con trai cia mot nguoi lao dong &
Brunswick. Ngwoi cha rat ac nghiét véi 6ng, nhung ngwoi me da che cho va dong vién con trai
minh. Cdu be Carl cling nhdn dwoc sy cham nom cua nguoi bac Friedrich - anh trai ctia me ong,
ba Dorothea. Nguoi bac giau hon b8 me Carl va Ia ngudi cé tleng tam trong nganh dét. Mot Ian,
khi méi ba tudi, Carl quan sat bac minh cong cac ban ké tién nong trong quyén so tong hop.
"Bac Friedrich”, cdu bé thétlén,' 'phép tinh nay sai roi" . Nguoi bac het strc sung sot. Tuwhom ay
tro di, nguoi bac da 1am moi diéu cé thé gitip dé cho viéc hoc hanh va nubi dudng cdu be thién
tai. Mac du & trwong Gauss to ra co trién vong la thwong, nhlrng doi khi thai d6 cua cau van con
can phai uén nin. Mot hom, trong khi cac ban khac duoc ra ngoai choi, thay giao phat cau pha1
¢ lai trong 16p cho dén khi nao cong hét cac s6 tir 1 dén 100. Hai phut sau, cau bé Gauss mudi
tudi da chay ra ngoai no nghich véi cac ban cuing 16p. Thay gido rat buec. "Carl Friedrich!", ong
goi, "em muon bi phat nang hcn phai khong? T6i bao em o trong lo'p dén khi nao em cong xong
cac s tir 1 dén 100 comal”. - "Nhung em cong xong roi", ciu noi, - "day la dap s6 a". Gauss duwa
cho thay gido to gidy da viét két qua dung trén do: 5050. R6 rang Gauss da biét cach viét hai
dong 101 con s6:

01 2 3... 97 98 99100



100 99 98 97 ....... 3210

Cau nhan thay la tong cua moi cot bang 100, vdy thi phép cdng chang c6 gi la kho khan ca. Vi co
101 cot nén tong tat ca cac so6 la 101 x 100 =10100. Con bay gio bat ky dong nao trong hai
dong trén cting c6 tong ma cau can, tirc la tong cua tat ca cac so tir 1 dén 100. Song cau chi can
mot trong hai dong nén dap s6 chinh I mot nwra cua 10100 hay 1a 5050. Qua don gian, cau nghi
thé. DU sao, thay gido ciing dwgc mot bai hoc va khong bao gi¢ lai 4n dinh hinh phat cau bé
Gauss bang mot bai todn nira.

Nam muoi lam tudi, nho sw giup d& cua ngai cong tudc xtr Brunswick, Gauss vao truong dai
hoc & Brunswick. Sau do6 ngai cong tudece lai ho tro nha toan hoc tré tudi theo hoc tiép & truong
dai hoc danh tiéng & Gottingen. Tai day, ngay 30 thang 3 ndm 1796 Gaus da viét trang dau tién
trong cuén nhit ky néi tiéng ctia 6ng. Cudn nhit ky nay chi c6 muoi chin trang, nhung trong
nhitng trang nay Gauss da ghi 146 ménh dé tom tat lai cac két qua todn hoc quan trong va rat
c6 y nghia ma 6ng tim ra. Sau nay nguoi ta phat hién ra rang hau hét moi y tuong toan hoc
quan trong ma bat ky nha toan hoc nao con b6 vao nhitng ndm cu01 thé ky XVIII va trong thé
ky XIX déu da dwoc néura trudc do trong s6 danh muc ménh dé & cuon nhat ky chua Xuat ban
cua Gauss. Cuon nhat ky nay nam kin mot cho cho dén tan ndm 1898 ngudi ta méi tim thay né
trong gia san clia ngwdi chau trai cia Gauss & Hamlin.

Cac két qua trong ly thuyet s6 cta Gauss trudc day da duoc chia sé véi cac nha toan hoc cung
thoi d6 qua trao doi thu tir thuong xuyén va ching c6 tam quan trong rat1én ho tro sw co gang
ctia cac nha toan hoc nham chirng minh Dinh ly cuoi cung cua Fermat, R4t nhiéu két qua trong
s6 do da dwoc dua vao cudn sach vé Iy thuyet s6 ma Gauss cong bd bang t1eng Latinh nam
1801 - khi 6ng 24 tudi. Cuon sach nay c¢ tén la "Disquisitiones Arithmeticae” va da duoc dich
sang tleng Phap, xuat ban & Paris ndm 1807 va rat dugc chu y. Nguoi ta danh gia day [a cudn
sach clia mot thién tai. Gauss da dé ting cuén sach nay cho ngudi bao tro ctia minh - Ngai cong
tudére it Brunswick.

Gauss la mot hoc gia 16i lac ca ve ngon ngir co dlen Khi vao trwong dai hoc, 6ng da thong thao
tiéng Latlnh va moi quan tam cua 6ng dén ngbn ngir hoc da dan dén su khiing hoang trong su
nghiép cua ong. Ong can theo duoi viéc nghién ctru ngon ngir hay toan hoc day ? Budc quyét
dinh dd xay ra vao ngay 30 thang 3 nam 1796. Tt cuon nhat ky cua ong, chung ta b1et duoc
rang hom dy 6ng da quyét dinh dit khodt sé theo nganh toan. Ong da c6 dong gop vao rat
nhiéu nganh khac nhau trong toan hoc va thong ké hoc (mot linh vic ma 6ng duoc xem la
nguoi da tim ra phwong phap binh phu'ong toi thiéu rat tai tinh, nho' né nguoi ta cé thé tim ra
mot phuwong an thich hop voi mot tap dir lieu), nhung 6ng cho rang ly thuyét s6 méi la c6t 16i
cua toan bo cac nganh toan hoc.

Nhung tai sao thién tai toan hoc vi dai nhat the gioi lai khong bao gior thir ching minh Dinh ly
cudi cung cua Fermat? HW.M. Olbers ban cua Gauss, da viét cho 6 6ng mot burc thu tw Bremen
ngay 7 thang 3 nam 1816, trong do 6ng ndi voi Gauss rang Vién Han 1am khoa hoc Paris treo
mot giai thwong 16m cho bit ctr ai dwa ra chirng minh hoac phan chirng minh Dlnh 1y culi cung
clia Fermat. Nguwdi ban da goi v 13 Gauss chic sé c6 cach giai de nhan duoc s6 tién nay. Thoi
gian do cling nhw subt qua trinh theo dudi sw nghiép toan hoc ctia minh, Gauss da nhan ngudn
tro cap tai chinh tir ngai cong twdre xt Brunswick. Diéu nay cho phép 6ng 1am toan ma khong



can lam thém viéc gi nita. Nhung con lau 6ng moi glau duoc. Va, nhu Olbers nhan dinh, khong
mot nha toan hoc nao c6 tai va nang lyc nhw ong. "Mot dleu ma theo toi du'cmg nhu dung,
Gauss than mén, 1a anh sé& quan tdm va ban ron nhiéu vé van dé nay", - Olbers két luan.

Nhung Gauss da khong bi cam dd. Co 1& ong biét Dinh ly cudi cung cua Fermat that dé lam
nguoi ta ngd nhan lam sao. Nha thién tai 16i lac vé ly thuyét s6 nay c6 thé 1a nha todn hoc duy
nhat ctia chdu Au da nhan thic 15 rang duoc rang viéc chirng minh dinh ly do thuc sw khé khan
nhw the nao. Hai tuan sau, Gauss da viét thu cho Olbers néi quan dlem cua ong vé Pinh Iy cudi
cung cua Fermat: "T6i v6 cung cam on anh da cho biét tin tirc vé giai thudng cua Paris. Nhung
toi thd nhan rang Dinh ly cudi cung ctua Fermat la mot ménh dé biet lap gay rat it hirng thi cho
to6i béi vi tdi ¢ thé dua ra vo van ménh dé nhw thé, nhitng ménh dé ma ngudi ta khong thé
chirng minh hodc bac bd". Trong khi do Gauss da cé nhlrng dong gbp lén lao cho Giai tich phirc
- mot nganh toan hoc gan lién vé&i s6 4o ma Euler de xwdng. S6 ao ¢ vai tro quyét dinh nhan
thirc cta thé ky XX vé trudng hop Pinh 1y cudi cliing ctia Fermat.

SO do

Truong s6 phirc la mot truong s6 dua trén cac s6 thuec thong thuong va cai duoc goi, la cac s6
4o do Euler dwa ra. S6 4o xuat hién trong khi cac nha toan hoc tim cach dinh nghla cai gi day"

glong nhw so la nghiém s6 cua phwong trinh dang x 2+ 1 =0. Phwong trinh don gian nay khong
co nghiém so thurc, vi khong co s6 thyc nao ma binh phuong bang (- 1) (la s6 ma cong véi 1 sé
cho két qua la O) Nhlrng néeu bang cach nao ~day chung ta co thé dinh nghia can bac hai cua (-

1) la mot s6 thi s6 nay - khong phai la mét so thuc - sé [a nghiém ctia chwong trinh trén.

Do do, truc s6 da duwgc mo rong ¢ dé chira ca sd 4o nita. Moi s6 4o 1a mot boi so cua can bdc hai
cua (- 1), biéu thi bang chiti. S6 4o dwoc biéu thi trén mot truc so6 riéng, vudng goéc véi truc so
thuec. Dong thoi, hai truc s6 nay cho ta mit phang phtrc. Mt phang phttc dwgc minh hoa & hinh
10. N6 c6 T4t nhidu tinh chat dang ngac nhién, chang han ban chit phép quay 1a bdi sé cua i.
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Mat phang phirc 1a truong s6 nho nhit chira cac nghiém cua tat ca cac phwong trinh bac hai.
Nguwoi ta da nhan thay truong s6 phirc rat c6 loi, ngay ca doi véi cac g dung trong Ky thuat,
co hoc chat 16ng va nhiéu linh virc khac. Nam 1811 di trwdrc thoi dai hang chuc nam, Gauss da
ti€n hanh nghién ctru dang diéu clia cac ham s6 trén mat phang phll’C Ong da phat hlen mot s6
tinh chat rat dang ngac nhién cua cac ham s6 nay, nhitng ham s6 dwoc goi 1a cac ham giai tich.
Gauss nhin thay rang cdc ham giai tich co tinh tron dac biét, chung cho phép thic hién cac
tinh toan dic biét chinh xac. Cac ham g1a1 tich bao toan goc gitra cac duwdng thdng va cac cung
trén mat phang phttc - mdt khia canh rat dwoc quan tam trong thé ky XX. Mot s6 ham giai tich,
duoc goi la cac dang modula, cé vai trd quyét dinh trong cac phwong phap méi tiép can bai
toan Fermat.

Do dtrc tinh khiém ton ctiia minh, Gauss da khong Xuit ban cac két qua nghién ctru quan trong
néu trén. Ong viét cac két qua nay trong mot birc thu gui cho nguwoi ban cua 6ng 1a Friedrich
Wilhelm Bessel (1784-1846). Nhiéu nam sau, khi ly thuyet nay xult h1en trcr lai nhung khong
gan voi tén clia Gauss, cac nha toan hoc khac da dwgc cong nhan la tac gia cua chinh cong trinh
nghién ctru vé cac ham giai tich ma Gauss da ndm rat twong tan truéc do.

Sophie Germain

Mot hom Gauss nhan dwgc mot birc thw cta "ngai Leblanc” nao do. Leblanc rat kham phuc
cuon "Disquisitiones Arithmeticae" clia Gauss va da guri cho Gauss vai két qua moi Ve ly thuyét
s6. Qua viéc trao doéi thw tw tlep sau dé Ve mot s6 van dé toan hoc, Gauss cang quan tam hon
t&i ngai Leblanc cling nhu cong trinh cua 6ng ta. MGi quan tam d6 khong hé giam di khi ma
Gauss phat hién ra rang Leblanc khong phdi la tén that cua ngu'o'l thuong xuyén trao doi thu tir
v01i 6ng va nguoi viét cac birc thu khong phai 1a mot "ngai”. Nha toan hoc viét cac birc thw that
huing bién 4y cho Gauss 1a Sophie Germain (1776-1831) - mot trong so rat it phu nit hoat dong
trong linh virc todn hoc thoi d6. Thuc té, khi phat hién ra sw gidu giém nay, Gauss da viét cho
ba ay:

”Bzet dién td thé nao day voi ba ve long khdm phuc va sw ngac nhién cua téi khi muong tugng
ngai Leblanc - mot ngwoi ban quy mén thudong xuyén trao doi thuw tir véi toi - tw bién thanh mot
nhdn vdt rang r&, ngudi thé hién mét tdm gwong sdng chéi lam téi khé cé thé'tin dworc...

(bay la thu Gauss gm cho Sophie Germain, viét & Brunswick vao ngay sinh nhéat cua 6ng vi
cudi thu c6 dé dong: ' ‘Bronsvie ce 30 avril 1807 jour de ma naissance” - nghia 13 "Brunswick,
nhan ngay sinh nhat cta t6i 30 thang 4 nam 1807").

Sophie Germain da lay tén dan 6ng dé tranh dinh klen bai thi cac nha khoa hoc nit dang thinh
hanh thoi bay gio va dé nhan dugc sy chu y | thuc sw cua Gauss Ba la mot trong s cac nha toan
hoc dong vai tro quan trong nhat trong qua trinh c6 gang chirg minh Pinh 1y cudi cling cda
Fermat va da mé& dudng dang ké cho viéc tim loi glal bai toan nay. Dlnh Iy Sophie Germain,
mot dinh 1y da mang lai cho ba danh tiéng dang ké, phat biéu ring néu nghiém clia phwong



trinh Fermat voi n=5 ton tai, thi ca ba sé phai chia hét cho 5. Binh ly nay da tach Pinh ly cu01
cung cua Fermat thanh hai truong hop: Truong hop | doi vai cac so khong chia hét cho 5 va
truong hop 11 ddi v&i cac s6 chia hét cho 5. Pinh Iy nay da duwoc tong quat hoa véi cac lily thira
khac va Sophie Germain dd dua ra mot dinh ly tong quat cho  phép chung minh binh ly cubi
cung cua Fermat trong truong hop | ddi véi tat ca cac s0 nguyén t6 n nhé hon 100. Day la mot
ket qua quan trong lam giam bét cac kha nang co thé x4y ra khi Dinh Iy cudi cliing cua Fermat
c6 thé sai d6i véi cac s6 nguyén t6 nho hon 100 thi chi sai trong treong hop 11[10] .

Sophle Germain da phai cham dit viéc gia danh cua minh khi Gauss yéu cau nguoi ban

"Leblanc” ciia 6ng mot sw giup do. Nim 1807, Napoleon chiém dong nuwoc Pirc. Nguoi Phap
bat ngudi Dirc phai boi thu'O'ng chién tranh va ho dinh doat tong s6 tién moi nguoi dan phai
dong dwa vao viéc ho cam nhan thay moi nguoi co gia tri nhuw thé nao. Véi vai tro 1a nha thién
vin hoc va gido sw noi tleng tai Trwong Dai hoc Tong hcrp Gottingen, Gauss bi chi dinh phai
nop 2000 franc - con s6 vuot xa tai san ma 6ng c6. Mot so6 nha toan hoc Phap - nhwng nguoi
ban ctia Gauss vi dai, da tinh nguyén giup d& Gauss, nhung dng tr chéi nhan tién cda ho. Gauss
mudn ai d6 nhan danh 6 ong can thiép voi vi twdng Phap Pernety & Hanover.

Ong viét thw cho ban minh, ngai Leblanc, hoi xem Leblanc c6 thé nhin danh Gauss lién hé voi
vi twdng Phap duoc khong. Khi do Sophle Germain da dap rng dé nghi cia Gauss rat vui ve va
viéc nay boc 10 r6 rang ba 1a ai. Gauss rat xuc dong, nhu da thay trong burc thw cua Ong goi
Sophle Germain & trén va méi quan hé thu tir cua ho vé nhiéu dé tai toan hoc van tiép tuc duy
tri va phat trién hon nira. bang ti€c, hai nguoi chang bao gio gap nhau. Sophle Germain d3 mat
¢ Paris vao nam 1831 tru¢c khi Truong bai hoc Tong hgp Gottingen phong tang ba hoc vi tién
si danh du do Gauss dé ctr.

Sophie Germain con ¢ nhiéu thanh tuu khac dwoc cong nhan ngoai nhitng dong gop cua ba
cho viéc chirng minh Pinh ly cubi cung cua Fermat. Ba con cé dong gop tich cuc trong ly thuyét
toan hoc ctia am hoc va dan hoéi cling nhu trong nhiéu linh vuc toan hoc tng dung valy thuyet
khac. Trong ly thuyet s0, ba cling da ching minh nhiéu dinh Iy ma nho chiing cac s6 nguyén to
c6 thé dan dén cac phwong trinh giai duorc.

Sao choi rwc séng nam 1811 Gauss da thwc hién nhidu nghién ctru quan

trong vé thién van hoc nham xac dinh quy dao cua cac hanh tinh. Ngay 22 thang 8 nam 1811,
ong la nguoi dau tién quan sat duoc mot ngoi sao choi _sang lén trong bau troi dém, Ong c6 kha
nang dy doan chinh xac quy dao ercrng ve Mat Troi cua sao ch01 Khi sao ch01 xuat hién ro va
quét mot vang sang ruc ngang qua bau trod thi nhitng ngwoi meé tin va bi ap bitrc & chiu Au da
muong tuong do la diém troi bao ngay tan thé ctia Napoleon dang dén. Quan sat sao choi,
Gauss thay ro no thuyc hién ding quy dao ma 6ng da du doan trudc, chinh xac dén tlrng con so.
Nhwng niem tin khong c6 co s& khoa hoc ctia quan chung cling dung nam sau Napoleon da bi
danh bai va rat quan khaoi nwoc Nga. Gauss rat vui ming khi nhin thay Napoleon thua tran, vi
quan doi Phap da bon rit clia 6ng va dong bao minh nhirng khoan tién 1én.



Mot ngu'0’1 hoc tro Thang 10 niam 1826 nha to4n hoc Na Uy 1a Niels Henrik Abel

dén tham Paris. O d6 6 ongda cb tim gap cac nha toan hoc khac - khi a ay Paris la thanh pho trung
tdm cla toan hoc. Mot trong s6 nhirng nguoi gay an twong nhiéu nhat doi véi Abel la Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nguoi Pho. Dirichlet cling dang V1eng tham Paris va da
chuy dén chang trai tre Na Uy. Thoat dau Dirichlet nghi rang Abel la mot chang trai Pho. Abel
c6 an twong rat manh vé viéc Dirichlet da chirng minh dwgc Dinh ly cudi cung cua Fermat voi
n=5. Ong da viét vé diéu nay trong burc thw giri mot nguoi ban, trong d6 dé cap riang Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) cling da thuc hién duoc chlrng minh do. Abel dd miéu ta
Legendre la mot nguoi hét sirc lich swva da gia. Legendre da chirng minh DPinh ly cubi cung cua
Fermat vé&i n = 5 hoan toan doc lap voi Dirichlet, nguoi cling chirng minh duoc dieu nay 2 nam
sau dé6. That dang tiéc, chuyen thé nay thuong xuyén Xay ra voi Legendre - hau nhw cac cong
trinh ctia 6ng da bi b6 qua vi c6 cong trinh clda cac nha toan hoc tré hon.

Dirichlet 1a ban va hoc tro cua Gauss. Khi cu6n sach vi dai ctia Gauss, cuén "Disquisitiones
Arithmeicae", dwoc xuat ban thi lap tirc da dwoc ban hét. Tham chi cac nha toan hoc c6 cong
trinh lién quan dé&n nghién ctru ctia Gauss cling khong c6 du'(rc 14y mot ban. Nhiéu nguoi co
cuon sach nay thi lai khong hiéu dwoc chiéu sau céng trinh cua Gauss. Dirichlet c6 dwoc mot
cudn trong tay. Ong mang né bén minh trong nhleu chuyen du ngoan den Paris, Rome va cac
noi khac thudc chau Au. 0 moi noi Dirichlet dén, 6ng da ngu cung véi cuén sach dat dwdi goi.
Cuén sach clia Gauss da duoc biét dén nhw 1a mot cudn sach mang bay con diu niém phong:
Chang trai c6 tai Dirichlet dwoc xem la nguoi dd boc dwoc ca bdy con diu niém phong.
Dirichlet da lam duoc nhiéu hon bt ctr ai khac cong viéc giai thich va truyén ba cudn sach clia
nguoi thay vi dai cia minh cho toan thé gidi.

Ngoai viéc giai thich va khuéch trwong cuén "Disquisitiones” cling nhu viéc chirng minh Dinh
Iy cudi cung cua Fermat voi liy thua 5, Dirichlet con thuc hién duoc nhleu cong trinh toan hoc
vi dai khac. Mot két qua dang chu y do Dirichlet tim ra c6 lién quan dén cap sO cong sau: a, a +
b,a + 2b, a + 3b, a +4b, v.v...trong d6 a, b 1a cac s6 nguyén khong c6 woc so6 chung khac 1 (thc
la chung la cac so nhw 2 3 hay 3,5; chw khong phai la cac s6 nhu 2, 4 - ¢6 woc s6 chung la 2, hay
nhu 6,9 - c6 woc sb chung la 3) Dilichlet d3 chirng minh rang cap so cong dé chira nhigu vd
han s6 nguyén t0. Piéu hét strc ngac nhién trong phep chitng minh cta Dirichlet la thé nay: ong
da thuc hién phép ching minh do rat tai tinh bang cach str dung mot Iinh virc todn hoc ma thoi
do twong nhu rat xa roi ly thuyet s6, nhung bai toan nay dung la ‘thudc Ve lIinh vyc toan hoc
ma&i do. Trong chirng minh cta minh, Dirichlet da st dung phuong phép giai tich, mot linh vyc
toan hoc quan trong Ve cac phép toan cao cap Gidi tich dwoc ap dung trong cac trweong hop co
tinh chat lién tuc: cac ham s6 xac dinh trén cac tap hop s6 lién tuc thudc duong thang s6 - dleu
nay dwong nhu khac xa thé gidi roi rac cla cac s6 nguyén va cac s6 nguyén to - dia hat cta ly
thuyét sé.

C6 thé chinh chlec cau nodi cac nganh toan hoc twdng nhw khac nhau s€ tao ra mot triét hoc
hién dai dé giai quyet hién twong Fermat huyen bi trong thoi dai clia ching ta. Dirichlet 1a mot
nguoi dan duong tdo bao trong viéc hop nhat cac nganh toan hoc khac nhau. Vé sau, nguoi hoc
tro nay da ké thtra vi tri ctia thay minh. Khi Gauss qua doi ndm 1855, Dirichlet da roi bb cong
viéc thanh thé clia minh & Berlin dé nhan dia vi cao quy thay thé Gauss & Gottingen.



Nhirng nha toan hoc cua Napoleon

Vi Hoang dé cua nwdc Phap rat quy cac nha todn hoc mdc du chinh 6ng khong phai la nguoi
1am toan. Hai ngudi dic biét gan gili véi 6ng la Gaspard Monge (1746-1818) va Joseph Fourier
(1768- 1830) Nam 1798 Napoleon dd dem hai nha toan hoc nay cung di voi minh dén Ai Cap
dé giap 6ng "khai héa van minh" cho dat nwéc gia coi do.

Fourier sinh ra & Auxene, Phap vao ngay 21 thang 3 nam 1768, nhung khi 1én tam tudi 6ng da
mo c6i cha me va ngai giam muc dia phwong da gitp 6ng vao du'(yc trueong hoc quan doi. Ngay
khi m&i mwdi hai tu01 Fourier da boc 16 nhiéu hira hen, da viét nhwng bai thuyét gido cho cac
vi chitc sic nha thd & Paris va sau dé nhitng bai viét rat dwoc ham m¢. Cach mang Phap nam
1789 da cttu chang trai tré Fourier thoat khdi cudc song cua mot thay tu. Thay vi la mot thay
tu, 6ng da tré thanh mot gido sw toan hoc va mot nguoi nhiét tinh 0 ung ho cach mang. Khi cudc
cach mang budc phai Iui buéc trueéce strc manh khung b6, Fourier cling bi t4n cong béi su tan
bao cua no. Ong st dung tai hiing bién ctia minh da tirng dlrcrc rén luyén trong nhitng nam viét
cac ban thuyet giao cho nha tho dé dién thuyét chong lai cac hanh dong bao lyc lan tran khap
noi. Fourier cling da str dung ky nang dién thuyét trwdc dam dong clia minh vao viéc day toan
trong cac truong dai hoc hang dau & Paris.

Fourier cling quan tdm dén Ky thuit, toan hoc &ng dung va vat ly. Tai Truong Pai hoc Bach
khoa, 6ng da thuc hién nhitng nghlen clru quan trong trong cac [inh vuc nay. Nhiéu bai bao cua
ong dugec trinh bay tai Vién Han 1am khoa hoc. Danh tiéng ctia ong da lam cho Napoleon chu y
dén va nam 1798 Hoang dé yéu cau Fourier di theo minh trén tau dé d6c cung véi Ham doi
Phap gdm nam tram chiéc tau ti€n dén Ai Cap. Fourier truc thudc Quan doan Van hoa. Nhiém
vu cua Quan doan nay la phai’ truyen b4 cho dan chiing Ai Cap tat ca loi ich cia nén vin minh
chau Au Nguoi ta da c6 mang nén vian minh dén cho nhitng ngwoi dan dang bi mot ham doi
dén xam lwoc dat nwéc ho. O Ai Cap, hai nha toan hoc (Gaspard Monge va ]oseph Fourler) da
thanh lap Vién Ai Cap. Fourier da & lai d6 dén ndm 1802 rdi tré vé Phap lam quan trlrcmg mot
ving gan Grenoble 0’ day 6ng da dam trach nhiéu cong viéc xd hoi quan trong nhw giai quyet
viéc tiéu nwdc cac vung dam lay va thanh todn bénh SOt rét. Cung vo&i tat ca cac cong viéc do,
Fourier, "mot nha to4n hoc chuyen sang lam nha quan ly hanh chinh", da khéo thu xep dé cé
thoi gian thwc hién y twdng todn hoc c6 gia tri nhat ciia minh. Kiét tac cia Fourier 1a Ly thuyét
toan hoc vé nhiét hoc nham tra 1o cau héi quan trong: Qua trinh dan nhiét dlen ra nhw thé
nao? Véi cong trinh nay, ndm 1812 6ng da gianh dwoc giai thuéng ddc biét ca Vién Han lam
khoa hoc. Mot phan cong trinh cua dng dva trén cac thi nghiém ma ong da thuc hlen trén cac
vung sa mac cua Ai Cap trong nhitng nam 6ng & do. Vai ngudi ban ctia 6ng cho rang cac thi
nghiém nay, ké cd viéc chinh 6ng phai chiu hoi néng tao ra trong cac phong kin, da lam 6ng
mat sém & tudi 62.

Fourier danh nhitng nam cu01 doi dé viét truyén ké vé Napoleon va moi quan hé gan giii gitra
Napoleon v&i ong ca khi ¢ Ai Cap cling nhu sau khi Napoleon trén thoat khoi Elba. Tuy nhién
cong trinh nghién ctru nhiét cia Fourier méi chinh la yéu td lam cho ong tr¢ thanh bat hud vi
6ng da phat trién mot ly thuyét quan trong - Ly thuyét cac ham s6 tuan hoan, Mot chudi cac
ham tuan hoan nhu thé, khi dwoc str dung mot cach dac biét d& danh gid ham s6 khac, duoc goi
12 chudi Fourier.



Ham so tuan hoan

Vi du r6é rang nhit vé ham so tudn hoan la chiéc dong ho ctia ban. Chiéc kim dai di chuyén ting
phut mot xung quanh hinh tron va sau sdu muoi phut no tro vé dung vi tri ban dau. Sau d6 no
tiép tuc di chuyén va ding sau muoi phut sau no lai quay ve chinh diém xuat phat. (Tat nhién,
chiéc klm ngan cling sé thay doi vi tri theo gio). Chuyen dong cua chiéc kim phut trén dong hd
la vi du vé mot ham tuin hoan. Chu ky ctia né ding bang sau muoi phut. Xét theo mot nghia
khac, khong gian biéu thi tat ca cac phut - mot tap hop nhiéu vo han  phut ké tir bay gio tro di
cho den mai mai sau nay - c6 thé "duoc quan lai” béi chiéc kim dai ctia dong ho theo vién mép
ngoai cia mat déong ho (hinh 11):

X

Hinh 11

Vi du khac: khi mot diu may tau héa dang lao nhanh trén duong ray, canh tay don truyén nang
lu'(rng tir dau may toi banh xe chuyén dong 1én xu6ng theo chuyen dong quay cua banh xe. Sau
bat ctr mot vong quay nao cua banh xe, canh tay don lai tr¢ vé vi tri xuat phat cta né - chuyen
dong cua canh tay don nay ciing la vi du vé mot ham tuan hoan. Pd cao thing ding cua canh
tay don, khi ban kinh ctia banh xe tau hod 1a mot don vi, dwoc xac dinh nho ham s6 sin. D6 1a
mot ham s6 lwgng gidc co ban dwoc day trong truong pho thong. Ham s6 cosin giup xac dinh
dd do cta canh tay don theo chiéu ngang. Sin va cosin déu la ham so cua goc tao bdi canh tay
don va dwdong thing ndm ngang di qua tam cda banh xe. Piéu ndy dwoc minh hoa & hinh 12.

N

Hinh 12

(A -
NP,

Khi tau héa tién vé phia truwéc, dd cao thang dirng ctaa canh tay don di chuyen theo mo hinh
song nhw hinh 12. M6 hinh s6ng nay la tuan hoan. Chu ky cuano 1a 360 do. bau tién do cao cua
canh tay don bang 0, sau do no tang dan Ién theo hinh so6ng cho den khi bang 1, thé r6i no lai
giam dan xubng cho dén khi bang 0, roi tiép tuc giam xudng cac gia tri am ¢ho dén khi bing
(-1), thé roi lai tiép tuc tang cho dén gia tri 0. Va sau d6 cac chu ky bat dau lap lai mii.



Fourier da phat hién ra mot diéu la hiu hét cic ham so co thé dwoc danh gia véi bat ky do
chinh xac nao nho tong cta nhiéu (theo ly thuyet la nhleu v0 han dé dat duoc do chinh xac gan
hoan hao) ham s6 sin va cosin. Day la mot két qua noi t1eng vé cac chudi Fourier. Viéc khai
trién mot ham s6 nao dé thanh tong clia nhiéu ham sé sin va cosin cé loi ich trong nhleu tng
dung toan hoc khi biéu thirc toan hoc thuc té ta quan tam la kho nghién cttu nhung tong clia
cac ham sin va cosin, khi tat ca cung nhan 1én béi cc thira s6 khac nhau, c6 thé dé dang thao
tac va woc luong duoc - va diéu nay ddc biét dé dang 4 ap dung trén may tinh. Giai tich so la mot
linh virc toan hoc duoc biét dén vi c6 mé6i lién quan véi cac phwong phap tinh de woc lugng cac
ham so va cac dai lwong khac. Giai tich Fourier la mot phan quan trong cua giai tich s6 va n6
cung cap cac k§ thuat quan trong dé nghién cttu cac bai toan khé ma nhiéu trong s6 dé khong
c6 nghiém dudi dang dong (tuc la, nghiém cho boi mot biéu thirc todn hoc don gian) nho
chuoi Fourier clia cac ham tuan hoan Tiep theo cong trinh tién phong cta Fourier, cac khai
trién str dung cac ham s6 don gian khac - cht yéu la cac da thirc (tirc 1a tang cac liiy thtra cua
bién sé: binh phwong, lap phuwong, v.v..) - cling duoc phat trién. Khi may tinh cta ban tinh can
bac hai ciia mot s0, no sé thwc hién mot phép xap xi dwa trén mot phuong phap nhu thé. Chu01
Founer cac ham sin va cosin dic biét c6 loi trong viéc danh gia cac hién tuong la tong cua cac
yéu td tuidn hoan mot cach rat tu nhién, nhw 4m nhac chang han. Mot ban nhac cé the duoc
phan tich thanh cac hoa am ctia n6. Nwéc tridu dang, tuan trang, vi tri ctia Mat Troi 1 cac vi du
don gian vé cac hién twong tudn hoan.

Nhuw da néi & trén, chudi Fourier cia cdc ham tuin hoan da cé nhirng ¢ ung dung rat quan trong
trong viéc mo ta cac hién twong tw nhién va cac phuwong phap tinh toan. Mat khac, mot thyc té
bat ngo rat ly tha cho thay cac chudi Fourier con c6 nhitng tng dung b6 ich trong toan hoc ly
thuyét, mot linh virc ma chua bao gio 1a méi quan tam chinh cta Fourier. Vao thé ky XX, cac
chudi Fourier da phat huy tac dung trong ly thuyet s6 nhu la cong cu dé bién doi cac yéu to
todn hoc tw linh vyc nay sang linh vuc khac trong cong trinh cua Goro Shimura (chdng minh
gia thuyet Shimura 13 diém then chot dé chirng minh Dinh 1y ; cudi cung cia Fermat). Viéc mé
rong cac ham tuan hoan Fourier sang mat phang phll’C ngoai tac dung lién két hai 11nh vuc
toan hoc do lai voi nhau, con lam nay sinh c4c khai niém méi vé cac ham tw dang ciu va cac
dang modula. Phat hién nay ciling c6 anh huong quan trong déi v&i Pinh Iy cudi cung cua
Fermat thong qua cdng trinh nghién ctru trong nhitng nim dau thé ky XX ctia nha toan hoc
Phap Henri Poincareé.

Chirng minh cua Lamé

Tai cudc hop cta Vién Han 1am khoa hoc Paris dién ra ngay 1 thang 3 nam 1847, nha toan hoc
Gabriel Lamé (1795 1870) rat hao hitng théng bao rang, ong da hoan thanh chtrng minh tong
quat Pinh ly cubi cung cta Fermat. Trudc d6 moi chi co cac liy thira n dac biét dwoc xem xét
va Pinh ly dwoc ching minh trong cac trwong hop n =3, 4, 5, 7. Lame noi rang ong co phuong
phap tong quat dé t1ep can bai toan va phuong phap nay sé ap dung doi véi bat ky ldy thira n

nao. Phuong phap cia Lamé dwa vao viéc phan tich Ve trai phuong trinh Fermat, x" + y", thanh
cac nhan ti tuyén tinh nho cac s& phirc. Sau d6 Lamé khiém ton phat bleu rang vinh dy nay
khoéng chi thudc vé ong, vl Joseph Liouville (1809-1882) da gidi thi€u voi 6ng phuong phap
d6. Nhung Liouville lanh & day ghé phia sau Lameé va phot lo bat ct sw ca ngoi nao. "Lamé
khong hoan tat duoc chimg minh Dinh 1y cudi cling ctia Fermat”, Liouville nhe nhang noi, "boi
vi phép phan tich thanh thira s ma Lamé dwa ra khong phai l1a duy nhat (tic 1a c6 nhigu cach



thurc hién phép phan tich thanh thira s6, vi vay bai toan chua c6 101 giai)". Pay 1a mot trony
nhiéu cd gang 16n lao ma khong dem lai thanh qua. Tuy nhién, y tuong phan tich thanh thira SO,
tirc 1a phan tich phwong trinh thanh tich cac nhan ti, con can phal dwoc nghién ctru thém.

Nhirng con so ly twong

Nguwoi da tlep tuc phep phan tich thanh thira s6 la Ernst Eduard Kummer (1810-1893) . Ong
da ti€p can loi giai tong quat cua bai toan Fermat gan hon bat ct ai khac trong thoi dai cta
minh. Thurc té1a trong khi co gang ching minh binh ly cudi cung ctia Fermat, Kummer da phat
minh ra mot Iy thuyét todn hoc méi tron ven, Iy thuyét vé cac "sé ly tudng".

Me cua Kummer, mot ngwoi tré thanh qua phu khi con trai minh méi ba tudi, da lam viéc rat
vit va dé dam bao cho con trai dwoc hoc hanh chu ddo. Nam muoi tdm tuoi, Kummer vao
Truong Pai hoc Halle (Ptic) dée nghlen ciru than hocva chuan bi cho minh mét cudc séng trong
nha tho. Mot gido sw toan hoc uyén bac c6 tam huyet véi dai s6 va Iy thuyét s6 da lam cho
chang trai Kummer phai say mé cac linh vwc nay va anh da nhanh chéng bo than hoc dé
chuyén sang toan hoc. Khi la sinh vién nam thit ba, chang trai Kummer da g1a1 quyét duoc mot
van dé toan hoc héc bia va duoc nhan giai thuong. Tiép theo thanh céng nay, anh dwoc nhan
hoc vi tién si toan hoc & tudi hai muwoi mét.

Nhung Kummer khong thé tim dwoc mot cho 1am trong truong dai hoc, vi vy anh da phai
gidng day tai truong trung hoc cii cua minh. Anh lam thay gido pho thong sudt muoi nam.
Trong thoi ky nay, Kummer da tién hanh rat nhleu nghién ctru va cac két qua nghién ctiru duoc
anh Xuat ban ciing nhw viét trong cac burc thu gtri mot s6 nha todn hoc hang dau thoi do. Ban
bé anh cam thiy thit budn vi mot nha toan hoc €0 tai nhw thé lai chi danh cudc doi minh cho
viéc gidng day toan phd thong. Véi sw gidp dé ctia mot s6 nha toan hoc néi tiéng, Kummer da
nhan duoc chirc gido su tai Truong Pai hoc Breslau. Mot nam sau, nam 1855, Gauss qua doi.
Dirichlet thay thé vi tri clia Gauss & Gottingen va thoi cong viéc cii cla 6ng tai Tryong Dai hoc
Tong hop Berlin danh tiéng. Kummer da dwoc chon thay thé Dirichlet & Berlin. Ong gitt vi tri
d6 cho dén khi 6ng nghi huu.

Kummer nghién ctru nhiéu van dé toan hoc khac nhauy, trai khap tir nhirng linh vyc rét triru
tuong dén rat thuc tién - tham chi ca cac ing dung toan hoc trong chién tranh. Nhu'ng ong da
noi tiéng bdi cong trinh 16n ctia minh vé Pinh ly cudi cling clia Fermat. Nha toan hoc Phap
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nhiéu lan nghi rang minh da tim dugc 101 giai tong quat
phuong trinh Fermat. Nhung Cauchy, mot nguol lam viéc khong c6 nghi ngoi song doi khi
thleu can tac, sau moi c8 gdng cua minh di nhan ra rang bai toan qua kho so voi tuwong twong
cua ong. Cac truong s6 ma ong st dung ludn thiéu tinh chat 6ng can. Cauchy di dep bai toan
sang mot bén va chuyén sang lam viéc khac.

Kummer tr¢ nén bi am anh vi binh ly cuoi cung cua Fermat, nhung cac c0 gang khong thanh
clia 6ng nham chirng minh dinh ly nay khién dng that vong vi dng cling lai di theo con dwdng



vO vong glong nhw Cauchy. Khi nhan ra rang cac treong s6 lién quan thi€u mot vai tinh chat
thay cho viéc tir bo hy vong, ong da phat minh ra cac s6 méi cé nhitng tinh chit ma ong can.
Ong goi cac sO nay la céc "so ly twong". Vay la Kummer da phat minh ra mot ly thuyét hoan
toan moi ti nhitng ¢ ging clia minh nham chu'ng minh Pinh ly cudi cing cia Fermat. Lic do,
Kummer nghi rang 6ng da tim dwoc chirng minh tong quat. Nhung, that dang tiéc, ching minh
d6 van thiéu cai can thiét phai cd.

Tuy nhién, Kummer da dat duoc nhu'ng thanh cong to 1én trong qua trinh di tim loi giadi bai
toan Fermat. Cong trinh nghlen ctru "s6 ly twong” cua 6ng da cho phép 6ng chirng minh Dinh ly
cuoi cung cia Fermat d6i véi mot 1op rat rong cac liy thra n 1a s6 nguyén t0. Nhu thé, 6ng da
c6 thé chirng minh Pinh ly cudi cung cua Fermat la dung doi véi mot s6 vo han cac luy thira n,
tirc la nhirng s& chia hét cho cac s6 nguyéen to "thong thuong”. Cac s6 nguyén t6 "dic biét" da
né tranh 6ng. Chi c6 37, 59, 67 1a cac s6 nguyén to dac biét ma nhd hon 100. Sau do, Kummer
da nghién ctru riéng vé Van dé cac so nguyeén to dac biét nay va cu01 cung 6ng da co thé chirng
minh Pinh ly cudi cung cua Fermat doi vé&i cac so nay. Vao thap nién 50 cua thé ky th& XIX, nho
nhitng dot pha dac biét cua Kummer, Dinh ly cudi cung cua Fermat da dwoc ching minh la
ding dm voi tat ca cac liiy thira n nhé hon 100, ciing nhw ddi v&i nhiéu vo han cic boi s6 cla
cac s6 nguyén to trong pham vi nay. biéu nay qua la mot thang loi thue su, du rang day khong
phai 1a mot ching minh tong quat va né van con bd sét nhiéu vé han s6 ma doi véi chiing
ngwodi ta chua biét dinh Iy cé ding hay khong.

Nam 1816, Vién Han lam khoa hoc Phap treo giai thuong cho bt ctr ai chirng minh duwoc Dinh
Iy cudi cuing ctia Fermat. Nam 1850, Vién Han Iam nay lai tuyén bo sé tang huy chwong vang va
3000 franc cho nha toan hoc nao chlrng minh dwoc Pinh [y cudi _cung cua Fermat. Song dén
nam 1856, Vién Han lam khoa hoc Phap da tuyén bé rut lai quyet dinh nay vi nguoi ta nhan
thay la dchrng nhw khong thé nao chung minh duoc Dinh ly cudi cung cua Fermat. Thay Vao do,
Vién Han lam da quyet dinh trao mot giai thlro'ng khac cho Ernst Eduard Kummer 'Vl cac
nghién cttu tuyét voi cia 6ng vé so phu'c bao gom cac can cua don vi va cac s6 nguyén". Vay 13,
Kummer da dwoc trao tang mot giai thudng ma 6ng khong hé ra &ng ci.

Kummer van tiép tuc cac co gang khong mét moi ctia 6ng vi Dinh Iy cudi cing ctia Fermat. Dén
nam 1874 6ng moi ngung viéc nghién ctiru cua minh. Kummer cling da thuc hién cong trinh
nghién ctru dau tién ve hinh hoc khong gian b&n chidu. Mot s6 két qua clia ongco 1ch trong linh
vue vat ly hién dai co6 tén goi 1a co hoc lwong t&r. Kummer mat ndm 1893 vi bénh cdm khi 6ng &
tudi ngoai tam muoi.

Cac nha toan hoc danh gia cao thanh céng cuia Kummer veé cac "s6 ly twdng", tham chi con cao
hon ca cac tién'bd ma 6ng da dat dwoc trong viéc giai bai todn Fermat nho cac s6 nay. Thuc te
la ly thuyet dang chu y nay da nay sinh tir cac c6 ging tim loi giai cho Dinh ly cudi cung cta
Fermat va n6 chi ra rang cacly thuyet md&i c6 thé dwoc phat trién nth thé nao nho cac co gang
nham giai quyet cac bai toan riéng lé. Trong thuc té, ly thuyét cac "s6 ly twong” cia Kummer
da dan dén cai ma ngay ‘nay duoc biét dén la cac idéan. Chinh cac idéan nay da c6 anh huwong
t&di cong trinh nghién ciru Pinh 1y cudbi cung ctia Fermat ctia Wiles va cac nha toan hoc khac
trong thé ky XX.



Mot giai thirong khac  Nam 1908, Nguvi bic treo giai thutmg Wolfskehl tri gia
100000 méc cho nguoi nao tim duoc chwng minh tong quat cho Pinh Iy cu01 cung cua Fermat.
Ngay trong nam dau treo giai, 621 'loi glal ' da duoc dé trinh song tat ca cac "101 giai’ ' déu sai.
Nhitng nam t1ep theo, hang ngan "loi giai’ nira da duoc gui den nhung ket qua cling nhu thé.
Trong thap nién 1920 sw lam phat qua d6 cua buc da lam giam gia tri cua 100000 mac xubng
gan nhuw chang con gia tri gi nira. Nhung cac chirng minh sai cho Dinh 1y cu6i cling ca Fermat
van tiép tuc do ve.

Hinh hOC phl Euclid Nhiing phat trién méi da bit dau xay ra trong toan hoc &
thé ky XIX. ]anos Bolyai (1802-1860) va Nicolas Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856), mot
nguoi Hunggary va mot nguoi Nga, da lam thay d6i bd mit mon hinh hoc. Bang viéc bo di tién
dé Euclid: hai dwong thang song song khong bao gio gap nhau, hai nha toan hoc nay da co thé
doc 1ap xdy dung mot thé gidi hinh hoc van gitr lai rat nhiéu tinh chat cla Euclld chi c6 diéu
khac la da thita nhan hai duong thang song song s€ gdp nhau tai mot diém & vo cung. Quan
niém hinh hoc méi nay cé thé quan sat duorc, vi du, trén mot mdt cau nhw Trai D4t chang han.
Xét vé cuc bo thi hai duong kinh tuyen song song voi nhau. Nhung trén thuc té, khi kéo dal
chung dén cuc bac thi hai kinh tuyén nay gap nhau ¢ do (hinh 13). Mon hinh 'hoc méi nay giai
quyét nhleu Van dé va da giai thich duoc cac hién twong ma trwdc dé cé vé nhw 1a than bi va
khong cé loi giai dap.



Thanh cong va bi Kich

Pai s6 triru twong, mot linh vic dwgc hinh thanh tir moén dai s6 quen thudc duoc day trong
trwong pho thong dé gidi phuwong trinh, d3 dwoc phat trién trong thé ky XIX. Trong linh vuc
nay, mot ly thuyét dep noi batlaly thuyet Galois.

Evariste Galois ra doi nam 1811 tai mot lang nho bé vung Bourg-la-Reine, ngoai 6 Paris. Cha
6ng la mot thi truong va mot dang vién trung thanh ctia bang Cong hoa. Cau bé Evariste lon
Ién trong bau khong khi cua cac ly twong dan chu va tw do. Dang tiéc la thoi ky dé hau nhu ca
nwoc Phap dang huong Ve phia ddi lap. Cudc cach mang Phap da no ra nhung roi lai nhanh
chong tat lim va Napoleon cling vay. thng glac mo tu do, binh dang va bac ai van chua dat
dwoc. Phai bao hoang da vui mung véi sw trd lai cua ché do cll & nudc Phap, cung véi mot ga
Bourbon lai 1én 1am vua nwéc Phap - gior diy ciing ndm quyén hanh véi cac dai biéu nhan dan.

Evariste d3 ddm minh trong nhiing ly twong cao dep cua cudc cach mang, Ong 1a mot nha tuw
twdng tién bo va da cé6 mot so6 bai phat biéu cdm dong véi nhlrng nguoi ung hod ché& do Cong
hoa. Mit khac, véi tu cach mot nha todn hoc, 6ng l1a nha thién tai c6 mot khong hai. Théi nién
thiéu Galois da tiép thu dwoc toan bo ly thuyet dai s6 va cac phuong trinh ma cac nha toan hoc
c6 tai nang hoan hao thoi d6 biét dén. Khi con 1a mdt hoc sinh pho thong, ong da hoan thanh
mot cong trinh nghién ctru Xudt sac ma ngay nay dwoc biét dén véi tén goi Ly thuyet Galois.
That dang t1ec 6ng da khong duoc huong bat ky sw cong nhan nao trong cudc doi ngan ngui
da bi kich ctia minh. Trong trwdng hoc noi trg, Ga101s da thu*c nhiéu dém dé viét ra ly thuyét
clia minh trong khi nhitng ngudi khac ngu. Ong gui n6 cho nguoi dung dau Vién Han 1am khoa
hoc Phap, nha toan hoc Cauchy, voi hy vong rang Cauchy sé giup d& ong cong b6 ly thuyét nay.
Nhu‘ng Cauchy khong chi rat bdn ma 6ng con kiéu ngao va cau tha. Do vay ban thao kiét xuat
cta Galois da bi chAm hét trong thung rac ma chwa dwoc ai doc.

Galois thir lan nita song két qua ciing van thé. Trong khi ay, 6ng da khong qua duoc ky thi
tuyén vao Truong Dai hoc Bach khoa, noi dao tao hau hét cac nha toan hoc limg danh ctia nwéc
Phap. Galois c6 thoi quen thwong xuyén suy nghl giai quyet ngay cac van dé trong dau minh.
Ong khong bao gio ghi chép hay viét ra diéu gi trwée khi co ket qua cu thé. Phuwong phap nay
cha y dén cacy tuong hon la chi tiét. Chang thanh nién Evarlste c6 rat it tinh nhan nai hay su
quan tam ddi véi cac chi tiét. Chi cé tu twdng 16m, nét dep ctia mot ly thuyet rong 1én mai la
diéu lam 6ng say mé. Vi vay, Galois khong phat huy duorc diém manh cia minh khi lam bai thi
trén bang. Pay chinh la nguyén nhan khién cho hai IAn cd gang thi vao ‘ng0i truong ma 6ng mo
wéc deu hong Hai lan ding truwéc bang den dng da khong thuc hién tot viéc viét ra cac chi tiét
101 gidi, va 6ng da cau kinh khi bi hoi cac chi tiet ma 6ng cho Ia Chang co gl quan trong. Mot con
nguoi tre tudi thong minh la thlrcrng ma phai trd 1o cac cdu hoi cia cac vi giam khao c6 kha
nang kém hon anh ta, nhitng ngudi khong thé hiéu ndi cac tw twdng sau sic clia anh ta va cho



viéc anh ta mién cwdng dua ra cac chi tiét thong thuong la dot nat thi qua 1a mot bi kich. Khi
nhan thdy rang Ian c6 gang thi hai va ciing 1a IAn dwoc - phép cudi cung nay sé that bai, va rang
cong Truong Dai hoc Bach khoa s€ dong lai véi 6ng mai mai, Galois da ném chiéc gié lau bang
vao mit vi giam khao héi thi 6ng.

Galois danh phai chap nhan lwa chon ngoi truong tot th hai - Truong Dai hoc Sw pham.
Nhung ngay ca & day ong ciing khong dwoc 6n cho 1am. Nguoi cha ctia Galois, thi trudn
Bourg-la-Reine, la muc tiéu ma giéi tang It trong thanh pho ngam chéng déi. Mot thay tu bat
lwong da luu hanh cac bai tho khiéu dam ky tén ngai thi treong. Nhirng thang ngay bi quay ray
ay da lam cho nguoi cha cua Galois mat long tin va 6ng tro nén tin rang thé gidi co tinh day
ong vao chan twong. Mat dan méi lién hé véi thuce té, 6ng da dén Paris. Tai day, trong mot can
phong nhé khéng xa noi con trai minh dang hoc tap, nguoi cha da tuw ti. Chang thanh nién
Galois khong bao gi¢ tro lai binh thuong dwoc sau tham kich nay. Bi am anh vi nguyén nhan
thit bai cia cudc cach mang 1830, va that vong voi Ong hiéu trudng - nguoi ma Galois cho la
mot ké ting ho phal bdo hoang va cac tu si, 6ng da viét mot birc thu gay gat chi trich 6ng hiéu
trwong. Ong da quyet dinh lam nhu vay sau ba ngay tham gia bao dong trén cac duong pho khi
ma sinh vién khap Paris dang noi lén chong lai chinh the, Galois va nhitng ngwoi ban cung 16p
da bi nhot trong trwong cua minh, khong thé tréo ra khdi bitc tuong rao cao ngat. Chang trai
Galois cau gian da gui birc thu cay nghiét phé phan 6ng hiéu truong dén to Gazette des Ecoles
(Tap san bai hoc). Va két qua la 6ng bi dudi khéi truong. Nhu‘ng Galois khong khuat phuc - ong
viét 14 thu thit hai gui to bao trén, kéu | goi sinh vién trong trwong hay noi thang quan diém cuia
minh vi danh dy va lvong tam nhumg ong khong nhan dwoc sy hwéng rng nao.

Ra khaéi treong dai hoc, thoat dau Galois di day tu vé toan hoc. Ong muon day cac ly thuyét
toan hoc cua chlnh minh khi 6 6ng moi chi vén ven c6 muoi chln tudi. Nhung Galois khong thé
tim dwoc sinh vién dé day - cac ly thuyét ctia dng qua cao cap; 6ng da vwot xa thoi dai minh.

Do6i mat véi tuong lai chang c6 gi chic chan va bi két toi khong du tw cach dé tiép tuc theo duoi
nén giao duc t6t dep, trong lic tuyét vong Galois da xung vao binh chling phdo binh clia quan
doi Phap. Trong quan doi Phap, ma nguoi dirng dau thoi ky truoc do la Lafayette, c6 nhiéu y
tudng tu do gan giii voi tu twong chinh tri cta chang thanh nién tré Galois. Khi & trong quan
doi, Galois da thuwc hién c6 gang cuodi cung dé xuat ban cong trinh toan hoc cua minh. Ong viét
mot bai bao khoa hoc vé phuong phap tong quat gidi cac phuwong trinh - ma ngay nay duoc
cong nhan 1a Ly thuyét Galois tuyét diéu - va giri né cho Siméon Denis-Poisson (1781- 1840) o
Vién Han 1am khoa hoc Phap. Poisson doc bai bao va nhan xeét la "khong thé hiéu dwoc". Mot
Ian nita, chang trai mudi chin tudi dau lai vuot xa tat ca cac nha toan hoc Phap cao tudi ho'n
minh vao thoi d6 dén noi cac ly thuyet méi nhat cia anh déu cao hon tAm nhitng cai dau ctia
ho. Luc do, Galois da quyét dinh tir bo toan hoc va sé chi lam cach mang. Ong ndi rang néu can
mot than xac dé lam cho nhan dan tham gia cAch mang thi 6ng sé& dang hién chinh ban than
minh.

Ngay 9 thang 5 nam 1831, hai tram dang vién Cong hoa tre tudi da to chirc mot bira tiéc 1on.
Tai day ho phan doi viéc ché dd hoang gia giai tan binh chung phao binh cua quan doi. Nhlrng
chén rwou da dwoc nang lén dé chiic ' mung cudc cach mang Phap va nhitng nguoi anh hung cua
no, cling nhw cho cudc cach mang tién bd nam 1830. Galois dirng day va dé nghi ndng coc. Ong
néi "danh cho Louis Phlhppe cong tudc xt Orléans, nguoi dang la vua cua nudc Phap. Trong
khi ndi nhitng 1&i nay, mot tay nang cao céc ruegu cia minh, tay kia Galois gio cao mot con dao
da rat khoi bao. Nguoi ta cho day [a mot hanh dong de dc_)a tinh mang ctia nha vua va gay bao



dong. Ngay hom sau Galois bi bat.

Trong phién toa xu Galois vi t6i de doa tinh mang nha vua, ludt su ctia Galois phat biéu rang
thuc té khi dang cidm con dao ctia minh Galois da noi glanh cho Philippe, néu dng ta tré thanh
mot ke phan boi". Vai ngwoi ban phao binh cua Galois c6 mat khi d6 da chirng thuc diéu nay, va
ban bdi tham da phan Xt Ong khong co to1. Galois nhat lay con dao cta minh ¢ trén ban dé vat
chirng, nhét né vao bao roi dut vao tdi va r&i khoi toa an nhw moét ngudi tw do. Nhung 6 ong
dwoc tw do cling chang bao lau. Mot thang sau 6ng lai bi bt vi bi tinh nghi [a mot dang vién
Cong hoa nguy hiém. Ong bi nhot trong nha giam mot cach vo c& trong khi cac nha chitc trach
tim kiém ly do d€ budc toi dng. Cu01 cung ho tim duoc mot chirng cé 1a dng mdc bd dong phuc
cua binh ching phao binh da giai tan. Galois bi xtt vi toi nay vé&i cai an sau thang tu giam. Phai
bao hoang lay lam hai long vi cu6i cung da bo tu duoc chang trai hai mwoi tudi ma ho cho la ké
thi nguy hiém ctda chinh thé. Mot thoi gian sau, Galois dwoc huwong che dd quan thic va bi
chuyén dén mot noi ma diéu klen séng khong dwac bao dam. Nhirng gi xay ra sau do van con 1a
mot cau hoi. Trong khi bi quan thuc, Galois da gdp va yéu mot phu nit. Mot vai nguoi cho rang
ong da mic bay cua nhitng nguoi thuoc phai bao hoang thu dich v&i 6ng. Ho muén chim dit
cac hanh dong cach mang cua 6ng mai mai. Du sao di nta thi ngu'o'l phu nit ma 6ng c6 quan hé
nay ciing c6 dirc hanh dang ngo ("une coquette de bas etage ) Ngay khi hai nguoi moi yéu
nhau, mot ga bao hoang da den dé "bao vé danh du ctia cd ta" va thach Galois dau stng. Nha
toan hoc tré tudi chang c6 cach nao dé thoat khéi hoan canh phttc tap dé. Ong da thw bang moi
cach dé co thé thuyét phuc ga dan 6ng tir bd y dinh ddu sting nhung khong c6 két qua.

Vao dém truéc cudc dau sing, Galois da viét mot s6 birc thw giti cac ban ctia 6ng dé ho biét
rang 6ng da bi pha1 bao hoang muu hai. On viét la hai tén bao hoang da thach diu voi ong va
ching da ép 6ng vi danh duw khong duoc ké vé cudc thach dau cho nhirng nguoi ban cua 6ng
trong dang Cong hoa. "T6i chét nhuw nan nhan clia mét mu dan ba dém dang bi 6i. Than 64, tai
sao to6i lai chét vi mot cai bay tam thuong nhuw vay. Tai sao lai phai chét mot cach hen ha dén
thé!". Nhu‘ng quan trong nhat la vao dém trudc cudc dau sing, Galois da can than viét ra toan
bo ly thuyét toan hoc cia 6ng roi giri cho hguoi ban ctia minh la Auguste Chevalier. Sang sé'm
ngay 30 thang 5 nam 1832, Galois d6i mat véi dich thi cda minh trén mot canh dong hoang.
Ong bi ban vao bung va don doc ndm lai do trong dau don quan quai. Chang co ai di goi bac s.
Cudi cung, mot ngwoi nong dan tim thay ong va dwa 6ng dén bénh vién. Tai d6, sang hom sau
6ng da qua doi. Ong m¢i hai muoi tudi. Nam 1846, nha toan hoc ]oseph Liouville d3 bién tap
va cong b0 1y thuyét todn hoc méi nhit cia Galois trén mot tap chi. Ly thuyet Galois sé tao mot
bwéc ti€én quan trong trong phwong phap duoc str dung mot thé ky rudi sau dé dé chinh phuc
DPinh ly cudi cung ctia Fermat.

Mot nan nhan khac

Tinh cau tha va tu cao ctia Cauchy da phuong hai dén cudc doi cta it nhat mot nha toan hoc
xuat sic khac. Niels Henrik Abel (1802-1829) la con trai mot muc sw cua lang Findo & Na Uy
Khl Abel mwoi sau tudi, thiy gido da dong vién ong doc cudn sach noi t1eng cua Gauss - cuon

"Disquisitiones ". Abel tham chi da thanh cong ca trong viéc sua lai mot vai thiéu sét cua cac
chirng minh mot s6 dinh ly trong cuon sach do. Nhung hai nim sau cha 6ng da qua doi va
chang thanh nién Abel da phai tam hon viéc nghién ciru toan hoc dé tap trung cac c6 ging cua



minh vao viéc gitp d& gia dinh. Mac du pha1 doi mdt voi nhitng kho khdn 1, Abel van thu xé
dée t1ep tuc mot vai nghién ctru toan hoc va da c6 mot phat minh toan hoc nodi tiéng & tuodi
mudi chin. Nam 1824, 6ng cong bd mot bai bao, trong do6 chirng minh rang khong thé c6
phuong phap giai cac phu’(yng trinh bac nam. Vay la Abel da giai quyet xong mot trong nhiing
van dé noi t1eng nhat thoi ky do. Tuy vdy nha toan hoc tre thién tai van chua duoc bd nhiém
vao mot vi tri khoa hoc nao, diéu ma ong rat can dé o diéu kién giup do gia, dinh. Vi thé, ong
gui cong trlnh ctia minh cho _Cauchy nho danh gia, cong b6 néu co thé, va khang dinh. Bai bao
ma Abel gri cho Cauchy de cap dén cac chudi s6 dic biét va cac tinh chit chung. Nhung Cauchy
da de mat bai bao do. Mot vai nam sau, khi bai bdo nay xuat hién trén mot tap chi thi da qua
mudn va khong thé giup gi cho Abel. Nam 1829 Abel chét vi bénh lao ma 6ng di mic phai do
canh ban cung va sir gang strc giup do gia dinh trong tinh canh bi tham. Hai ngay sau cai chét
ciia 6ng, mot burc thw da dwoc giri dén Abel thong bao rang 6ng da dwoc bd nhiém chirc vu gido
sw tai Trwong Pai hoc Téng hop Berlin.

Khai niém nhom Abel (ngay nay duoc xem la mot tir va duoc viét bang chir "a" thuong, tirc la
abel) Ia mot khai niém rat quan trong trong dai s6 hién dai va 1a yéu t6 chd dao cla phuong
phap hién dai dé giai bai toan Fermat. Nhom abel 1a mot nhém trong do thi ty cac phép toan
c6 thé dao nguoc (giao hoan) ma khong anh huong dén két qua. Pa tap abel con 1a mot khai
niém dai so6 truu twgng hon va no ciling c6 ing dung rat quan trong trong cac phuong phap
hién dai dé tim ra chitng minh cho Pinh ly cudi cting ctia Fermat.

Cacidean Dedekind

Di san cuaa Carl Friedrich Gauss con tlep tuc truyén lai qua nhiéu thé ky. Mot trong nhirng
nguoi ké thira sw nghiép toan hoc cua Gauss dang chu y nhat la Richard Dedeklnd (1831-
1916). Ong, ciing nhw nguoi thay vi dai cda minh, sinh ra & thanh phé Brunswick ctia nwéc
birc. Tuy nhién, c6 diéu khac véi Gauss 1a khi con nhé Dedekind khong hé té ra thich thu toan
hochayla co kha nang toan hoc. Ong thich vat 1y, hoa hoc hon va xem toan hoc la cong cu phuc
vu cac nganh khoa hoc. Nhung dén nam muoi bay tuoi, Dedekind da vao chinh ngoi truong ma
o day Gauss vi dai da duoc dao tao vé toan hoc - Tru*crng bai hoc Caroline - va ¢ ddy tuong lai
cua 6ng da thay doi. Dedekind bit dau quan tam dén toan hoc va ong da tlep tuc moi quan tam
do ¢ Gottingen, noi Gauss dang giang day. Nam 1852, & tudi hai mwoi mot, Rlchard Dedekind
da dwoc Gauss trao bang tién si. Ngu*m thay da tim thay trong ban ludn van cta hoc tro minh
nhu*ng phép toan giai tich khlen thay "hai long tuyét do6i". Pay chuwa phal 12 mot 1oi khen tuyét
voi nhat. Thuec té, thién tai cia Dedekind khi 4y van chua boc 16 hoan toan.

Nam 1854, Dedekind dwgc b6 nhiém chirc giang vién & Gottingen. Pén khi Gauss mat ndam
1855 va D1r1chlet chuyen tw Berlin den thay vi tri cia Gauss thi Dedekind da tham dw tit ca cac
bai giang cua Dirichlet & Gottingen va bién tap mot cong trinh c6 tinh chit mo dlro'ng trong
thoi ky do cua Dirichlet ve ly thuyet s68. Dedekind di viét thém phan b6 sung cho cong trinh do,
dua trén chinh nhiing két qua cua minh. Phan b6 sung nay bao ham phac thao mot ly thuyet
ma Dedekind dd xay dung cho cac sO dai so - cac s0 dugc dinh nghia nhu la nghlem cua
phuong trinh dai s6. Chung bao gom boi so cua cac can bac ha1 cua cac s6 cung véi cac so hiru
ty Cac truwong so dai so la rat quan trong trong viéc nghién cttu phwong trinh Fermat vi chung
nay sinh khi giai cac phwong trinh c6 dang khac nhau. Nhuw vay, Dedekind dd phat trién mot



linh vuc quan trong trong ly thuyét s6.

boéng gop 1on nhit cua Dedekind cho qué trinh tién téi chirng minh Pinh ly . cudi cung cua
Fermat la viéc phat trién ly thuyét cac idéan, mot triru tuong hoa cla cac so ly tu’ong cua
Kummer. Mot thé ky sau Dedekind, cic idean da truyén cAm hirng cho Barry Mazur va chinh
cong trinh cua Mazur da dwoc Andrew Wiles khai thac.

Trong nam hoc 1857-1858, Richard Dedekind da giang chuyén dé toan hoc dau tién vé Ly
thuyét Galois. Oc suy xét toan hoc cua Dedekind rat triru tuong va 6ng da nang ly thuyét nhom
Ién trinh d6 hién dai nhw ngay nay nguoi ta hiéu va day vé né. Triru tuong hoa la budc chuan
bi cho thé ky XX dé c6 thé tiép can bai toan Fermat. Chuyén dé co6 tinh chat dot pha cua
Dedekind vé cac ly thuyét da duoc phat trién béi Galois 1a mdt bwéc di dai theo hwéng nay. Chi
c6 hai sinh vién da tham dw bai giang do.

Tw day sy nghiép cua Dedekind da co mot budrc ngoat la ky. Ong da roi Gottingen dé ddm nhan
mot vi tri & Zurich, roi 5 ndm sau, vao nam 1862, ong quay tro Ve Brunswick va & day, su6t 50
nam, Ong giang day trong mot trwong trung hoc Chang ai c6 thé giai thich duoc tai sao nha
toan hoc kiét xuat, ngudi da dua nganh dai s6 l1én mot trinh do khai quat hoéa va triru tuong
hoa khong gl sanh duworc, lai dot nhién roi bd mot trong nhitng vi tri danh gia nhit tai bat ky
mot treong dai hoc nao & chau Au dé vé day 0 mot truong trung hoc vd danh. Dedekind khong
két hon 1an nao va sudt nhiéu nam troi 6ng song voi nguoi chi gai. Ong van gitr dwoc dau 6c
thong minh, lanh lgi cho dén ngay cudi cling ctia déi minh va mat vao nim 1916.

Két thuc thé ky

Vao cudi thé ky XIX, & Phdp c6 mot nha todn hoc voi ndng luc tuyét voi trong nhiéu linh vyc
khac nhau. Tri thirc uyén bac ctia Henri Poincaré (1854- 1912) vuot ra ca ngoai pham vi todn
hoc. Vao nam 1902 va sau do, khi ma 6ng da la mot nha toan hoc n01 tieng, Poincare viét
nhitng cuon sach Ve toan hoc du*crc moi nguoi rat wa thich. Ban doc & moi lra tudi déu doc
nhing cudn sach nay va co thé nhin thay nhiing cubn sach dy thwong duoc ngudi ta doc trong
cac quan ca phé cling nhw trong cac cong vién & Paris.

Poincaré sinh ra trong gia dinh cua nhiing nguoi rat thanh dat. Ngwoi anh em ho cia 6ng,
Raymond Poincaré, da tr¢ thanh tong thong nwdc Phap trong thoi ky chién tranh thé gioi thr
nhat. Cac thanh vién khac trong gia dinh cling da nam gitt cac chirc vu trong Chinh pha va Nha
nwdc Phap.

T khi con tré, Henri té ra c6 tri nhé tuyét voi. Ong ¢ thé ké lai bat clr trang ndo trong cudn



sach 6ng da doc. Tuy nhién, tinh lo ddng cua 6ng thi cling nhuw truyen thuyét vay. C6 mot lan
mot nha toan hoc Phan Lan di cat cong den Paris mong gap Poincaré dé thao luan mot sO van
dé toan hoc. Vi khach phai cho sudt ba gior & phong doi bén canh phong lam viéc cua Pomcare
trong khi nha toan hoc dang tri di di lai lai - mot thoi quen trong suot ca cudc doi lam viéc clia
ong. Cuoi cung Poincaré bat thinh linh ngé sang phong doi va la Ién: "Thua ngai, ngai dang
quay ray toi day!". Pén nudc dy thi vi khach chi con cach bé di va khong bao gio tré lai Paris
ntra.

Tai nang 16i lac cua Poincare boc 16 r6 ngay tir khi 6ng con hoc ¢ truong tiéu hoc. Nhung vi
phong cach cua mot nguoi da tai - mot chang trai thoi ky Phuc Hung dang hinh thanh - nang
khiéu toan hoc dac biét clia 6ng van chua boc 16 rd nét. Tir tudi 4u tho, 6ng da noi bat1én vi kha
nang Xuat sac clia minh trong viét lach. Mot nha giao, nguoi da nhan thay va khuyén Khich tai
nang cua 0ng, da tran trong gilr gin cac bai luan cta ong hoi hoc ¢ trwong. Tuy nhién, vé mot
mat nao do, nguoi thay nay dd phai canh tinh thién tai tré tudi: "Khéng nén lam cai gi ciing qua
tuyét voi. Hay c6 lam mot ngwoi binh thuong thoi”. Nguoi thay cé Iy do chinh dang khi dwa ra
101 khuyén nay. R0 rang, cac nha giao duc Phap da rat ra duoc diéu gi ddy qua no6i bat hanh cua
Galois tir ntra thé ky trwde: nhitng sinh vién c6 tai thuong hong thi béi | nhitng ngudi giam khao
tam thuong. Ngwoi thay cla 6ng di lo lang rit dung rang Poincaré qua xuat ching den noi dng
c6 thé bi truot trong nhirng ky thi nhw thé. Poincaré von tinh lo dang ngay tir khi con bé. Ong
thwdong bo bita vi khong nhé 1a minh dn réi hay chua.

Cau bé Poincaré rit thich van hoc co dlen vadatap viét sao cho that hay. Khi la mot thiéu nién,
Poincaré da quan tam dén mén toan va tirc thi troi han vé mén nay. Trong khi di di lai lai trong
phong, 6ng co thé giai cac bai toan o trong dau - sau d6 ngdi xuéng va viét ra rat nhanh toan
b lo1 giai. Ve dlem nay, 6ng giéng nhw Galois va Euler. Khi Poincaré thi t6t nghiép pho thong,
6ng suyt truot mon toan, dung nhuw nguoi thay ctia 6ng hoi & truong tiéu hoc dilo ngai tir may
nam truéc. Nhung 6 ong da do, chi vi & tudi mudi bay tiéng tim cla ong nhu 1a mét nha toan
hoc da qua 1y lirng dén noi ban giam khao khong dam danh truot 6ng. "Mot hoc sinh nao dé
néu khong phai 1a Poincare thi sé b truot”, dng trudng ban giam khao da noi nhuw vay khi cho
diém do cho ciu hoc sinh, ngwoi ma sau nay da tiép tuc hoc 1én Trwong Pai hoc Bach khoa va
tré thanh nha toan hoc Phap vi dai nhat thoi ky dé.

Poincaré viét nhiéu sach vé toan hoc, vat ly toan, thién van hoc va khoa hoc thuwong thirc. Ong
cling viét nhiéu bai bao nghién ctru véi tong s6 trén nam tram trang vé cac van dé toan hoc do
6ng phat trién. Ong c6 nhiimg dong gop co ban cho tépd hoc - mot linh vye do Euler khéi
xwdng. Hon thé nira, cac két qua cua Poincaré con quan trong dén noi nganh toan hoc nay Chl
dwoc xem 13 thwe sw bat dau vao ndm 1895 cung voi viéc xuat ban cudén "Analysis Situs” ctia
Poincaré. Topd hoc mot nganh nghién ctru cac hinh, cac mat va cac ham lién tuc, c6 vai tro
quan trong trong viéc tim hiéu bai todn Fermat vao nhu*ng nam cuoi thé ky XX, Nhu'ng mot linh
vuc khac do Pomcare khO’l xwéng thaim chi con 1a yéu t6 cin thiét hon cho viéc ti€p cin hién
dai Pinh Iy cudi cung clia Fermat.

Cac dang modula



Poincaré nghién ctru cac ham tuin hoan, chang han nhw cadc ham sin va cosin ctua Fourier,
nhung khong phai trén truc sO nhw Fourier ma trén mat phang phirc. Ham sinx la do cao thang
dirng trén duong tron co ban kinh bang 1 khi goc tuong tng la x. Ham s6 nay la tuin hoan: no
lap di ldp lai mdi mai moi khi goc x bo sung thém mot boi cua chu ky cta no, 360 d6. Tinh tuin
hoan nay Ia doi xung. Poincaré da khao sat mat phang phttc bao gdm cac s6 thuc trén truc
hoanh va cac s6 4o trén truc tung, nhw & hinh 14.

Hinh 14

O day, ham tuan hoan c6 thé duwoc hiéu 1a c6 tinh tuin hoan ca theo truc thuc va ca theo truc
ao. Tham chi Poincaré con di xa hon khi thira nhan sw ton tai cia cAc ham s6 cé tinh chat doi
xtng rong rai hon. bay la nhiing ham khéng thay doi khl b1en phirc z thay déi theo quy tacf(z)
-> f(az+b/cz+d), trong do cac phan tir a, b, ¢, d dwoc sap x€p thanh mot ma tran, lap nén mot
nhom dai so. Diéu nay nghia la c6 nh1eu vO han cac b1en déi cé thé. Chung giao hodn véi nhau
va ham f1a bat bién d6i véi nhém cac phép bién ddi nay. Poincaré goi cac ham dic biét dé 1a
cac dang tw dang ciu.

Cac dang tw dang cdu la nhitng dang hét strc ky la vi chiing thda méan nhiéu tinh chat doi xtng
trong. P01ncare khong dam chac la ching ton tai. Thuc té, Poincaré dd mé ta viéc nghién ctru
cua ong thé nay. Ong noi rang sudt muwoi lam ngay ong thitc day vao budi sang va ngoi tai ban
lam viéc lién vai gio cd gang tu thuyet phuc minh rdang cac dang tu dang cidu ma 6ng da phat
minh ra khong thé ton tai. Pén ngay thit muoi lam 6ng nhan ra rang ong dd sai. Cac ham ky la
nay dit khé ma hinh dung dwoc bang mit nhung ching ton tai thuwc sw. Poincaré da mo rong
ching thanh cac ham phirc tap hon, goi la cac dang modula. Cac dang modula ton tai & nwa
phia trén cua mat phang phirc va it thi cia ching c6 dang hyperbolic. Ttrc 1a ching ton tai &
trong mot khong gian ky la, noi hinh hoc phi Euclid cua Bolyal va Lobachevsky ché ngu. Qua
mot diém bat ky thudc nira mat phdng nay ton tai nhiéu "dwdng thing" song song véi mot
duong thing tuy ¥ cho trwdc (hinh 15).

Hinh 15

Cac dang modula rat ky la nay la doi xtrng theo nhiéu cich trong khong gian dé. Cac phep doi
ang nhan duoc bang cac phép tinh tién va lay nghich dao 1/z. Du6i day la minh hoa "phep lop
ngdi” nira mat phang phirc nho st dung cac phép doi xing nay (hinh 16).



EVT
Hlnh 16

Poincaré da gat bo sang mot bén cac dang tu dang cau doi xng va ngay ca cac dang modula
phttc tap hon ctia chiing dé tlep tuc nghién ctru cac van dé toan hoc khac. Ong ban ron voi qua
nhiéu linh vue, thuong thuong 6ng nghién ctru vai linh vyc cing mot luc, dén noi 6ng khong c6
thoi gian dé ngoi lai suy ngam vé cai dep cua cac thyc thé d01 xurng vo han kho6 hinh dung noi
ay. Nhung chinh 6ng ciing khong biét duoc 1a minh da gieo ca hat giéng khac vao manh vuon
dé roi chinh nhitng hat giong nay lai dan dén 1o giai bai toan Fermat.

Mot sw lién quan bat ngo véi cai banh virng vong

Nam 1922, nha toan hoc nguoi Anh la Louis J. Mordell da phat hién thay mot diéu ma 6ng cho
1a co sw lién quan rat ky la gitta cac nghiém cua phuong trinh dai s6 va topo hoc. Cac thanh to
cua topo hoc la cac mat va cac khong gian. Cac mdt nay co thé nhung trong khéng gian ba chiéu
nhu cac hinh trong hinh hoc Hy Lap ¢6 dai hoic khong gian bon chiéu hay nhiéu chiéu hon
nira. Topo hoc nghién ctru cac ham lién tuc xac dinh trén cac khong gian nay ciing nhw cac tinh
chat cua chlnh cac khong gian do. Mordell nghlen cttu topd cua cac mat trong khong gian ba
chiéu, Mot vi du don gian ve loai mat nhw vay la mat cau: d6 1a mat cua trai béng, nhw trai bong
ro chang han. Trai bong la mot vat thé ba chiéu nhung bé mat ctia n6 (xem nhw khéng cé bé
day) la vat thé hai chiéu. B& mit Trai P4t 1a mot vi du khac. Ban than Trai bat la loai hinh ba
chiéu: mot vi tri nao dé trén Trai Dat hodc bén trong no6 deu c6 thé xac dinh béi kinh d6 ctia né
(chleu thir nhat), vi do cia né (chiéu thir hai) va do sau cua no (chleu thir ba). Nhlrng bé mat
Trai bat (khong co bé day) la hai chleu vi mot diém bat ky trén mat Trai DAt c6 thé dwoc chira
nho hai gia tri: kinh d6 va vi d6 ctia né.

Cac mat hai chiéu trong khong gian ba chiéu c6 thé dwoc phan loai theo " glong cua ching,
Giéng cuia mot mat chinh 1a s6 lugng cac 16 hong trén mit d6. Gidng ciia mit cau 1a 0, vi nd
khong co 16 hong nao. Banh virng vong (theo ngon ngit toan hoc la hinh xuyen) c6 mot 13 hong,
do do glong cianéla 1. Lo hong 1a 10 di xuyén qua hoan toan mat. Cai tach vo1i hai quai c6 hai
16 hdng xuyén qua. Do dd, né 1a mot mit cé giéng 2 (hinh 17).



Hinh 17

Mot mat c6 thé bién doi thanh mot mdt khac c6 cung giong nho' mot bién doi lién tuc. Chi c6
duy nhat mot cach dé bién doi mat thudc giong nay thanh mat thudc giéng khac la dong lai
hodc mé& ra mot s6 16 héng. biéu nay khong thé thuc hién duoc mot cach lién tuc, vi & day can

phai xé thiing mit dé ra hoic néi lién lai, song mbi viéc 1am nhw thé 1a moét sw gian doan toan
hoc (hinh 18).

Mordell da phat hiénra m01 lién hé hoan toan bat ngo vaky la gitra s6 10 hong (glong) trén mat
cong gom cac nghlem cua mot phu'o'ng trinh va viéc phuong trlnh do6 c6 mot so hitu han hay vo
han nghiém. Néu mat cong gom cac nghiém (xét trén truong s6 phitc cho tong quat nhat) co
hai 16 hong hodc nhiéu hon (ttc la, mat co giong 2 hodc 16n hon), thi phuwong trinh nay chi c6
mot s6 hitu han nghiém nguyén. Mordell khong chitng minh dwoc phat hién ctia minh va sau
nay né dwoc goi la gid thuyét Mordell.

i
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Hamn bdn bye " an g i

Hinh 18

Chirng minh cua Faltings

Nam 1983, nha toan hoc hai mwoi bay tudi nguoi Pirc Gerd Faltings cia Truong Dai hoc T6n
hop Wuppertal da chu'ng minh gia thuyet Mordell. Faltings khong quan tam dén Pinh ly cuoi
cung cua Fermat, xem no nhw mot bai toan biét 1ap cua ly thuyet s0. Tuy nhién, chlrng minh rat
doc dao cua 6ng bang cong cu cwc manh cua hinh hoc dai so phat trién trong thé ky nay da cho
thay nhitng moi lién hé sau Sac voi hlen trang cia Pinh ly cudi cung cua Fermat, Vi phuong
trinh Fermat vé&i n 16n hon 3 c6 giong lén hon hay bang 2, cho nén rd rang rang néu cac
nghiém nguyén cua phwong trinh Fermat ton tai thi s6 cac nghlem nay la htru han (dleu nay
phan nao an i ching ta vi s nghiém clia phwong trinh Fermat, theo khang dinh nay, 1a hiru
han). Khong lau sau, hai nha toan hoc Granville va Heath-Brown da st dung két qua cda
Faltings dé chi ra rang, s nghiém cua phuong trinh Fermat (néu ton tai) sé giam khi liy thira
n tang. Bleu nay cho thay rdang ty l€ cac liy thuwa ma véi ching Dinh ly cuoi cung cia Fermat la
ding, xap xi mot tram phan tram khi n ting.



N6i cach khac, Pinh Iy cudi cung ctia Fermat la "gan nhw lu6n luén” ding. Néu nghiém cua
phwong trinh Fermat ton tai (trong truong hop DPinh ly cudi cung cua Fermat la sai) thi cac
nghiém nhuw thé 1a it va cach rat xa nhau. Nhw vay, tinh trang cua binh ly cudi cung cia Fermat
vao nam 1983 Ia nhw sau: binh ly da duoc ching minh véi moin nhé hon hay bang 1 triéu (va
vao nam 1992 gi¢i han nay da dwoc nang lén toi 4 triéu); ngoai ra, véi n 1én hon nita, néu cac
nghiém ton tai thi cling rat it va s6 nghiém gidm khi n tang.

Vi twong Hy Lap huyén bi mang cai tén Khoi hai  c6 tei hang ta
cubn sach tuyét voi vé toan hoc viét bang tiéng Phap duoc xudt ban ¢ Phap véi tén tac gid la
Nicolas Bourbaki va cling c6 mot vi tuéng ngwoi Hy Lap tén la Bourbaki (1816-1897). Nam
1862 nguoi ta dd mudn ton Bourbakl Ién lam vua Hy Lap, nhung 6ng da tw chéi. Vi twéng nay
c6 vai tro quan trong trong cudc chién tranh Phap-Pho va & Phap nguoi ta da du'ng twong ong
tai thanh phé Nancy. Nhung twong Bourbaki khong biét gi vé toan hoc ca. Ong cling chang bao
gior viét sach vé toan hoc hay bat ky linh vuc nao khac. Vay ai da viét nhitng tuyén tap toan hoc
mang tén 6ng ?

Cau trd 101 1a & nhitng ngay hoa binh tai Paris giira hai cugc chién tranh thé gioi, Hemingway,
Picasso va Matisse khong phai la nhu'ng nguoi duy nhat thich ng01 trong cac quan ca phé gap
g6 ban be minh, nhin ngam moi ngwoi va dwoc nguoi ta de y dén minh. Hoi bay gio, Xung
quanh cac quan ca phé giéng glong nhau & vung bén trai séng Xen gan Truong bai hoc Tong
hop Paris, c6 mot cong dong toan hoc day nhiét huyét dang hoat dong rat s6i noi. Cac giao su
toan hoc cua Trlro'ng bai hoc Tong hop Paris cting thich gdp mat ban be cua ho, udng mot tach
ca phé stra hay mot ly rwou trong mot cai quan trén pho St. Mlchel gan khu vuon Luxembourg
xinh dep, va tranh luan ... toan hoc. Mua xuan & Paris mang lai cam hirng cho cac nha van, cac
nghé si va cac nha toan hoc Nglrm ta hinh dung mot ngay chti nhat nang dep, tai mot quan ca
phé thi vi, mot nhém 6n ao cac nha toan hoc dang tu hop. Nhirng tlnh cam anh em bé ban luén
ch1en thang m01 khi ho tranh cai s6i ndi vé nhitng dlem hay nao d6 cua mot ly thuyet Cudc vui
on d ctia ho c6 1& da lam phlen dén Hemingway, ngwoi ting viét rang 6ng chi thich lam viéc
mot minh tai quan ca phé va c6 1€ ong sé roi dén mot trong ‘nhitng noi 6ng thwong lui toi,
nhitng tu diém it dwgc wa thich. Nhung cac nha toan hoc da khong dé tam dén dleu do. Ho quy
trong ban bé ctia mbi nguoi va quan ca phé chat nich cac nha toan hoc - tat cad noi cung mot
thw ngon ngit cac con s0, cac ky hiéu, cac khong gian va cac ham so - dang tran day niém say
swa. "Khong khi nhw thé& ndy han cdc mon dé cia Pythagoras cing da cam thay moi khi ho luan
ban todn hoc”, c6 1é mot ngwoi gia dan hon trong nhom da noéi khi Ong ta nang ly ruou murng.

"Dlng thé, nhwng ho khong uong Pernod" mot nguwoi khac noi va moi ngum cung cuwoi pha lén.

"Nhung ma ching ta ciling c6 thé giong ho nguoi cao tudi dap 1a1 "Tai sao ching ta khong
thanh Iap mot hoi riéng cta ta nhi? Duong nhién I mot hoi kin ay". Khap noi ro 1én 10 tan
thuong. Mot nguoi dé nghi ho mwon tén cua vi tuong gia Bourbakl Loi dé nghi nay c6 ly do
clia no. Vao thoi 4y, Khoa Toan Tru'o'ng Pai hoc Téng hop Paris c6 truyen thong hang nam moi
mot dién vién chuyén nghiép biéu dién vai Nicolas Bourbaki cho tap thé can bo giang day va
nghién cttu sinh xem. Sau d6, mdt minh dién vién nay trinh bay tiét muc doc thoai rat dai vé
nhitng thudt ngl toan hoc nuoc doi. Nhitng tiét muc trinh dién nhw thé rat tha vi vi suw 'phong
phu cua ly thuyet toan hoc hién dai di tao nén mot nguon ti vung doi dao vira mang y nghia
toan hoc lai vira c6 nhung nghla khac trong cudc song hang ngay. Mot trong s6 cac tir nhu vay
12 "dense". Ngudi ta noi rang cac s hitu ty phan bo day dac (dense) trong cac so thuc. Diéu
nay c6 nghia la trong mot lan can bat ky cia cac so hitu ty déu c6 cac s6 vo ty (& day c6 thé tac
gia da noi hoi nguoc - 10i ngudi dich). Nhung "dense” con mang nhiéu nghia khac trong cudc
song thwong ngay.



Ngay nay, cac nghién ctru sinh thich tro choi chit hai nghia nhw vay. Ho thich ké ciu chuyén
nang Poly Nomial xinh dep gap nha giai phau lanh nghé Curly Pi (polynomlal da thirc, nha
giai phau lanh nghe = smooth operator = toan ti tron, curly pi = pi xoan - tit ca cac tir déu Ia
cac thuat ngir toan hoc).

Vay la nhirng cuén sdch mang cai tén Nicolas Bourbaki chinh la do cac nha toan hoc noi trén
cung nhau viét ra. Nguwoi ta da khéi xwdng xémina Bourbaki, noi ma cac ly thuyet va cacy
tudng toan hoc dwgc thao ludn rat thuong xuyén. Cac hoi vién déu phai giiu tén, cac két qua
toan hoc phai dwoc cong nhan Ia cda hoi va mang tén Bourbaki chitr khong du*ac mang tén
riéng cua hdi vién.

Nhung hoi vién Bourbaki khong glong nhu mon do cua Pythagoras. Mdc du tac gia cac cuén
sach la Nicolas Bourbaki, nhung cac két qua nghién ctru, vi du nhu cac dinh Iy va chirng minh
cua ching - nhimg diéu dang gia hon cac cudn sach rit nhiéu - Van dwoc thwa nhan la cua riéng
hoi vién da dat dwoc cac két qua do. Mot trong nhiing hoi vién dau tién ctia hoi Bourbaki la
André Weil (sinh nim 1906), nguoi sau nay da chuyen dén Vién Nghién ctru cao cip &
Princeton thugc Hoa Ky. Tén tudi ctia 6ng luén gan lién véi mot gia thuyét quan trong dan dén
101 giai bai toan Fermat. Mot trong nhitng ngwoi sang lap Ho6i Bourbaki 1a nha toan hoc Phap
Jean Dieudonné. Dieudonné 1a nguoi cling giong nhw cac hoi vién ngudi Phap khac da chuyen
dén' ‘nhitng manh dat tot hon" trong cac trueong dai hoc Hoa Ky. Dieudonné - tac gla chinh ctua
nhiéu cu6n sach mang cai tén chung Nicolas Bourbakl - 1a hinh anh thu nho clla moi mau
thuan trong noi bo hoi vién Bourbaki gitta viéc gidu tén ca nhan va cai "toi" cua tung nguoi.
Mot lan, Dieudonné céng bd bai bao mang ten Bourbaki. Bai bao nay cd sai sot va thé la
Dieudonné dang phan chu gidi c6 tiéu dé "Vé sai sot ctia N. Bourbaki" roi ky tén la J.
Dieudonné[11].

Nguyén nhan tan ra tit yéu ctia hoi c6 tdt ca hdi vién déu 1a ngudi Phap nhung da s6 song &
Hoa Ky nay tw bot phat trong viéc xac dinh tu cach tac gla cua ngal Bourbaki. Thwong thudng
cac an pham clia Nicolas Bourbaki ghi ngudn goc cua no6 la "Truwong Pai hoc Tong hop
Nancago"” - mot hinh thirc két hgp tén thanh pho Nancy cua Phap voi thanh phé Chicago cua
Hoa Ky. Nhung Bourbaki chi i in sach bang tiéng Phap, va khi cac hoi vién gap nhau - thuong 1a
tai mot thanh pho nghi mat cua Phap - ho dam luan khéng chi bang tleng Phap ma dung ca
ngdn ngtr 10ng cua sinh vién Paris. Chu nghia s6-vanh tham nhap vao cudc séng clia cac nha
toan hoc Phap song tai Hoa Ky. André Weil, mot hoi vién sang lap Hoi Bourbakl da cong bo
nhiéu ba1 bao quan trong bang tleng Anh. thng Tuyen tdp cong trinh” [12] cla 6ngta - trong
dé de cap vai diém vé gia thuyet c6 quan hé véi bai toan Fermat - da dwgc xuat ban bang tleng
Phap voi twa dé "Oeuves” (Cac cong trinh). Nhitng hanh dong khong binh thuong cua Weil co
thé da xdic pham dén mot trong cac nhan vat chinh trong vo kich cua ching ta va Weil khong
thé tré lai binh thudng dwoc sau sw viéc dé bé nay.

Cac hoi vién Bourbaki can phai dwoc cong nhin 1a c6 tinh hai hwéc tip thé. Khoang bon muoi
nam trudc, Hoi Toan hoc Hoa Ky da nhdan duoc motla don xin lam hoi vién v&i tw cach ca nhan
cuia ngai Nlcolas Bourbakl Thu ky ctia Hoi da khong hé b01 r01 Ong ta phtc dap ring néu ngai
Bourbaki mudn vao Hdi thi phai [am don dang ky hoi vién voi tu cach co quan (1€ phi hoi vién
dang nay dit hon nhiéu). Bourbaki khong hoi am tré lai nita.



Cac dwong cong elliptic

Cac bai toan Diophantine - tirc 1a cdc bai toan ndy sinh ttr cac phwong trinh c6 dang ma
Diophantus dua ra ti thé ky IIl - da bat dau dwoc nghién ciru ngay mot nhiéu hon trong thé ky
XX bang viéc s dung cac cong cu toan hoc duoc goi la cac duong cong elliptic. Nhung cac
duong cong elliptic chang c6 gi gan véi hinh ellip ca. Tir nhing the ky trudc, ban dau ching
duoc st dung trong mdi lién quan dén cac ham elliptic, ma nhitng ham nay da dwoc tao ra dé
tinh chu vi ctia hinh ellip. Cling nhw déi véi nhiéu y tuong sang tao khac trong toan hoc, nguoi
di tién phong trong linh vurc nay khong phai 1a ai khac ngoai Gauss.

That ky qudc, cac dwong cong elliptic khong lién quan gi dén cac hinh ellip va ciing chang
phai 1a cAc ham elliptic ma ching 1a cac da thitc bac ba ctia hai bién. Vi du, ching c6 dang: y? =
ax3 + bx? + cx, trong d6 a, b, c 1a cac s6 nguyén hodc cac s6 hitu ty (ching ta quan tam téi cac

duong cong elllptlc trén cac soO hitu ty). Nhitng vi du vé cac duwong cong elliptic dé sé dwoc
minh hoa & hinh 19. [13]

Hinh

Khi nguoi ta xet cac dlem hitu ty trén duwong cong elliptic, tirc la chi xet cac diém trén duong
cong ma cac toa dg ciia no la ty sO cua hai s6 nguyén (khong phal cac soO vo ty nhw so pi hay can
bac hai ctua 2, v.v...), thi cic s0 nay tao thanh mot nhém. bieu do co nghla 1a chung co nhiing
tinh chat tha vi. Hay ldy hai nghiém b4t ky; ching c6 thé dwoc "cong" vao theo mot nghia nao
do6 dé tao ra mot nghiém thir ba trén duong cong. Cac du'o'ng cong elliptic dd tro nén cudn hut
d01 véi cac nha ly thuyet s6 vi chidng c6 thé tra 1oi nhiéu cau hoi vé phuong trinh va nghiém
cia phwong trinh. Vi vay, cac duwong cong elliptic da tré thanh mot trong s6 cac cong cu nghién
ctru tot nhat trong ly thuyét so. [14]

Mot gia thuyét ky la sap dwoc dwara



Mot thoi cac chuyén gia ly thuyét s6 da nhan ra rang mot s6 dudng cong elliptic ma ho dang
nghién cttu 1a cac dang modula. Ttrc 13, nhitng duwdng cong elliptic nay co thé duwoc xem la co
lién quan dén cac dang modula. Mgt s6 duong cong elliptic c6 thé c6 lién quan nhu thé ndo dé
dén mat phang phitc va cadc ham. trong khong gian hyperbolic cung voi nhiéu tinh chit doi
xtng cua chung. Nguoi ta khong that ro tai sao diéu nay lai Xay ra va xay ra nhu thé nao. Ngay
ca voi cac nha chuyén mén, toan hoc that v6 cung phtc tap, cai ciu triac bén trong cda no voi
nhitng sw hai hoa tuyét voi von cé lai méi chi dwoc hiéu biét rat it. CAc ham elliptic ma thuc
chat la cac dang modula c6 nhirng tinh chat tht vi. Chdng bao lau sau da cé ngudi dua ra mot
gia thuyét tdo bao rang tit ca cac ham elliptic 1a cdc dang modula.

Dé hiéu y twdng ve tinh modula, diéu ton tai trong khong gian phi Euclid cua nira trén cua mat
phang phirc, noi ma tinh déi xung hét strc phu'c tap dén noi nguoi ta kho co thé hinh dung néi,
thi viéc xét mot vi du that don gian sé rat c6 ich. bay 1a mot vi du ma dudng cong ta quan tam
khong phai la dwong cong elliptic; thay cho phuong trinh bac ba c6 hai bién Ia phuong trinh
bac hai c6 hai bién: du'cmg cong nay la mot dlrcmg tron don glan Phu'(rng trinh cua du*ong tron

c6 bén kinh a véi tam & 0 la x* + y* = a2 Bay gio, hdy xét cidc ham tuan hoan don gidn: x = a
cost, y = a sint. Hai ham nay c6 thé thay cho x va y trong phuwong trinh cua dwong tron. Theo
nghla nay, phlr(yng trinh cia dwong tron c6 dang modula. Ly do Ia d6ng nhat thirc lwong gidc

khang dinh rang sin 2 t + cos?t = 1, va thay thé& céng thirc nay vao phwong trinh ctia dwong tron
(nhan moi s6 hang vi a) ta sé nhan dwoc mot dong nhat thirc.

buong cong elliptic modula chinh la sy m¢ rong y twong nay sang mat phang phtrc phtrc tap
hon gan voi hinh hoc phi Euclid dac b1et O day cac ham tuin hoan la doi xtrng khong chi doi
véi moOt bién t nhw véi cdc ham sin va cosin trén duong thang sd ma ching con la ty dang cau,
hay la dang modula trén mit phing phtrc cé tinh déi xtrng doi véi cac phép bién déi phirc tap
hon (f(z)-->f(az+b/cz+d)).

Tokyo, Nhat Ban, dau thap nién 1950

Vao dau thap nién 1950, Nhit Ban la mdt quoc gia dang vuon 1én tir dong tro tan cda cudc
chién tranh. Dan ching khong pha1 chiu canh déi khat kéo dai nita, nhung ho van con ngheo va
viéc duy tri cudc song thuwong ngay van dang la mot cudc diu tranh dé6i véi thwong dan Nhat
Ban. Cac nha may dang duoc xay dung lai tu nhitng déng gach vun, cac doanh nghiép duwoc tai
thiét va tdm trang chung la day hy vong.

Yukata Taniyama



Vao thoi ky nay, cudc song trong cac truong dai hoc cua Nhat Ban cling rat kho khan. Sy canh
tranh gitta sinh vién voi nhau dién ra rdt gay gat: dat diém cao dong nghia vé&i c6 viéc lam tét
sau khi tot nghiép. Dac biet, diéu nay rat dung déi vai cac nghién ctru sinh toan hoc Iy thuyét vi
tim dwoc cho 1am viéc tai cac trueong dai hoc Ia rat khé du rang lwong & do6 thap.

Yutaka Taniyama la mot trong nhitng nghién ctru sinh toan nhu vay. Ong sinh ngay 12 thang
11 ndm 1927 va la con Gt trong s6 tAm ngwoi con clia moét gia dinh bac si néng thon & thi tran
Kisai - cach Toky6 chirng 30 dam ve phia Bic. Thoi tré, Taniyama bat dau nghién ctru toan hoc,
trong d6 c6 phép nhan phirc clia cac da tap abel. Linh vic nay con it duoc blet dén va
Taniyama da trai qua mot thoi ky rat khé khan. Ong da xin y klen tw van cua cac gido su cao
tudi & Truong Pai hoc Tong hop Toky6 nhung tiéc rangy kién ctia ho chang c6 ich loi gi ma chi
lam cho cong viéc cua ong khé khan hon. Ong da phai tw minh tim toi ting chi tiét Va ong
thuong mo ta cong VleC nghién ctru toan hoc cua minh bang cac chir Han co6 nghia la "cudc
chién dau gian kh6" va "tran chién quyét liét". Cudc séng clia chang trai Yutaka Taniyama tré
tudi chang c6 gi dé dang ca.

Taniyama ¢ trong can ho chi c6 mot phong voi dién tich 81 fit vuong (tirc 1a 7, 29m?, ND) cta
mot tda nha ma moi tang chi c6 mot phong vé sinh chung. Muén tim gidt, Tanlyama phai den
nha tdm cong céng cach day vai quang du'o'ng Nguoi ta goi cai toa nha cli nat 4y mot cach mia
mai la "Ngoi biét thy yén tinh trén nai" vi toa nha nay nam ¢ mot phé dong duc bén canh
duwong tau hoa ma cwr vai phut lai c6 tiéng gam rit ctia dong co tau hda. Co 1€ chinh vi vdy ma de
c6 thé tap trung nghién ctru tot hon, chang trai Yutaka hau nhw lam viéc vao ban dém va
thuong di ngu luc sau gio sang khi mét ngay 6n & lai bat dau. Trir nhirng ngay he nong nuc, hau
nhu ngay nao Taniyama ciling dién mot bd quan ao xanh sang c6 nhiing chiéc khuy bang kim
loai bong loang. Ong tung phan tran voi ngwoi ban than cia minh la Goro Shimura rdng, cha
6ng mua thir vai nay voi gia rat ré cda nguoi ban hang rong, nhung vi vai sang mau qua nén
chang ai trong gia dinh dam mdc. Yutaka, mot nguoi chang dé y dén hinh thu'c ciia minh, cu01
cung da tinh nguyén 1dy manh vai d6 may bd quan 4o va né di tré thanh b "td" hang ngay ctia
ong.

Goro Shimura vao khoang nam 1965
khi 6ng Ian dau tién néu gia thuyét ciia minh.

Taniyama t6t nghiép Dai hoc Tong hop Tokyd nam 1953 va dwgc gilt lai lam "sinh vién
nghién ctru dac biét" (hay "nghlen cttu sinh ddc biét") cua Khoa Toan truong nay. Shimura,
ban cda dng, tét nghiép trwgc 6ng mot nam va ciing dat dwoc vi tri tuwong tuw tai Khoa Toan
Tru'ong Pai hoc Pai cwong nam ngay gan Truong Dai hoc Téng hop Tokyo. Tinh ban ctia ho bat
dau khi mot trong hai nguoi viét thw cho nguoi kia dé nghi tra cho thu vién mot cudn tap chi
todan hoc ma ca hai cung quan tam. Ho thwong an v6i nhau tai mot quan an binh dan cé cac
moén dn kiéu phwong Tay, vi du nhw mén ludi ham dang hop khau vi nguwoi Nhat lic bay gio.

[15]



Trén chuyén tau dén Nikko dlr hoi nghi nam 1995
Tir trai sang phai : T. Tamagawa, ].P.Serre, Y. Taniyama, A.Weil

HOi do, it nha todn hoc gidi & lai Nhat Ban. Khi mot nha todn hoc nao do tr¢ thanh noi tiéng,
nguoi ay sé co chuyen dén mot truwong dai hoc & Hoa Ky hoic & chau Au, noi ma cdng dong
toan hoc di c6 uy tin hon va kha nang lién 'hé voi nhitng nguoi dang nghlen ctru cung linh vue
duoc thwe hién dé dang. M6i lién két nhw vay rat quan trong trong viéc nghién ctru cac linh vyc
huyén bi chwra dwoc biét dén nhiéu lam. Nham c6 gang phat trién moi quan hé nghién ctu voi
nhitng ngudi cé hiéu biét vé linh vuc minh quan tam, d6i ban nay da gép phan tham gia t6
chirc Hoi nghi chuyén dé Toékyd-Nikko vé Ly thuyet s6 dai s vao thang 9 nam 1955. Mot vai
khing dinh da duwoc dua ra tai hoi nghi nho nay, song su6t mot thoi gian dai sau do6 chung Van
khong dwoc ai biét dén. Cudi cung, gan bon chuc nam sau, chinh ching da dan t&i cac két qua
quan trong va ciing gay tranh cdi v cling gay git.

Mot s Khéi dau day hiva hen

Hai nguoi ban (Y. Taniyama va G. Shimura) da dé dat v&i chinh quyen chuan bi nhing diéu
kién thuan loi cho hdi nghi, gtti gidy mai cho cac nha toan hoc trong va ngoai nwéc ma ho hy
vong sé dén duw hoi nghi. André Weil, nguoi ma khi d6 da roi nwéc Phap sang lam giao suw tai
Truwong Pai hoc Téng hop Chicago, la mot trong s6 nhing nguoi dugc moi dy. Nam nam trudéc
do, tai Hoi nghi Toan hoc Quoc té, Weil da 1am cho ca cong dong toan hoc chd y den mot gia
thuyet chuwa duoc blet do mot nha ton hoc c6 tén 1a Hasse dé xudt vé "Ham zeta cta da tap
trén mot truong s6". Cai ménh dé kho hiéu nay da gay duogc sw chti y cho cac nha nghién ctru ly
thuyet s0. RO rang, Well dang tap hop cacy twong gla dlnh nay trong ly thuyet s0, bao gbdm ca
gia thuyét néu trén, vao cuén "Cdc bai bdo swu tdp" ciia 6ng dé ghi nhan dong gép ctia Hasse.

Sw quan tam cua Weil den cac két qua trong linh vuec ly thuyét s6 da lam cho Taniyama va
Shimura rat chi y téi ong va ho rat vui mirng khi 6ng nhan loi moi tham du hdi nghi. Mot
nguwoi khac cling dén dw Hoi nghl ‘Tokyo-Nikko la nha toan hoc tré nguoi Phap tén la ]ean-
Pierre Serre. Mac du khi d6 c6 thé dng chua phai la hoi vién Bourbaki, vi Hoi Bourbaki chi két
nap cac nha toan hoc cé tén tudi, nhung 6 ong s€ tro nén noi tiéng trong vong vai chuc nam sau.
Mot s6 nha toan hoc dd miéu ta Serre [a mot ngudi cé hoai bdo va tinh cach dua tranh quyet
llet Ong dén véi Tokyo Nikko dé tim h1eu thém dugc cang nhiéu cang tot. Ngwoi Nhat Ban
nam duwoc mot sé van dé vé ly thuyét s6 va ho da cé nhiéu két qua dugc cong bo nhu'ng chi
bang tleng Nhat nén van chua duoc thé gioi biét dén. Lan nay la mot co hoi tot dé tim h1eu cac
két qua do vi ngdn ngit cua hoi nghi 1 tiéng Anh. Ong la mot trong sO it nguoi ngoai qudc co
trinh do vé toan hoc c6 mat tai hoi nghi. Sau dé ky yéu cua hoi nghi khoa hoc nay chi duwoc
cong bo bang tleng Nhat. Hai muwoi nam sau, Serre di luu y dén mot vai su kién & Hoi nghi
Tokyo6-Nikko va thé gioi co thé biét d&n ban thuat lai két qua hoi nghi ctia dng chir khong phai
ky yéu hoi nghi bang tiéng Nhat.



Tap ky yéu ghi két qua hoi nghi d6 bao gom 36 van dé. Van de 10, 11, 12, 13 do Yutaka
Taniyama viét. Tuwong tw nhuw cac y tuong cua Hasse, cac van dé cla Tanlyama cdu thanh mot
gia thuyet vé cac ham zeta. Duwong nhu & ong da tim ra duoc moi lién hé gitta cac ham tw dang
c4u cia Poincaré trén mat phang phirc véi ham zeta trén du'crng cong elliptic. That kho hiéu la
vi sao dwdrng cong elliptic lai lién quan dén mét cai gi dé trén mat phang phiec.

"Anh dang noi gi...?"

Cai gia thuyet an chira trong bon van dé cda Taniyama la rat mo nhat. Taniyama da JKkhong
trinh bay cac van dé mét cach rd nghia vi c6 thé la 6ng khong dam khang dinh chic chan moi
lién hé do la cai gi. thng y twong co ban lai nam & day. Theo truc giac va cam giac thi cac ham
tw ding ciu cung v&i nhiéu tinh doi xitng cua chung trén mdt phang phttc c6 lién hé nao dé véi
cac phuong trinh Diophantine. Piéu nay, tat nhién khong dé gi thiy dwoc. Taniyama da tim ra
mai lién hé ngam gitra hai nganh toan hoc rit khac nhau.

André Weil muon biét chinh xac nhimng diéu ma Taniyama dd nghi. Theo bién ban cta hoi
nghi, tirc 1a tap ky yéu da dwoc cong bs bang tiéng Nhat, mot cudc trao déi da dién ra giita Weil
va Taniyama nhw sau: [16]

Weil: Anh cé cho rdng tdt cd cdc ham elliptic dwoc "déu héa" béi cdc ham modula?

Taniyama: Chl cdc ham modula khéng théi thi sé khong di. Toéi nghi'la cdn c6 cd cdc dang ddc
biét khdc ctia cdc ham tw dang cdu.

Weil: Tat nhién, cé 1€ déi véi mét s6 ham c6 thé vin dung dwoc phuong phdp do. Nhung trong
truong hop téng qudt, chiing té ra khdc nhau hoan toan va rdt ky Ia...

Co hai Van dé dé nhan thay tir cudc hoi thoai trén. Thir nhat, Taniyama thién vé "cac ham tu
dang cdu" honla’ 'chi cAc ham modula” trong moi quan hé véi cac duwong cong elliptic. Thir hai,
Weil khong tin rang trong truong hop tong quat lai c6 moi lién hé nhw vay. Sau nay 6ng da thé
hién r6 hon sy nghi ngo nay, song tat ca diéu d6 lam moi nguwoi ngac nhién vi rang cudi cung
tén cua ong lai gan lién véi cai gid thuyét ma 6ng chua bao gio ddt ra va tham chi con khong tin
la n6 dung. Nhu*ng doi khi dinh ménh lai quay vong that ky la va dang ngo, tham chi ca nhirng
diéu ky la hon nita ciing sé dién ra.

Toan bd sw viéc nay sé con lam cho nhiéu ngwdi ban tim trong nhiéu thip nién sau dé. Viéc



tim h1eu chinh xac nhirng gi Yutaka Taniyama da ham y dén, nghi dén ciing nhw da néi ra la
yéu cau dat ra cho cac sw gia ngay nay. Co diéu that dang tiéc la sw bat hanh da bam theo
Taniyama ciing nhw né da xay ra véi nhiéu thién tai todn hoc tré tudi khac.

Nhitng nam sau do, Goro Shimura da roi Tokyo, dau tién la t&i Paris, sau d6 dén Vién Nghién
ctru Cao cap va Trwong Pai hoc Téng hop Princeton. P6i ban Tanlyama va Shimura van t1ep
tuc trao déi véi nhau qua thu tir. Thang 9 ndm 1958, Goro Shimura nhan dwoc 14 thw cudi cling
cua Yutaka Taniyama. Sang ngay 17 thang 11 nam 1958 nam ngay sau 1& sinh nhat lan thir ba
muoi mot cua Yutaka Taniyama, nguoi ta tim thay 6ng da tw van trong can phong clia minh
cung v&i 14 thw tuyét ménh dé lai trén ban lam viéc.

Gia thuyét ciia Shimura

Mot thip nién da troi qua ké tir Hoi nghi Tokyo6-Nikko va Goro Shimura, lic nay dang ¢ Truong
Pai hoc Tong hop Princeton, van ti€p tuc cong viéc nghién ctru cua minh Ve ly thuyet s0, cac
ham zeta va cac dwong cong elhptlc Ong da hi€u ngudi ban cii cia minh mac sai s6t toan hoc o
cho nao va chinh viéc nghién ctru va tim toi sy hai hoa bi 4n trong cac linh vye toan hoc cua
ban than 6ng da giup 6ng xdy dung dwgc mot gia thuyet khac r6 rang hon va chinh xac hon.
Gia thuyét cua 6ng la: moi duong cong elhptlc trén cac so hiru ty duoc "déu hoa" béi dang
modula. Cac dang modula la cac yéu t0 trén mat phang phtrc va chung dac biét hon cac ham tw
dang c4u cua Taniyama. Va viéc chi ra mién xac dinh 1a cac sé hitu ty va nhitng su diéu chinh
khac ciing 1a nhitng stra d0i quan trong.

Gia thuyét cia Shimura c6 thé giai thich bang hinh 20.

Hinh 20

Néuta' ‘cudn” mat phang phirc thanh mot hinh xuyén (cai banh virng vong trong hinh 20), thi
mdt cong nay sé chua tat ca cac nghiém cua cac phuong trinh elliptic trén cac s6 hitu ty va cac
s6 hitu ty nay lai nay sinh ttr cac phuong trinh cta Diophantus. biéu dé dong vai tro quan
trong trong viéc chwng minh Pinh ly cud6i cung cua Fermat : Néu mét nghlem cua phwong trinh
Fermatx" +y" = z" ton tai thi nghiém nay ciing phai nam trén hinh xuyén. Lic nay Shimura gia
dinh rang moi duong cong elliptic voi cac hé s6 hiru ty (tuc la mot phwong trinh c6 cac hé s6
dang a/b, trong d6 ca a va b déu 1a s6 nguyén) c6 mdt "ngudi ban ddong hanh" trén nira mit



phang phu'c Poincaré cung voi tinh chit hinh hoc hyperbolic va phi Euclid ctia né. "Nguoi ban
dong hanh" riéng cua moi mot dwong cong elllptlc hitu ty la mot ham rat dac biét trén nira mat
phang phirc va ham nay la bat bién déi véi cac phép bién doi mat phdng rat phurc tap - cac
phép bién do6i da néu truwdc day: f(z)-->f(az+b/cz+d), ma cac hé sb lap thanh mot nhom cung
v&i nhiéu tinh d6i xing ky la. Toan bd qua trinh nay rit rac roi, cé tinh chat rat ky thuat va
khong thé chirng minh duoc trong mot twong lai dinh trudc - didu ma hau hét cac nha toan hoc
da tin twdng trong nhiéu thap nién.

Gia thuyet ctia Shimura néi rdng moi _dudng cong elliptic glong nhuw phan nam Obéntrén ngan
nwoc cua tang bang troi trén bién. Bén dwdi ngan nydc nay la mot cau truc vo cung phie tap.
bé chitng minh gia thuyet nay ngwoi ta phai chi ra rang moi tang bang trdi trén bién déu phai
c6 phan chim dwéi nwdc. Mic du biét rang mot s6 nhém cac tang bang dac biét c6 phan chim
dwoi nwdc nhung vi co nhiéu vo han cac tang bing nén nguoi ta khong thé klem tra phan duoi
cua tung tang bang mot. Can phai c6 moét chung minh tong quat dé chira rang mot tang bang
khong thé ton tai néu né khéng cé phan chim duwéi nwéc. Viéc trinh bay rd rang mét ching

minh nhuw thé 1a cwc ky khé khan.

Muwu do va sw phan bﬁi Trong mot bira tiéc tai Vién Nghién ctru Cao cip &
Princeton vao nhitng nam dau thap nién 1960. Shlmura gdp lai Jean-Pierre Serre. Theo
Shimura, Serre kha kiéu ngao khi tién ve phla ong. T01 cho rang cac két qua cta ong Ve cac
dwong cong modula chang c6 gi hay ho ca", 6ng ta noi. "Vi sao w ? - Do chung khong ap dung
dwoc cho mot du‘(rng cong elliptic bat ky". Trong loi dap, Shimura phat biéu chinh xac gia

thuyét ctia minh: "Mot dwong cong nhw thé bao gi¢ cling duwoc "déu héa" béi mot dwong cong
modula"[17] .

Serre tlen lai phia Weil, ngu¢i khong tham dy bira tiéc nhung la thanh vién cua Vién cho nén
cling ¢ canh day, va ke voi 6ng vé cudc thdo luan cda minh voi Shimura. bap lai, Andre Weil
tién vé phla Shlmura 'C6 dung la 6ng noi vay khong?", ong ngdp ngung hoi Shimura. "Vang",
Shimura tra 1o, "6ng c6 cho rang nhw thé lahoply khong" Muwoi nam sau khi Shimura dwa ra
gia thuyet André Weil vin chua tin vao gia thuyet nay. Ong da tra 1oi: "T6i khong thay c6 bat
ky ly do nao phan bac lai gia thuyet Vl ca hai tap hop nay deu dém duwgc, nhung toi cling khong
thay bat ky ly do nao dé ting hd né". Sau nay, Serge Lang 0 Truong Pai hoc Téng hop Yale da
nhan xét nhitng gl ma Weil vira néi 1a "ngé ngan”, la "rong tuéch". Serge Lang da guq cho
khoang 50 nha toan hoc trén thé gi¢i nhitng y ki€n nay cung voi cac ban sao chup cua hai 13
thw ma 6ng goi la 'H6 so Taniyama-Shimura". biéu ma Weil muén néi khi ong ta tra 1oi
Shimura cling glong nhu thé nay: Néu trong mot can phong ban thay bay nguoi dan 6 ong va bay
nguoi dan ba, va ban gia dinh rang ho la bay cap vo chong thi toi chang thay ly do gi dé phan
bac vi so dan 6ng va so dan ba 1a nhw nhau. Nhlrng ma toi cling chang tim dwoc ly do nao dé
ung ho cai diéu gia dinh cua ban. Ciing c6 thé tat cd ho déu doc than. Ly do dé Lang nhan xét 10i
phat biéu nay ngo¢ ngan 13 & chd: Tuyét nhién khong thé ap dung cach thirc dém theo bat ky
con duong gian don nao vao day duwoc vi "tinh dém duoc" _nghia la dém duoc vo han (chang
han nhu so luong tat ca cac so nguyén duong: 1, 2, 3, 4,.. ), va viéc ghép cac tip hop vd han nhu
the 1a mot viéc khong don gian. Du thé nao thi cling da ro la André Weil khong tin gia thuyet
ctia Shimura Ia ding. Sau nay, ong ta thtra nhdn rang, cudc doi thoai da dién ra va cho rang
cudc do6i thoai nay l1a ngé ngan, la a du tri va 1a gi gl nita.. Nhung phai dén tan nam 1979 Weil
ma&i chinh thirc thira nhan va viét : [18]



"Vai ndm sau, tai Princeton, Shimura héi téi co cho rang moi durong cong elliptic trén Q (truong
cdc sé hiru ty, ND) van dworc tiép tuc trén jacobi ctia mot dLro'ng cong duorc xdc dinh boi nhom
con dong dw cua mot nhém modula la hop 1y khéng. Toz da trd loi 6ng ta rdng, toi khong thdy
bdt cw ly do nao dé phan bdc lai diéu do, vi tdp hop nay va tap hop kia déu khong dém duworc,
nhwng toi ciing chdng cé cdn ctt nao dé'ing hé gid thuyét nay.

(nguyén van bang tiéng Phap)

Mac du vay, Weil da Vlét "Shimura hoi t6i", ch khong phai la "Shimura néi véi t6i", khi néi dén
ménh dé chinh 1a gia thuyet cua Shlmura Weil da cong b6 mot s bai bao lién quan va trong
khi 6ng ta khong tin vao ly thuyét cua Shimura thi chinh tén 6ng ta lai gan voi ly thuyet do. Su
nhim [an d3 mac nhién ton tai khi cac nha toan hoc nhic dén nhung cong trinh cuda cac nha
toan hoc khac trong cac bai bdo clia minh, va viéc trich dan sai xay ra dén tin bay gio khi cac
tac gia hiéu biét khong that can ké veé lich str toan hoc da goi la gia thuyet Weil- Taniyama, ma
I€ ra phai goi la gia thuyet Shimura-Taniyama thi mé&i ding. Weil c6 vé thich tha vi sy lién
quan cua minh voi mot ly thuyet quan trong, trong khi chinh 6ng ta lai khong tin vao no, song
hau hét cac nha toan hoc cho ring gia thuyét nay sé duoc chirng minh vao mdt ngay nao doé
trong twong lai.

Cung vé&i nhiéu thdp nién trdi qua, ngay cang co nhiéu ly do hon dé chirng td sw ton tai cda moi
lién hé. Mot khi gia thuyét dwoc ching minh, né sé 1Ia mot ly thuyet toan hoc quan trong. Weil
da nghlen ctru xung quanh gia thuyét nay va khong bao gior dé cho cac két qua cia minh qua Xa
moi lién hé co thé c6 gitta cac dang modula cua mat phang phtrc va cac dwong cong elliptic cua
cac phwong trinh cia Diophantine. Va dén khi hiéu r rang hon, 6ng ta gitt kin khong dé cap
dén Shimura va vai tro cuc ky quan trong ctia nha toan hoc nay trong sudt gan hai thap nién da
qua. Thé roéi 6ng ta tan dwong Shimura mot cach rat tw nhién trong khi dam thoai thong
thuong nhung lai chi n6i vé Shimura mot cach thoang qua trong mot bai bao da dwoc cong bo.
Trong khi do, o Phap, Serre ciing tich cuc gop phan vao viéc quy két sai Iam. Ong ta da c6 ging
hét strc nhim gan tén tudi André Weil véi gia thuyét thay cho tén tudi ctia Goro Shimura.

"Mot bai tap danh cho ban doc quan tam"
Vao nim 1967 André Weil cong bd mdt bai bao bang tiéng Dikc, trong d6 dng ta viét: [19]

"Nhirng diéu nay, tirc la nhiing dleu doi voi moi duong cong xdc dinh trén Q, c6 dung nhu vay
khong, thi tai tho'l diém nay van con rdt mo ho va cé thé xem nhw la mét bai tdp danh cho ban
doc quan tdm". (nguyén van bang tiéng Dirc)



Doan trich nay dé cip dén cac du*crng cong elhptlc trén cac so hitu ty (ching dwoc cac nha toan
hoc ky hiéu bang chir Q), con "sich so verhalten” (tleng Durc) & day am chi cac dang modula,
tirc la nodi toi gia thuyet cua Shimura. Nhung ¢ day mot lan nita Weil khong gan ly thuyet nay
VO’l nguoi khoi xuvng ra n6. Mai 12 nam sau ong ta mé&i lam diéu dé va thim chi chi viét
"Shimura c6 hoi toi..." nhw chung ta da thay. Trong bai bao bang t1eng birc néu trén, Weil cho
gia thuyét la "mo h6" va khi d6 6ng ta da lam cai viéc la ky. Rt gian don, 6ng ta quy gia thuyet
nay thanh mot bai tap glanh cho ban doc quan tam (theo nguyén van tiéng birc). "Mot bai tap
danh cho ban doc quan tam" nay 1 1am cho mot _trong s6 nhitng nha toan hoc tai ba nhat thé gioi
phai lam viéc lién tuc sudt bay nam trod dé c6 tim 101 giai. Khi m6t nha toan hoc ra bai tap vé
nha va yéu cau hoc smh chirng minh mot dinh ly nao do thi thuong ngwdi 4y da c6 mot cach
chu'ng minh ndo dé ctia dinh 1y va tat nhién phai tin chic rang dinh ly [a ding chi khong phai
'mo h6" nhuw Weil da mé ta.

ba tu'ng c6 mot cau chuyén ci ké rang mot gido su todn hoc noi voi ca 1op "diéu nay la hién
nhién" khi dé cap dén mot khai niém nao do. Lop hoc tré nén boi roi vi diéu do chang hién
nhién chut nao. Cudi cung mot sinh vién diing cam gio tay va hoi "Vi sao a?". Thé 13, vi gido su
bat dau vé V€, Vlet v1et 1én mép bang bang mot tay, con tay kia che nhing dong chir do roi xoa
hét nhitng gi 6ng vira lam. Sau khoang mtrm phut kin dao lam nhap, vi glao sw x6a sach bang
roi thong bao véi ca 1ép dang than mat ra: "Pung vay, diéu nay 1a hién nhién".

Sw doOi tra  Trong nhitng nim 1970, cic vin dé cia Taniyama tir Hoi nghi Tokyo-
Nikko du'o'c pho bién rong rai hon. Trong thoi gian nay, vi Weil da viét vé cai gid thuyét ma ong
ta ho ngh1 cac duong cong elliptic modula duoc biét den nhu la "Cac duwong cong Weil". Khi
ma cic van dé ctua Tanlyama duwoc biét dén nhiéu hon & phuong Tay thi cai gia thuyét vé cac
duong cong nay dwoc goi la’ G1a thuyét Taniyama- -Weil". Nhu vay la tén ciia Shimura bi gatra
ngoai hoan toan. Song vi tén clia Taniyama da duoc gan vao, Weil bat dau cong kich cac gia
thuyet Nam 1979, chi nam nam trudc khi dwoc Gerd Faltlngs chirng minh, Weil tham chi da
1én tleng chong lai "cai goila 'gia thuyet Mordell' vé cac phwong trinh cta Dlophantlne Ong ta
no6i: "That thu néu diéu nhay la dung, con t6i tha danh cudc cho né ding con hon la cho no sai.
Nhung day chang qua cling chi 1a diéu mong mudn vi chang c6 ty dau hiéu gi ung ho hay phan
bac no6 cad". Nhwng khi d6 Weil da nham. Ngay tir nhitng nam dau thip nién 1970, mot s6 nha
toan hoc Nga trong dé cé Shafarevich va Parshin, da dat dwoc nhitng két qua minh chitng cho
gia thuyet Mordell. Qua nhién, vao nam 1984 Gerd Faltlngs da hoan toan chu'ng minh dwoc gia
thuyét nay, lam cho Pinh ly cudi cung ctia Fermat "hdu nhw luon luén ding".

Trong khi André Weil quay lai phan bac tat ca cac gia thuyet vao lic tén 6ng ta khong con duoc
doc quyen gan voi cai gia thuyet ma gi¢ day nhiéu nha toan hoc goi la Gia thuyét Tanlyama-
Weil, thi & Paris, Serre dang c¢6 lam sao cho tén tudi ctia Shimura khong dwoc gan voi gia
thuyét nay. Vao nam 1986, trong mot bira tiéc lai Trwong bai hoc Tong ho'p California ¢
Berkeley, trong tim nghe du'oc ciia mot sd nguoi, ]ean Pierre Serre di néi véi Serge Lang rang
André Weil da ké cho minh vé cudc dam thoai gitta 6ng ta véi Goro Shimura. Theo Serre thi
day 1a nhitng gi da xay ra do Weil ké lai:

Weil: Tai sao Taniyama lai cho rdng tdt cd cdc dwirng cong elliptic la modula?



Shimura: Chinh éng dd néi véi 6ng dy nhw thé, dng quén roi ddy.

Luc do, Lang - ngum dd tirng vo tinh str dung cac thuat ngir "dwong cong Weil” va "gia thuyet
Taniyama-Weil"- cam thay nghi ngo. Ong da quyét dinh tw minh di tim sw that. Lang lap tuec
viét thu cho ca Weil va Shimura, roi cho Serre. Shimura dirt khoat phd nhan viéc mot cudc hoi
thoai nhw thé da ting xay ra, dong thoi dua ra nhiéu bang chirng cho 1o xac nhan nay. Weil
khong tra loi ngay. Con Serre, trong 101 dap cua minh, dd chi trich viéc Lang muon tim ra sy
that Trong xémina Bourbaki vao thang 6 nam 1995 Serre van dé cap deén gia thuyet cua

Tanlyama -Weil" ma gat ra ngoal tén tudi cia ngudi khm XLr(rng ra gia thuyét dé - ngwoi ma
30 nam trwdce da tin twong va thong bao cho ong ta gia thuyét cua minh. Sau khi Lang lién hé
véi Weil lan thir hai thi Weil méi tra 1oi. Bliee thw cia 6ng ta nhw sau: [20]

Ngay 3 thdng 12 ndam 1986

Ong Lang kinh mén!

T6i khéng nh¢ la toi da nhdn duoc birc thu ng viét ngay 9 thdng 8 khinao va ¢ dau. Khi nhdn
dwoc thw éng, téi di (va hién van dang) cé nhitng vdn dé quan trong hon nhiéu cdn phdi suy
nghi.

Toi budc phai phan doi quyét liét bdt ctv sw dm chi ndo rdng téi dd muwu toan glam bot cong lao
ctia Taniyama va cua Shimura. T6i ldy lam vui murng khi thdy éng nguwéng mo ho. Téi ciing vay.
Viéc thudt lai cdc cudc hoi thoal dién ra rdt ldu trwdc ddy thwong dé dan dén hiéu ldm. Ong nhin
nhdn chung nhw la "lich st"; nhu'ng khéng phdi thé. Cung . lam thi chiing ciing chi la nhitng giai
thoai. Con vé cuéc tranh Iuan ma 6ng cho la ddng de x@ivdn de lén thi toi thdy chinh nhitng birc
thw clia Shlmura dd két thic dirt diém vdn dé déi véi moi ngurori,

ve VIecgan cdc tén tudi yoi nhiing khai niém, dinh ly, hodc (?) gia thuyét, téi van thuong ndi :

(a) khi mét tén riéng gan voi (gla du) mot khdi niém, diéu ndy khong bao gio dwrorc xem la ddu
hiéu chitng té rdng tdc gid dwoc néi téi da lam gi lién quan téi khdi niém do diéu nguoc lai moi
thuwong diing nhzeu hon. Pythagoras ddu c6 lam gi cho dinh ly "cua ong", Fuchs voi cdc ham
Fuchs cing vdy va August Comte voi duong August-Comte cting khong hon gi;

(b) nhiing tén riéng co xu hwong dugc thay thé bdng nhirng cdi tén hop Iy hon : ddy Leray-
Koszul nay goi la day phd (abel gicr ddy dworc viét bdng chi a thuong, nhuw Siegel trwéc kia cé Ian
dd noi voi Erdos).

Tai sao toi khong nén thinh thoang dwa ra cdc nhan xét "ngo ngan " (theo nhw cdch ong noi)?
Thuc ra, toi da "khong co lién quan gi’ "ké tir ndm 1979, khi toi bieu hién sw hoai nghi doi voi gid
thuyét ctia Mordell vi khi dy téi hoan todan khéng bletgl vé cdc cong trinh theo hwéng do cia cdc
nha toan hoc Nga (Parshin, v.v...). Néu nhuw tbi ¢ 16i thi Iy do la toi da cé nhiing cudc thdo ludn
dai véi Shafarevich vao ndm 1972 nhwng éng ta chdng bao gicr nhdc téi viéc do.

Kinh thu,

Weil

AW :ig

Tdi but : Néu ong mudén nhdn bdn Id thw nay bang chiéc - mdy photocopy cua ong thixin ong ctt
tw nhién. Toi tw hoi céng ty photocopy sé lam gi néu thiéu éng va nhitng nguoi gibng nhw ong.

Sau trong Rirng Pen, mua thu 1984  Trong khi cuéc tranh lusn vé vin dé



ai da khoi xudng gia thuyet Shimura-Taniyama dang dién ra gay gat o Berkeley, New Haven,
Princeton va vuot ca Dai Tdy Duwong sang Paris thi mot diéu hoan toan bat ng dang xay ra &
sau trong khu Rirng Pen tay nam nuwéc Dirc.

Gerhard Frey da nhan bang cir nhan tai Truong Dai hoc Tong hop Tubingen va bang tién si tai
Truong bai hoc Tong hop Heldelberg, noi o6ng da nghién ctru ly thuyét s6 va chiu anh huén
bdi cac cong trinh cua Hasse va Weil, Frey say mé nghién ctru moéi lién hé qua lai gitra ly thuyeét
s6 va hinh hoc dai s6, mot linh vuirc todn hoc méi dwoc phat trién trong vong 50 nam gan day.
Ong cling quan tam d&n hinh hoc so hoc. Chinh cac moi lién hé gitra ly thuyet s6 va cac linh vuc
m&i mé hon cda hinh hoc dai s va hinh hoc sé hoc da giup 6ng tim ra mot khang dinh toan
hoc bat ngd. Trong nhitng ndm 70, Frey da cé nhiéu cong trinh vé cac dudng cong elllptlc cac
phwong trinh Diophantine va nam 1978 6ng da doc bai bao "Cac duong cong modula va idéan
Eisenstein” cua Barry Mazur, Trwong Dai hoc Harvard. Bai bao da tac dong manh dén Frey
cling nhw nhiéu nha ly thuyet s8; trong d6 c6 Kenneth Ribet 0 Berkeley va Andrew Wiles &
Princeton. Bai bao ciia Mazur lam cho Frey thém tin tuwdng va thay rang minh can phai suy
nghi rat nghiém tuc vé nhitng &ng dung cia cac duwong cong modula va cac biéu dién Galois
vao ly thuyét cac duwong cong elliptic. Ong dd phat hién ra rang diéu nay dan 6 ong to1i, va hau
nhu khong thé tranh duoc, cdc phwong trinh Dlophantlne ma cac phuong trinh nay lién quan
chat ché toi cac phuong trinh dang Fermat. Py la m6t nhan xét hét strc quan trong ma Frey da
c6 gang chinh xac hoa.

Nam 1981 Gerhard Frey tham Trwong Pai hoc Harvard vai tudn va c6 nhiéu cudc trao doi voi
Barry Mazur. Cac cudc trao doi nay da lam sang to nhing diéu 6ng dang suy nghi. Man swong
mu day dac bao quanh cac méi lién hé khé hiéu ma 6ng hinh dung giita cac phuong trinh dang
Fermat va moi lién hé gitra cac dang modula va cac duong cong elliptic da dan dan tan bién di.
Frey di tiép dén Berkeley va & day 6ng da noéi chuyén voi Ken Ribet, nha ly thuyet s6 tai ba da
tirng tot nghiép Truong Dai hoc Harvard va da tung cong tac véi Mazur trong cac van de lién
quan. Roi Frey tr¢ vé nudéc ch qué hwong cua minh. Ba ndm sau, 6ng dwgc moi téi giang bai
tai Trung tAm Oberwolfach ndm siu trong khu Rirng Den.

Oberwolfach 1a mot trung tdm hoi nghi va hoi thao to4n hoc, nam gitra mdt ving thién nhién
thanh binh va xinh dep, cach xa c4c thanh pho va cac vung dan cu dong dic. Hang ndm trung
tam tai tro va to chirc khoang 50 hoi nghi quoc té vé cac chu deé toan hoc khac nhau. Cac bai
thuyét trinh, va tham chi ca viéc tham du hoi | nghi, déu theo thw moi. Moi cd gang déu duwoc
thuc hién nhim tao diéu kién thuan loi cho viéc trao doi y y kién giita cac chuyén gia dén tir cac
nuoc ‘khac nhau. Nim 1984, Gerhard Frey da c6 bai thuyet trinh tai mot hoi nghi vé ly thuyét
s6 dién ra tai day. Ong da dwa ra mot nhan xét c6 vé con mo ho. Ban in r6néo cac cong thirc
toan hoc ma 6ng phan phat khip hoi ngh1 hinh nhw c6 ham y rang néu gia thuyét Shimura-
Tanlyama qua that 1a dung thi Pinh Iy cudi cung ciia Fermat sé dugc chirng minh. biéu nay
chang c6 y nghia gi ca. Khi Ken Ribet Ian dau nghe thay nhan xét ctia Frey 6ng cho d6 1a mot 107
ndi dua. Tinh modula cua cac dudng cong elliptic 1€ nao 1a1 0 thé lién quan t¢i Pinh ly cudi
cung cua Fermat? - Ong tu hoi roi 'khong suy nghi gi thém vé diéu nhin xét la lung do va tlep
tuc cong viéc cia minh. Nhung mot s6 ngudi & Paris va nhing noi khac lai quan tam dén cai
ménh dé chwa dwoc chitng minh va chwa hoan chinh 1dm ctia Frey. Jean- Piene Serre da viét
thw cho mdt nha todn hoc tén la J.F. Mestre. La thu nay duoc nhiéu nguwoi blet dén va sau day
Serre da cong b6 mdt bai bao nhac lai cac gid thuyét clia minh trong birc thu glti Mestle [21] .



Pinh ly cua Ribet

Ken Ribet, nguoi luc dau da cho rang ménh dé cta Frey la mot 1o noi dua da bat dau de y dén
cac gia thuyet clia Serre va thuc té&, khi Ribet danh thi gio suy nghi vé "1&i néi dua" cia Frey,
6ng nhan thiy mot diéu gl do da hinh thanh cho minh, D¢ 13 viéc phai lam sang t6 cac phat
biéu ctia Gerhard Frey. Néu cac phat biéu d6 dwoc chirng minh thi sé& c6 dwoc phép suy dién
sau day:

Gia thuyét Shimura-Taniyama --> Dinh ly cuéi cung cua Fermat.

Ken Ribet dang trinh bay cac dinh ly quan trong cua minh.

Y tlr()'ng cua Frey dwoc phét trién thit tai tinh. Frey ly luidn nhw sau: Gia st Dinh ly cuoi cﬁng
ctia Fermat sai. Thé thi, véi lily thira n nao d6 16n hon 2, phwong trinh Fermat: x" +y "= z" S€
c6 nghiém, trong do x, y, z 1a cac s6 nguyén. Khi do, mot nghiém riéng a, b, ¢ c6 thé lam nay
sinh mot duong cong elhptlc ddc biét. Nay Frey da viét ra dwoc phwong trlnh tong quat cua
duong cong nay dua trén nghiém cda phuong trinh Fermat. Gia thuyét ma ong trinh bay tai
Oberwolfach noi rang dwong cong nay, bay gio goi 1a duong cong Frey, la mot "con vat” rat ky
la. N6 ky la dén noi khong the ton tai trong thuec té. Va diéu quan trong nhat la : cai dwong cong
elliptic duoc tao thanh trong truong hop Pinh Iy cu6i cliing cia Fermat sai khong thudc dang
modula. Vi vay, néu gia thuyet Shimura-Taniyama thue sy dung thi tat ca cac duong cong
elliptic phai Ia modula. Do dé, cai dudng cong elliptic ma khéng phai 1a modula khong thé ton
tai duoc. Tir d6 suy ra: du’cmg cong Fley - dwong cong elliptic khong phai la modula (cung voi
tat ca cac tinh chat dac trung ky la khac cua no) khong thé ton tai. Do vay, nghiém cua phuwong
trinh Fermat cling khong the ton tai. Sw khong ton tai nghiém cda phuong trinh Fermat co
nghia 1a Dinh ly cudi cung cia Fermat (néi rang phlro'ng trinh khong c6 nghiém nguyén voi
moi n lén hon 2) duoc ching minh. bay la mot qua trinh suy dién rat phirc tap nhung da duwoc
tién hanh theo mot quy tac logic chirng minh todn hoc quen thudc, dola: A suy ra B; do do, neu
B khong dung thi A cling khong dung. Tuy nhién, chlnh ménh de Frey cling chi la mot gia
thuyét. Gid thuyét nay phat biéu rang néu mot gia thuyét khac (gia thuyet Shimura-
Taniyama) dung thi Dinh Iy cudi cung cua Fermat s€ dwoc chirng minh. Cap cac gla thuyét tiép
theo trong birc thw cua Serre gui Mestre da giup thém Ken Ribet nhin nhan gia thuyét Frey
bang nhirng thuit ngit rd rang hon.



Gerhard Frey, nguoi c6 "y tu'o'ng ky quac” rang khong thé
ton tai mot dwong cong elliptic nhw la mot nghiém ctia phwong trinh Fermat.

Truéc day, chang bao gio Ken Ribet quan tdm dén Pinh 1y cubi cung cia Fermat. Kh¢i dau 6 ong
theo nganh hoéa hoc tai Trwong Pai hoc Tong hop Brown. Do anh huwéng va sw din dat cla
Kenneth F. Ireland Ribet da hwéng dén todn hoc va say mé cac ham zeta, cac tong luy thura va
ly thuyet s0. Ong ting ban ludn qua loa vé Pinh ly cudi cung cua Fermat nhlr la "mot trong
nhirng van dé ma tam quan trong thuc sy cua ching chang co gi d€ ndi nira". Nhiéu nha toan
hoc cling gitr quan diém nhuw thé béi vi cac van dé trong ly thuyet s6 cé xu hwong biét lap,
chung khong co cau truc thong nhat hoac tuan theo nguyén tac co ban chung nao. Tuy nhién,
dleu thu vi cua Dinh ly cudi cung cua Fermat chinh la o cho né néi lich st todn hoc tir budi dau
clia nén van minh téi thoi dai cda ching ta. Va 101 gidi cuoi cung cua bai toan cling ndi lién hau
nhu toan bo cac nganh trong pham tru toan hoc, bao gdm ca cac linh viec ndm ngoai ly thuyét
s6 nhw dai s6, giai tich, hinh hoc va top6.

Ribet ti€p tuc lam luin an tién si todn hoc tai Truong bai hoc Harvard. Moi dau con gian tiép
roi sau khi da tré thanh tién si todn hoc thi truc t1ep hon, 6ng da chiu anh huong cua nha ly
thuyet sO va nha hinh hoc Xuat sac Barry Mazur - mot con ngwoi ma bang tam nhin ctia minh
ong ta da truyén cam hlrng cho moi nha toan hoc cé tham gia du chi rat it vao viéc co gang
chirng minh binh ly cudi cung cua Fermat. Bai bdo ctia Mazur vé idéan Eisenstein I3 mot ban
tém tat Iy thuyét cac idéan ma trong thé ' ky trudc Ernst Kummer da phat trién thanh cac linh
vurc toan hoc hién dai - hinh hoc dai s6 va cic cach tiép cidn méi doi véi ly thuyét sé théng qua
hinh hoc.[22]

Cubi cung, Ribet dd tr¢ thanh giao sw toan hoc cia Trwong bai hoc Tong hop Cahfornla o
Berkeley va tlep tuc nghién ctru ly thuyét s6. Ndm 1985, 6ng duwoc blet cai nhan xét "mo ho
cua Frey rang néu nghiém cua phuwong trinh Fermat ton tai, tirc 13, néu Pinh 1y cudi cling cda
Fermat sai, thi nghiém nay sé tao nén mot duong cong het strc ky quac. Puong cong Frey nay
sé gan voi mot duong cong elliptic khong modula. Cap gia thuyét dong hanh trong btrc thu ctia
Serre giti Mestre di khién 6ng quan tam dén viéc €0 gang ching minh gia thuyét Frey. Mac du
lau nay khong thuc sy quan tam dén Pinh Iy cudi cung clia Fermat nhung Ribet da nhan ra
rang van dé nay tro nén thoi sy va no dién ra ngay trong linh virc ma 6ng nghién ctru rat
Trong tuan 1€ tir ngdy 18 dén 24 thang 8 ndm 1985, Ribet da tham du hoi nghi hinh hoc dai so -
s& hoc tai Arcata, California. Ong bat dau suy nghi vé ménh dé Frey va né lam cho 6ng ban ron
tri 6c trong suét mot ndm sau dé. Khi Ribet hoan thanh céng viéc giang day tai Berkeley vao
dau mua hé ndm 1986, 6ng da bay sang Dirc va tlep tuc nghién ctru tai mot trung tam toan hoc
noi tiéng thé gi¢i, Vién Max Planck. Vira dat chan toi Vién, Ribet da thuc hién mot ci dot pha vi
dai. Ong gan nhu da chirng minh dwoc gia thuyét Frey. Nhlrng 6ng van chua hoan toan dat dén
dich. Khi tré vé Berkeley, Ribet tim gap Barry Mazur moi tir Harvard té1 tham noi day. ' 'Barry,
ching ta hay di uong mot tach ca phé di!”, Ribet goi y roi hai ngwoi tédi mot quan ca phé quen
thudc ¢ gan khu Tru*crng Pai hoc Tong hcrp California. Trong khi nhdm nhap ly ca phé sira,
Ribet tAm su vé&i Mazur: "T6i dang c6 ging khai quat nhitng gi minh da lam duoc d& c6 thé
chitng minh dwoc gia thuyet Frey. Hinh nhw t6i van con thiéu mot cai gi do dé khai quat chirng
minh..." - Mazur nhin vao ‘nhiing gl ma Ribet dang cho dng xem. "Ken nay, cau da hoan tat ca roi
day 6ng noi, "cau chi can thém vao mot khong diém gamma ddc biét nao dé ctia cau truc N,
roi tiép tuc cach 1am cia ciu va nhw vay cau da dén dich!". Ribet nhin Mazur, r6i lai nhin ly ca



phé stra cia minh, va sau d6 ngé ngang quay lai nhin Mazur. "Lay Chua, anh hoan toan chinh
xac!”, 6ng noi. Sau d6 ong tre vé phong lam viéc cia minh d€ hoan tat ching minh. "Y tuwdng
ctia Ken that hét strc tuyét diéu”, Mazur thét 18n khi néi vé chitng minh tai tinh ctia Ken Ribet
sau khi n6 dwoc cong bd va du’(yc gi¢i toan hoc biét dén. [23]

‘Barry Mazur, Truong Dai hoc Tong hop Harvard, "bac tién boi" cta
cac nha toan hoc ma s hiéu biét sdu sic vé hinh hoc cia ong da truyen
cam hirng cho tat ca nhitng ngwdi tham gia dong gbp vao viéc tim ra
chitng minh hoan chinh Pinh Iy cudi cling cia Fermat.

Ribet da xdy dwng va chitng minh dwgc mot dinh ly chirng to rang neu gia thuyet Shimura-
Taniyama dung thi Dinh ly cudi cung cua Fermat sé tré thanh hé qua truc tlep cua gia thuyet
do. Mot ngudi méi nam tru*crc con cho rang nhan dinh cta Frey 1a mot 101 néi dua thi gio day
da chirng minh dwoc rang "loi néi dua” ay chlnh la mot sy that trong todn hoc. Canh clra dé tan
cong bai toan Fermat nay da dwoc rong mo nho cac phu‘(yng ‘phép hinh hoc dai so s6 hoc hién
dai. Gio day tat ca nhitng gi ma thé giéi can la mot ai do chirng minh dlrcrc cai gia thuyét c6 vé
kho tin: Gia thuyét Shimura-Taniyama. Khi 4y hién nhién 1a Pinh Iy cudi cliing cia Fermat sé&
dung.

U'éc tho cuia mot ciu bé

Nguoi mudn thwc hién diéu néu trén chinh la Andrew Wiles. Nam muoi tuodi, Andrew Wiles da
dén thu vién cong cong cua thanh pho noi cau sinh song tai nwéc Anh va trong thdy mét cudn
sach toan hoc. Cau da doc duoc Pinh ly cudi cung cua Fermat trong cudn sach dé. Cai dinh ly,
nhw mo ta trong cudn sach, dLro'ng nhw qua don gian dén noi bat ci* mot em bé nao cling co thé
hiéu dwoc. Theo loi Wiles: "Trong sach noéi rang ban sé khong bao gio tim dwoc cac so nguyen

X,y,zsao cho x3+y3 =z3.Duban hét sttc ¢d gang thir thé nao di nira, ban ciing khéng bao glo'
tim dwoc cac so nguyén nhw thé. Va trong sach con ndi rang diéu do cﬁng ding doi vdi x 4 + y*
=74, x5+ y5 =z, va v.v.. Diéu nay cd vé qua don gian. Va cudn sach noéi rang hon ba tram nam
nay chtra mot ai chlrng minh duwoc diéu nay. T6i mudén chirng minh diéu do...

Vao nhitng nam 1970, Andrew Wiles vao dai hoc. Sau khi tot nghiép, anh dwoc nhan lam
nghién cttru sinh toan tai Cambridge. Thay hu'o'ng dan anh Ia gido su Joan Coates Wiles phai
ngung wdc mo ching minh binh ly cudi cung cua Fermat tir thoi du tho cta minh lai. Viéc
nghién ctru bai toan nay da ngon mat qua nhiéu thoi gian dén noi chang nghién ctru sinh nao
dam di sau vao dé. Va lai, c6 thdy huéng dan nao lai ddm nhén mot nghién ctru sinh voi bai
toan c6 dé - mot van dé da thu hut nhitng bo 6c siéu viét nhat thé g101 di tim loi giai tir hon ba
thé ky nay? Vao thap nién 1970, bai todn Fermat khéng "hop thoi" nita. Cai "hop thoi", cai chi



dé nghién ctru thuc suw nong hoéi trong ly thuyet s6 ldc do la cac duong cong elliptic. Vi vay,
Andrew Wiles da danh thi gio nghién ctru cac duong cong elliptic va m6t linh viee ¢6 tén goi 1a
Ly thuyét Iwasawa. Anh da hoan thanh luin van tién si va sau khi dwoc cap bang tién si anh da
tim dwoc mot chd lam viéc tai Khoa Toan Trwdng Pai hoc Tong hop Princeton va chuyén sang
Hoa Ky. O d6, anh tiép tuc nghién cttu cac dwdng cong elliptic va Ly thuyét Iwasawa.

Ngon lwra cii lai birng chay

Mot budi toi mua heé néng birc, Andrew dang nhap ly tra da tai nha mot nguoi ban. Dot nhién,
dang gitra cau chuyén, nguoi ban hoi: "A nay, anh co biét Ken Ribet vira chirng mlnh duoc Gia
thuyet Epsilon khong?". Gia thuyet Epsilon, theo giai nghia clia Serre, chinh 1a gia thuyét Frey
vé moi lién hé gitra Dinh Iy cudi cung cua Fermat va gia thuyet Shlmura -Taniyama, dwgc cac
nha ly thuyet s6 goi tén mot cach chwa chinh thirc. Wiles giat nay minh. Ngay lac do, anh biét
rang cudc doi anh da thay 'dsi. Uéc mo ching minh Dinh 1y cudi cung cua Fermat tir thoi 3 au
tho - mot wéc mo ma anh da phai gac lai dé tién hanh cong viéc nghién ctru kha thi hon - da
séng lai voi mot sttc manh la thuong. Anh vé nha va bit dau suy nghi xem minh cé thé chitng
minh gia thuyé&t Shimura-Taniyama nhuw thé nao.

"Trong vai nam dau sau nay anh tam sy, "t0i biét minh khong c6 doi thu vi toi blet rang
khong co ai - ké ca toi - c6 duoc y twdng 13 sé bat dau tir dau". Anh quyét dinh nghién ctru van
dé mot cach kin dao trong trang thai don doc. "Qua nhiéu nguoi biét dén sé lam mat tap trung.
T6i sém nhan thdy rang chi can dé cap dén Fermat la lap tirc thu hut qua nhiéu sw chu y.
Puwong nhién, thiéu gl nhitng nha toan hoc day tai nang, diac biét1a & mot noi nhuw Princeton, va
nguy co mot ai dé sé hoan thanh cong viéc cta anh thay anh - tham chi con 1am t&t hon - 1a
hoan toan thuc té&. Cho du la vi ly do gi di nira thi Wiles da ty giam minh trong can gac xép va
bat d4u lam viéc. Anh bé qua_ tat ca cac deé tai nghién ctru khac dé danh toan bo thoi gian cua
minh cho Blnh ly cu01 cung cua Fermat. Wiles si dung tat ca thé manh cua cac céng cu dai so
hinh hoc, g1a1 tich va cac linh vuee todn hoc hién dai khac; cac két qua toan hoc quan trong cua
nhirng nguoi dwong thoi va cua nhiing nguoi da di trudc trong lich st; cac phwong phap chimg
minh thong minh cua Ribet va cac két qua cua ong ta; cac ly thuyét cua Barry Mazur va cac y
twdng ciia Shimura, Frey, Serre, André Weil; va nhirng cong trinh khac ctia nhiéu, rat nhiéu cac
nha toan hoc khac.

Sw vi dai cua Wiles, sau nay Gerhard Frey nhan xet, la ¢ chd anh da tin twong vao viéc anh lam
& mot thoi diém khi ma moi nha toan hoc trén thé gidi tin ring gia thuyét Shimura-Taniyama
khong thé chirtng minh dwoc trong thé ky XX.

bé chirng minh gia thuyét Shimura-Taniyama, Andrew Wiles biét rang anh phai ching minh
moi duong cong elliptic la modula. Anh phai chi ra rang moi duong cong elliptic, ma nghiém
cua né nam trén hinh xuyen ding la mot dang modula. Theo mot nghia nao do6 hinh xuyén la
khong gian cac ham doi xtng phirc tap trén mat phang phtrc ma cac ham nay duoc goi la cac
dang modula. Chang ai c6 duoc y twong gi dé chi ra mai lién hé ky quic nhw thé gitta hai doi
twong dwong nhw rat khac nhau ay.



Wiles nhén ra rang cach tét nhit la thi dem sb cac duong cong elliptic va s6 cac duong cong
elliptic dang modula, sau do6 chira rang "sd lwong" ctia chung la nhw nhau. Cach lam nay chimg
to rdang cac dwong cong elliptic va cac duwong cong elliptic dang modula la nhw nhau, va do do
moi duwong cong elliptic dich thwe 1a modula - nhw gia thuyét Shimura-Taniyama da néu.

Wiles nhan ra hai dleu Mot 13, anh khong can phai chitng minh ‘toan bo "gia thuyét Shimura-
Tanlyama ma chi can chlrng minh cho truong hop ddc biét: cac du*crng cong elliptic ban ¢ on
dinh v&i hé s6 13 cac s6 hitu ty. Viéc chirg minh gia thuyét ding déi voi mot 1op bé hon cac
dwong cong elliptic nay cing du dé chirng minh Pinh ly cubi cung ctia Fermat. Hai 13, viéc
"dém" sé khong ap dung duoc ¢ day vi anh dang lam viéc vo1i cac tap hop vo han. Tap ho'p cac
duwong cong elliptic ban & 6n dinh 1a v6 han. Bt ky mot sé hitu ty nao dé co dang a/b trong do a,
b 1a cac s6 nguyén, déu cho mot dlro'ng cong elllptlc khac (chung ta noi la mot duong cong
elliptic trén cac s6 hiru ty). Vi c6 nhiéu v6 han cac s6 nhu thé (a,bco thé 1a cic so bat ky trong
tap hop nhleu vd han cac s6 1, 2, 3, 4, .., dén v cing) nén cé nhiéu vd han cac dwong cong
elliptic. Nhw vay, cach dém thong tercrng khong dung duoc.

Chia mot bai toan 16'n thanh cac bai toan nhé hon

Wiles nghi rang minh can bat ddu qua trinh nghién ctru tir cac bai toan nho hon, lan luot ting
buwéc moét. Pau tién c6 1€ anh phai dé 'y dén tap hop cac ham elliptic va xem minh c6 thé lam
duoc gl doi voi tap hop nay. bay la mot cach tiép can hay vl tach cong viéc ra nhu thé, dan dan
anh co thé hiéu roé titng tap hop ham Truéc hét, ngudi ta da biét rang mot s6 du'(rng cong
elliptic 1a modula. Pay la cac két qua rat Juan trong duoc nhiéu nha ly thuyét s khac tim ra.
Nhung Andrew Wiles da som nhan ra rang viéc chi xét cac duwong cong elliptic va thw dém
ching ¢ dé doi chiéu véi cac ' dang modula cé 1& khong phai 1a mot cach tiép can hay vi anh dang
lam viéc v&i hai tap hop vo han. Thuc te anh cling khong tién gan tdi lod gidi hon chut nao so
voi Andre Weil da nghi khi 6ng ta noi: "THi khong thay bat ky ly do nao phan bac lai gia thuyet
ay vi ca hai tip hop dé déu dém dwoc (v6 han nhung c6 bac v han cua cac s6 nguyéen va cac so
httu ty, khong phai bac v6 han cao hon cua cac so vo ty va contlnuum) nhung toi ciing kKhong
thiy bat ky ly do nao dé ung ho cho cai gia thuyét nay...". Sau hai nam chang di dén dau, Wiles
lai thir mot cach ti€p can mai. Anh nghi rang minh c6 thé bién déi cAc duong cong elliptic thanh
cac biéu dién Galois, roi sau d6 dém cac biéu dién Galois dé d6i chiéu véi cac dang modula.

Y tu'(yng ‘nay that tuyét voi mdc du n6 khong phai la hoan toan moéi me. Nguyén ly ding sau y
twdng nay kha Iy thi. Cac nha ly thuyét s6 quan tim t&i viéc tim nghiém cua cac phuong trinh,
nhw phuong trinh Fermat chang han. Ly thuyet toan hoc vé cac treong s6 dat bai toan nay
trong truong hop cac truong mo rong. Cac trwong la cac tap hop vo han va rong lom, rat kho
phan tich. Do d6, cac nha ly thuyét sé thuong str dung ly thuyét Galois dé chuyén cac bai toan
nay tu cac truong phirc tap sang cai goi la cac nhom. Thong thwong mot nhom dugec sinh ra
bé&i mot tdp hop hiru han (hon la v6 han) cac phan tLr Vi vay, viéc str dung ly thuyét Galois cho
phép cac nha ly thuyét s6 chuyén tlr mot tap hop v6 han sang mot tap hop duoc biéu dién b&i
mot tap hitu han. Phép bién d6i mot bai toan nhu thé tao ra mot buwdc tién quan trong vi thao
tac trén tap hop hitu han cac phan tir dé hon nhiéu so vé&i tip hop vo han. Viéc dém chi c6 y



nghia déi voi mot s6 lwong hiru han cac phén t. Cach t1ep can nay hinh nhw c6 the thyc hién
doi voi mot vai tap hop cac duong cong elliptic. bay 1a mot buwéc dot pha thanh cong, nhung
mot ndm sau Wiles lai mic ket Ian nita.

Bai bao cua Flach

Gio day, Andrew Wiles dang c6 gang dé c6 thé dém cac tap hop cua cac biéu dién Galois tuong
tng voi cac duong cong elliptic (ban & on dinh) dé so sanh voi cac dang modula va chi ra rang
chung nhw nhau. Trong khi lam viéc nay, anh da st dung linh virc chuyén sdu ma anh viét luin
an tién si cua minh, do 1a ly thuyet Iwasawa hoanh. Wiles c8 gang dung ly thuyét nay dé tim ra
Cong thirc s6 16p, mot két qua ma anh can cho viéc "dém". Nhung ¢ day, anh phai d6i mat voi
mot bitc twdong. Anh da khong lam dwoc gi dé c6 thé dén gan cau tra 101 hon.

Andrew Wiles tra 1oi phdng van.

Mua he nam 1991, Wiles dv mot hoi nghi & Boston va & d6 anh da gap lai John Coates, thay
huwong dan luin van tién s trwdc day cua anh tai Cambridge. Giao sw Coates néi véi Wiles rang
nho st dung mot cong trinh truoc day cia nha toan hoc Nga tén la Kolyvagin, mot trong cac
hoc tro cua ong la Matthias Flach da tim ra Hé théng Euler (mang tén Leonhard Euler) trong
khi c6 gdng chitng minh Cong thirc s6 16p. Day chinh la diéu ma Wiles can dé chirng minh gia
thuyét. Shimura- -Taniyama, néu dung la anh c6 thé mé rong cac két qua riéng biét cua Flach
thanh Cong thirc s6 16p hoan chinh. Wiles rit phan khai khi nghe Coates noi vé cong trinh cua
Flach. "Két qua nay nhw la di dwgc dat lam san" cho van dé cda anh, Wiles néi, ct* nhu la
Matthias Flach da lam tat ca viéc nay chi dé cho anh va Wiles tirc thi gac lai toan bo cong viéc
ciia minh lién quan dén Ly thuyet Iwasawa hoanh va sudt ngay dém didm minh trong céng
trinh cda Kolyvagin va Flach. Neu "Hé thong Euler” cua ho thuwc sw 4p dung dwoc thi Wiles hy
vong co the dat duoc két qua vé sd 1op va L gid thuyét Shimura- Tanlyama c6 thé duoc chirn
minh d01 véi cac duong cong elliptic ban 6n dinh, nhw thé 1a da dé chung minh Pinh ly cudi
cung cua Fermat. Tuy nhién, day la mot cong viéc rat kho khdn va no nam ngoai linh vyc
Iwasawa ma Wiles am hiéu tuong tan. Cang ngay W11es cang cam thay can phai tim ai d6 dé
trao doi. Anh cdn mot nguoi co thé kiém tra su tién trién cong viéc cua anh trong cac linh vyc
chwa dwoc kham pha nay, nhung ngudi do lai khong dwoc tiét [o didu gi cho bat cit ai khac.

Mot ngwdi ban tot



Cu6i cung Wiles da phai quyet dinh dé chon mot trong hai cach: Hodc la anh ti€p tuc gitt bi mat
moi diéu nhw anh da lam suot thoi gian dai vira qua, hodc 1a thoi khong lam thé nita va trao doi
v6i mot chuyén gia gioi veé ly thuyét sé. Va anh da chon cach thi hai vi néu ct gitt bi mat mai
c6 thé cong viéc cua anh khong nhich 1én dwoc. Nhw chinh anh di néi, nguoi ta co thé danh ca
cubc doi dé giai quyet mot van dé nao dé ma khong dat duoc két qua nao. Su can thiét phai
trao doi y y kién voi mot ngwoi khac cuoi cung da thang yéu ciu gay gat la phai gilr kin moi diéu
dé chi riéng minh biét. Nhung gi¢r day cau hoi dit ra 1a: Ai? Anh cé thé tin cay ai dé giit dwoc bi
mat caa minh?

Vao thang giéng ndm 1993, sau sau ndm lam viéc mot minh, Wiles da bat dau lién hé v&i bén
ngoai. Anh tim dén gido sw Nick Katz, mot trong cac dong nghiép cua anh tai Khoa Toan
Truong Pai hoc Tong hop Princeton. Katz 1a mot chuyén gia vé nhiéu ly thuyét ma cac ly
thuyét nay can thiét cho viéc chirng minh Cong thirc s 16p. Nhung diéu quan trong hon la Katz
hoan toan dang tin cay. Anh 3y chang bao gio tiét 16 dleu gl ma Wiles khong muon. banh gia
nay cua Wiles Ia hoan toan chinh xac. Nick Katz da git mom gitr miéng trong su6t nhiéu thang
troi cung lam viéc véi Wiles. Cac ban dong nghiép cta ho trong cong dong toan hoc dong dao
tai Princeton van khong thay c6 gi khac thuong, mac dau trong nhiéu tuan ho trong thay hai
ngudi néi chuyén riéng véi nhau hang gio bén nhitng ly ca phé & tan cudi phong céng cong.

Nhung Andrew Wiles van lo ngai rang ai dé c6 thé to mo vé cong viéc anh dang lam. D€ tranh
diéu do, anh da c6 k& hoach dé gidu su that rang anh dang nghién ctru "van dé gi do" rat tim
dac cung voi Nick Katz. Wiles t6 chirc mot chuyén de toan hoc moi sau dai hoc vao dip mua
xuan nam 1993 va Nick Katz da tham dw chuyen dé nay nhu mét sinh vién. Nh& vay hai nguoi
c6 thé cung nhau nghién cru ma khéng ai to mo vé diéu ho dang lam. Chi it thi ddy cling la diéu
ma Wiles da ndj ra. Cac sinh vién khong the phong doan duoc rang dang sau cac bai giang nay
la con dwong dan dén DPinh ly cudi cung cua Fermat va Wiles, cung voi sw gidp do cua nguoi
ban tuyét voi Katz, co thé tranh tht dwoc tri tué ctia ho dé 1ap day nhitng k& hé con lai trong 1y
thuyét ctia anh.

Chuyén dé duoc thong bao voi tén la "Cac phép tinh voi cac duong cong elliptic”, mot cai tén
kha chung chung da dé khong mot ai c6 thé nghi ngo diéu gi. M& dau bai glang, gido su Wiles
n6i muc dich cda chuyén dé nham nghién ctru mot s6 cong trinh gan day cua Matthias Flach vé
Cong thitc so 16p. Khong dé cap gi toi Fermat, khong deé cap gl toi Shimura hay Taniyama va
khong ai c6 thé nghi ngo rang Cong thirc s6 1ép ma ho sap stra nghién ctru sé€ la yéu to can ban
de chirng minh Dinh ly cudi cung cta Fermat. Ciing ching ai nghi rang muc dich thuc sy cua
cac bai giang khong pha1 la day toan cho cac sinh vién sau dai hoc, ma la de Wiles va Katz cung
nhau nghién ctru bai toan nay nhung khong bi bat ky dong nghlep nao cua ho ngo vue, dong
thoi lai ¢6 thém cac nghién cttu sinh kiém tra cong trinh giup ho ma khéng nghi ngo gi ca.

Nhung chi sau vai tuan tat ca sinh Vlen bién dau hét. Ho khong thé tiép tuc khéa hoc vi né thuc
sw chang di dén dau ca. "Sinh vién" va thinh gia duy nhat con lai la Nick Katz, nguoi c6 18 ndim
duoc tat ca moi chuyén ¢ day. Roi Wiles tlep tuc dung bang cua "16p hoc” dé ghi chirng minh
dai ding dic ctia anh cho Cong thitc s& 16p va cuing véi Nick Katz kiém tra timg buwdc mot.

Cac bai giang khong mac _phai sai sot nao. Gan nhu la ching minh cua Céng thikc sé lop sap
hoan t4t va Wiles dang trén dwong dan téi loi gidi bai todn Fermat. Vi vay, vao cudi muia xuan



nam 1993, khi chuyén dé chuin bi két thuc, Andrew Wiles gan nhw da hoan tat moi viéc. Anh
chi con phal vat 16n véi mot tré ngai cudi cung. Wiles da co thé chitng minh rang hau hét cac
duwong cong elliptic 1a modula nhung d6i véi mot sé it con lai van chua thé _chirng minh duoc.
Anh nghf rang minh c6 thé vuot qua kho khdn nay va rat lac quan. Wiles cam thay da dén luc
can phai no6i chuyén thém véi mot ngudi khac niva dé tim hiéu sau hon nhiing kho khdn cudi
cung ma anh dang phai d6i mat. Vi thé, anh da trao d01 véi mot déng nghiép khac cua minh tai
Khoa Toan Tru'(rng bai hoc Tong h0fp Princeton, gido sw Peter Sarnak, va cung yéu cau ong ta
phai gitr kin. "T6i nghi rang minh sap chitng minh dwec Pinh ly cudi cung ctia Fermat", anh noéi
va khién cho Sarnak hét sirc sttng sot.

"D6 la diéu khong thé tin dwoc”, sau nay Sarnak nhic lai. ' T01 hét strc kinh ngac, phan khai, boi
réi. T6i muodn noi... téi nhe, ‘dam hom dé toi rat kho ngu". Vay la gio day da cd hai ban dong
nghiép c6 gang giup Wiles hoan tat chirng minh cia anh. Mdc du chang ai biét duwoc cu thé cac
nha toan hoc nay dang lam nhung nguoi ta van linh cam thay mot diéu gi do. Mic du chinh
Sarnak khang dinh rang khong nguoi nao biét dwgc diéu gi thong qua minh c3, nhung sau nay
anh thira nhan rang da vo tinh thot ra "cé 18 mot chat béng gié gi day..."

Khau cudi cung cuia bai toan

Vao moét ngay cua thang 5 nam 1993, khi ay Andrew Wiles dang ngéi mot minh trong phong
1am viéc voi tdm trang kho chiu. Hinh Ilhll’ mot s6 it dudng cong elliptic von da lanh xa anh nay
van ching lai gn hon chit nao. Anh van chuwa thé chimg minh duoc ching la modula. Wiles
can chang cling phai 1a modula boi néu anh chirng minh duwoc rang tat ca cac duong cong
elliptic (ban on dinh) 1a modula thi Dinh ly cubi cung cua Fermat sé duwoc suy ra tw do. Lam
dwoc diéu nay ddi véi hau hét cac dwong cong elliptic ban 6n dinh da la mot két qua toan hoc
16m lao trong chinh ly thuyet ‘nay, nhung chua du dé anh dat dwoc muc dich ctia minh. Tam
ngung cong viéc nghién ciru cang thang ma chwa di dén dau dé nghi ngoi cht it, Wiles xem lai
bai bao cii cua nguoi thay dang kinh Barry Mazur, Truong Dai hoc Harvard. Mazur da co nhitng
kham pha dat nén mong cho ly thuyet so Nhu'ng két qua cuia ong da truyen cam hirng cho
nh1eu chuyén gia trong linh vuc nay, ké ca Ribet va Frey, nhitng nguoi ma cong trinh cua ho da
mo duong cho c6 gang cua Wiles. Bai bao clia Mazur ma gio day Wiles dang doc lai mo rong ly
thuyet cac idéan duogc khéi dau béi Kummer va Dedekind, va con dwoc tiép tuc béi mot nha
toan hoc thit ba clia thé ky XIX - Feldinand Gotthold Eisenstein (1823- 1852). Mac du mat sé'm,
Eisenstein di cé nhitng cong hién rat L quan trong cho sy phat trién cua ly thuyét s. Tham chi,
Gauss da néi, nhw ngwm ta trich din: "Chi c6 ba nha toan hoc cta thoi dai: Archimedes,
Newton va Eisenstein".

Bai b4o clia Mazur vé idéan Eisenstein c6 mot dong lam cho Wiles chi y. Mazur noi rang co thé
chuyen tr mot tap duong cong elliptic nay dén mot tap khac. 'Phép chuyén phai dwgc thuc hién
gan lién véi cac so nguyén t0. Diéu Mazur néi ¢ nghla la néu ta dang lam viéc vé&i cac duong
cong elliptic dua trén s6 nguyén t6 3 thi cé thé bién doi ching sao cho ta co thé nghién ctru
chung bang cach  thay so 3 bang sd nguyén té 5. Phép chuyén 3 thanh 5 chinh la diéu ma Wiles
can. Anh bi bé tac vi khong thé ching minh dwoc rang nhirng 1op nhat dinh cac duong cong
elliptic dwa trén s6 nguyén t6 3 13 modula. Va dén day, Mazur néi rang 6ng c6 thé chuyen
ching thanh cac duong cong duwa trén s6 nguyén td 5, ma cac dwong cong dua trén sé 5 thi



Wiles da chirng minh duoc la modula. Nhu vay, phép chuyen 3 thanh 5 la thu thuat cudi cung.
biéu nay cho phép bién doi cac duong cong elliptic dua trén s6 3 rat kho nghién ctru thanh cac
dwong cong dua trén s6 5 da duoc biét la modula. Mot lan nita, y tuong tuyét diéu cia mot nha
todn hoc khac lai gitip Wiles chién thang tré ngai twdng nhw khong thé vwrot qua dwoc. Andrew
Wiles cu6i cung da hoan tat moi viéc.

Wiles cling thu Xep thoi gian cta minh that tuyét voi. Vao thang sau, tic la thang Sau, thay
hwong dan ci cua anh la John Coates sé cht tri mot hoi nghi vé ly thuyet sO & Cambridge. Tat
ca cac nha toan hoc co tén tu01 trong linh vyc ly thuyét s6 sé& c6 mit & do. Cambridge von 1a
thanh pho qué hlrcrng anh va 1a noi anh d3 hoc chwong trinh sau dal hoc. Phai chdng day sé la
noi ly twédng nhit dé anh trinh bay ching mlnh Dinh ly cubi cung cua Fermat? Luc nay Wiles
phai chay dua vé1i thoi gian. Anh can sap xep lai tat ca nhitng viéc da lam dwoc dé chirtng minh
rdng gia thuyét Shimura-Taniyama ding doi voi cac duong cong elliptic ban 6 on dinh. biéu nay
co nghia la dwong cong Frey khong ton tai. Va néu duong cong Frey khong ton tai thi co nghia
la khong ton tai nghiém cua phuong trinh Fermat véi n >2 va do d6 Dinh 1y cudi cung cua
Fermat duorc chitng minh. Bai viét day dd ctia Andrew Wiles dai 200 trang Anh da hoan tat no
ding lic de kip bay sang nw¢c Anh. Khi bai thuyét trinh cu6i cling ctia anh & dé két thuc, anh
tré nén noéi bat boi Kky tich cia minh trudc nhitng trang phao tay vang doi, nhiing & ong kinh
camera birng sang va dong dao cac phdéng vién.

Cong viéc tiép theo

Bay gio la luc tong duyét lai toan bo ' chirng minh. Thong thuwong, mot ket qua toan hoc hay bat
ky mot phat minh khoa hoc ndo muén dwoc cong nhan thi phal duoc giti dang & mot tap chi cé
uy tin. Cac nha khoa hoc thuong cong b6 cong trinh ciia minh & nhu'ng tap chi chudn muc nhu
thé. Cac tap chi nay c6 trach nhiém gui bai bao dén nhiing chuyén gia thudc linh vuc phu hop
dé ho xem xét noi dung ctia bai bao, xac dinh xem k&t qua nghién cttru cé ding khong va bai
bao c6 dang duoc cong bd hay khong Nhung cong trinh khoa hoc dwoc dang trén cac tap chi
c6 uy tin co thé vi nhw banh mi va bo' cua gioi khoa hoc. Quyén loi va su thing tién, hay thong
thuong, bac lwong va viéc tang lwong cua moi nha khoa hoc hoan toan phu thudc vao cac bai
bao dwoc cong bo trén cac tap chi danh tiéng.

Nhung Andrew da chon mét phuong phap khac. Thay cho viéc gtti chirng minh cua minh dén
mot tap chi toan hoc chuyén nganh nao d6 nhuw hau hét cac nha khoa hoc thwong lam, anh
trinh bay né tai mot hoi nghi. Co thé co hai ly do. Suot nhitng nam dai di tim chirng minh, Wiles
da luon ludn phal giit bi mat. Neu anh giri dang chirng minh trén mot tap chi nao do th1 truéc
tién bai v1et cua anh sé duoc gui toi cac phan bién do tap chi lya chon va mot trong s6 nhiing
nguoi nay hode cac bién tap vién c6 the tiét 16 bi mat ra ca thé gioi, Cung c6 thé Wiles lo ngai
rdng néu ai do biét dwoc chirng minh cia anh thi ho c6 thé danh cip bang cach nay hay cach
khac roi giri dang thanh céng trinh cda ho. That dang ti€c diéu nay da tirng xay ra trong khoa
hoc. Ly do thir hai la Wiles mudn 1am cho thinh gia thém hoi hop khi theo ddi anh trinh bay
chirng minh cia minh tai Cambridge.



Mic du cac két qua da dwoc trinh bay tai hoi nghi, cong trinh sé van phai dwgc gui dixiny kién
phan bién. Nhitng buwdc cia chirng minh sé& van phai dwoc xem xet lai that ky luong, tic la, cac
chuyén gia ly thuyét s6 sé phai kiém tra lai chirng minh cta Wiles, tirmg dong mot, dé khang
dinh rang anh da thuc sy dat dwgc diéu ma anh muon chirng minh.

Mot ké ho' 1'n dworc phat hién

Bai bao 200 trang cua Wiles duorc guﬂ cho nhiéu chuyén gia hang dau vé ly thuyet s6. Ngay lap
tirc, mot sO chuyén gia rat quan tam va nhin chung cac nha toan hoc cho rang phép chimg
minh c6 thé ding. Tuy nhién, ho van con phai cho loi phan quyét cua cac nha chuyen mon. "0,
tin chi!”, Ken Ribet tra 101 khi ti hoi xem anh c6 tin chirng minh cua Wiles khong. "T6i khong
biét roi cac chuyén gla sé nodi sao ngay sau khi ho doc xong chirng minh vi & day khong thiy st
dung Hé théng Euler".

Mot trong sb cac chuyén gia dwoc chon dé€ lam phan bién cho chirng minh cia Wiles 1a Nick
Katz, ngwoi ban clia anh 6 o Prlnceton G1ao sw Nick Katz gianh tron hai thang, thang 7 va thang
8 ndm 1993, khong lam gl hét ngoai viéc nghién ctru toan bd chwng minh. Hang ngay, Katz nhu
dinh vio ban lam viéc cia minh va can trong doc tirng dong, ting ky hiéu toan hoc, ting phép
suy dién logic de bao dam rang chimg minh Ia hoan hao va chap nhan dwoc d6i véi bat et nha
toan hoc nao néu ho doc chirtng minh do6. Hang ngay, Katz gui thw dién tir mot hodc hai lan cho
Andrew Wiles (vi anh dang & xa Princeton vao mua heé do) va héi: "Anh muon néi gi & dong
nay trén trang nay?" hay la "T6i khong hiéu bang cach nao phép suy dién nay lai dwoc suy ra tu
phép suy dién néu o phan trén”, v.v... Wiles tra loi lai bang thw dién tr va néu van dé nao doi
héi phai gidi thich chi tié€t hon thi anh guri fax cau tra 1oi cho Katz.

Mot hom, khi da duyét xong khoang hai phan ba ban thao dai 1é thé ctia Wiles, Katz thay c6 vin
de. Nhu'ng cdu tra 101 trede ddy cua Wiles dd lam cho Katz hoan toan thoa mén nhung lan nay
thi khong PE tra 1o ciu hdi cda Katz, Wlles da gui di mot birc thw dién t nhung Katz da phan
hoi ngay: "T6i van khong hiéu, Andrew a". Vivay, lan nay Wiles phai giri fax dé lam ré6 mot moi
lién he logic. Katz van khong thoa man. Don gian la c6 diéu gi day khong & on. bay co thé Ia mot
trong cac chi tiét ma mac du Wiles va Katz da xem xét kj luéng hoi mua xuan khi Wiles giang

"chuyén dé". Ho da cd ging khac phuc moi kho khan nhung ké hé nay trong chirng minh cta
Wiles da qua mat ca hai ngudi. Néeu nhw cac nghién ctru sinh khac ma tlep tuc khéa hoc ay thi
biét ddu mot nghién cttu sinh nao dé da cé thé gép phan gitp hai ngudi phat hién ra ké hé.

Khi ma Katz phat hién ra sy nham lan thi cac nha toan hoc khac trén thé gioi cliing nhan ra
chinh van dé khong 6n dé trong chirng minh cta Wiles. Pon gian la & khau nay khong thiy st
dung Hé thong Euler va vi thé khong lam duorc gi. Khong c6 He thong Euler, cai dwgc xem nhu
mot tong quat hoa cong trinh cua Flach va Kolyvagln thi khong c6 Cong thirc s6 16p. Khong co
Cong thirc s6 1op thi khong the "dem cac biéu dién Galois ctia cac dwong cong elliptic dé so
sanh v&i cac dang modula va gia thuyet Shimura-Taniyama khéng duwoc ching minh. Mot khi
gia thuyét Shimura-Taniyama ma chwa dwoc chirng minh 1a dtng thi chwa cé chitng minh cho



Pinh Iy cudi cling cua Fermat. N6i mot cach ngan gon, su thi€u ving Hé th6ng Euler 1am cho
moi diéu sup d6 giong nhu mdt ngdi nha gidy.

Noi dau kho

Andrew Wiles tr¢ lai Princeton vao mua thu nam 1993. Anh bdi roi, bwc minh, cau gian, that
vong va budn ba. Wiles da hita hen vé&i ca thé gioi rang sé chirng minh Pinh ly cudi cung cta
Fermat nhung anh chwa hoan tat duorc. Trong toan hoc cing nhuw trong hau hét cac linh virc
khac, thuc chat 1a ‘khong thé c6 g1a1 thwong 'loai hai" hoac ' khuyen khich". Wiles chan nan
quay veé cdn gac xép cla minh va cd gang hoan tat chirng mlnh 'Lic nay, anh dy dang gidu ca
thé gi¢i mot diéu bi mat”, Nick Katz nh¢ lai, "va t61 nghi rang anh 4 ay cam thay kha buc boi vé
diéu d6". Cac dong nghlep cod giup Wiles, ké ca nguoi sinh vién ci ctia anh 1a Richard Taylor
dang giang day tai Cambridge ciing dén Princeton dé c& gidp anh hoan tit chirng minh.

"Bay nam dau lam viéc mot minh, t6i lu6n hao hirng voi ting phut mot”, Wiles nho lai, "toi da
déi mat ma khong hé ngan ngai chdt ndo véi mot van de kho khin dén mic twdng nhw vo
vong. Nhung gio day lam toan theo cai cach pho bay hét ca ra thé& nay chic chin khong phai la
phong cach cua toi. T6i sé khong bao gior dé cho tinh hudng nay lap lai mdt lan nao nita”. Va cai
kinh nghiém cay dang cw dang dai bam 13y anh mai. Hét ky ng hi phep, Richard Taylor da quay
ve LCambridge vay ma Wiles van chwa nhin thay doan két ¢ dau Dong nghiép nhin anh véi anh
mat dong vién, hy vong, xen 1an su thong cam va moi ngwdi xung quanh déu thiu hiéu noi dau
kho cla anh. Ho muon biét. Ho muén nghe duoc nhlrng tin tiec tot lanh nhung khong mot dong
nghiép nao dam héi anh dang hoan tat chirng minh dén dau roi. Ngoai Khoa Toan cua anh, ca
thé gidi cling dang hoi hop doi cho. Vao budi téi ngay 4 thang 12 nam 1993, Andrew Wiles goi
mot bikc thw dién tir dén nhém tin titc may tinh Sci.math, mot t6 chirc ma nhigu nha ly thuyét
s6 va cac nha toan hoc khac tham gia. N6i dung birc thw nhw sau:

Xét hién trang viéc nghién ctru ctia toi vé gid thuyét "Shimura-Taniyama" va Dinh Iy cudi cung
cua Fermat toi muén théng bdo tom tat tinh hinh. Trong qud trinh duyét lai chu"ng minh, co
nhleu vén dé ndy sinh va hdu hét da dugc gidi quyet song con mot truong hop riéng toi vén chua
gidi quyét dwoc... TOI tin rdng minh co thé hoan tdt viéc nay trong mot ngay gan day bang cdch
st dung nhu'ngy tuong da dugc gidi thich trong cdc bai thuyét trinh cua téi tai Cambridge. Vi
van con nhiéu viéc phdilam déi véi bdn thdo nén né chua thé duoc dua ra cong bé. Trong chuyén
dé tai Princeton bdt ddu vao thdng 2 toi sé trinh bay ddy di vé cong trinh nay.  Andrew Wiles

Viéc dién ra sau dé

Nhung Andrew Wiles da lac quan qua som. Cu01 cung roi thi chuyén dé ma anh dw kién trinh
bay tai Princeton ciing chwra dwa ra dwoc giai phap nao méi. Sau hon mot nam troi qua ké tir



thang loi ngdn nghi tai Cambridge, Andrew Wiles gan nhw sap tir b6 moi hy vong va mudn
quén di chitng minh con khiém khuyét ctia minh.

Buoi sadng th Hai, ngay 19 thang 9 nam 1994, Wiles dang ngoi & ban lam viéc cia minh tai
Truong Pai hoc Téng hop Princeton voi nhitng chong tai lieu bay la liét xung quanh Anh quyet
dinh sé xem lai phép chirng minh cta minh lan cubi cung trudc khi X€p no lai va tir bo moi hy
vong chung minh Pinh Iy cudi cling cua Fermat. Wiles can phai tim cho ra dleu gi dd ngan can
anh xay dung Hé thong Euler. Anh muén biét, du chi dé thoa man su to mo ctia c4 nhan minh,
tai sao anh da that bai. Tai sao lai khong co Hé thong Euler & d6? Anh muén x4c dinh chinh x4c
Chl tiét ki thuat nao da 1am cho toan bd van dé dé bé. Anh thay ring du phai tw b6 chirng minh
clia minh thi chi it anh ciing phai cé dwoc cau tra 1o 1a tai sao minh di sai.

Wiles nghién cttru cac bai bdo nam trudc mit minh, tap trung c6 gang cao do khoang churng hai
muoi phuat. Va chinh lic d6 anh da thay duoc chinh xac vl sao m1nh lai khong thé hoan tat
dwoc cong viéc. Cuoi cung anh da hiéu duoc minh sai & khau ndo. "Pé la thoi diém quan trong
nhat trong toan b cudc doi nghién ctru cua t6i", sau nay anh ké lai cam giac cua minh. "bot
nhién, hoan toan bat ngd dén mirc khé tin, toi da co dwoc kham pha tuyét voi. Khong co diéu gi
ma toi lam sé... ". Chinh lic d6 nhitng giot nudc mit da trao ra va Wiles nghet tho vi xic dong.
biéu Wiles phat h1en ra dwoc vao cai thoi diém dinh ménh 3 ay 1a "tuyét diéu khong sao ta nol,
that don gian lam sao va ciing thanh tao 1am sao... dén no6i té1 bat dau chuyén sang khong tin",
Wiles da phat hién ra rang diéu lam cho Hé théng Euler khong dung duoc trong chirng minh lai
chinh 1a diéu 1am cho phwong phap Ly thuyet hoanh Iwasawa ma anh di bé bang di 3 nam
trwdc day lai 4p dung dwoc. Wiles nhin cham cham vao bai bdo clia minh mot lic 1au. Chic
chan la minh dang mo, anh nght vay. Dleu ndy tuyét diéu dén mirc kho tin 1a ding. Sau dé anh
ndi rang diéu do tuyét voi mot cach gian don nhu vay thi rat c6 thé né sai. Nhung mét phat
hién quan trong va tuyét voi dén thé thi né cdn phai dung.

Wiles di di lai lai trong phong suot may gio. Anh khong ré minh tlnh hay mo. Choc choc anh tré
lai ban lam viéc cua minh dé xem xem diéu phat hién ky diéu ctia anh c6 con & d6 khong - no
Van con d6. Anh vé nha va di ngu trong tam trang day suy tw vé dleu vira kham pha. Biét dau
sang mai anh lai phat hién ra mot 10i nao do6 trong budc 1ap ludn méi nay. Mot nam chiu stec ép
tlr ca thé gidi, mot nAm ma hét c6 gang nay dén co gang khac déu that bai da lam lung lay niém
tin cia Wiles. Anh tre lai ban lam viéc cua minh tai treong vao budi sang hém sau va cai vién
ngoc ky la ma anh vira tim thdy hém qua van con nam d6, né dang doi cho anh.

Wiles da viét ra mot cach chi ti€t chirtng minh ctia minh cé st dung phuong phap Ly thuyet
hoanh Iwasawa. Cudi cling, moi thir da dwoc dit vao ding chd. Cach tiép can ma anh da st
dung 3 nam trudc ddy la dung. Anh nhan ra dwoc diéu nay vi thay rang con duong ctia Flach va
Kolyvagin ma anh da chon la khong phu hop. Ban thao da san sang de gui di. Trong tam trang
rat phan chin, Andrew Wiles ngdi vao ban may t1nh va gui thong diép dién tr qua mang
internet den nh1eu nha toan hoc trén khap thé gi¢i: "Hay doi buu pham phat chuyén nhanh
trong vai ngay téi".

Nhuw da hita véi ban minh la Richard Taylor, ngudi da tir Anh sang dé giup anh stra chira chirng
minh, bai bao moi voi phan hiéu dinh Ly thuyét Iwasawa da mang tén cd hai ngudi, mac du
Wiles dat dwoc két qua thwce sw nay sau khi Taylor da vé nwéc. Trong may tudn sau dé, cac nha



todn hoc dd nhdn dugc bai hiéu dinh cua Wiles cho cac bao cao ma anh da trinh bay ¢
Cambrldge va ho da duyét ky tat ca cac chi tiét. Khong ai tim thay mot 16i JAm nao nira. Lin
ndy, theo cach thong 1¢, Wiles gui cong trinh da duwoc hoan tit clia minh di cong bd. Thay vi
nhw da lam tai Cambrldge mot nadm rudi trwdc, anh glti bai bao dén tap chi toan hoc chuyén
nganh, Annals ofMathematlcs noi ma cac bai bao cé thé dwgc nhiéu nha toan hoc xem xét Ky
cang. Qua trinh danh gia kéo dai vai thang va lan nay nguoi ta khong tim thdy mot sai s6t nao.

SO tap chi Thang 5 nam 1995 ddng nguyén van bao cao cua Wiles da trinh bay tai Cambridge
cung vé&i bai hiéu dinh cda Taylor va Wiles [24] . Pén diy, Dinh ly cudi cung cua Fermat da
hoan toan dwoc chirng minh.

Co dung la Fermat da chirng minh dworc?

Andrew Wiles mo ta chirng minh cua minh nhw 1a "phép chirmg minh ctia thé ky XX". Qua vay,
Wiles da st dung cac cong trinh cua nhiéu nha toan hoc thé ky XX. Anh cling st dung két qua
cua cac nha toan hoc tién boi. Tat ca nhiing yéu to co ban trong cong trinh ctua Wiles déu bat
nguon tir k€t qua cta nhitng nguoi khac, rat nhiéu nguoi khac. Vi vay, chimg minh Pinh ly cubi
cung cua Fermat thuc sy 1a thanh tyu ctia dong ddo cac nha todn hoc thé ky XX va ctia ca nhirng
nha toan hoc trwdc cho dén thoi dai cua Fermat. Theo Wiles, Fermat khong thé c6 chirng minh
trong dau khi 6 ong viét loi ghi cht noi tiéng bén 1é trang sach. Nhan dinh nay ctia Wiles rat c6
thé la ding vi gla thuyet Shimura-Taniyama khong ton tai cho dén tan thé ky XX. Nhung liéu
Fermat c6 thé c6 mét cach chirng minh khac khéng?

Cau trd lo1i c6 1& 1a khong. Nhung diéu nay khong hoan toan chic chan. Chang bao gio chung ta
biét dwoc. Mat khac, Fermat da song 28 ndm ntta ké tir khi 6ng viét dinh Iy cia minh Ién lé
trang sach, song khong khi ndo 6ng néi thém diéu gi vé dinh ly dé nira. C6 thé ong biét rang
minh khong thé ching minh dwoc dinh ly nay; hoac co6 thé ong da lAm Kkhi cho rang phuong
phap giam v6 han ma minh st dung trong ching ; minh cho trwong hop don gian voi n=3 co the
ap dung cho truong hop tong quat; hodc don gian 1a 6ng da quén dinh ly nay va chuyén sang
lam viéc khac.

T trai sang phai : Cac‘nh!aﬂoan hoc ]h Coates, Andrew Wiles,
Ken Ribet, Karl Rubin chic mirng chwng minh cua Wiles tai Cambrldge
sau bai thuyét trinh lich str.

Cubi cung, viéc chirng minh dinh ly nay da dwoc hoan tat vao thdp nién 1990 va né doi hoi
nhiéu kién thitc toan hoc hon han nhiing diéu ma Fermat co thé biét. Ban chat sau xa cda dinh
Iy nay khong chi 1a & chd né c6 cd mdt qua trinh lich st xuyén sudt chiéu dai ctia nén vin minh



nhan loai, ma loi giai cudi cung ctia bai toan co6 duoc la nho ap dung va hop nhat tat ca cac linh
vue cua todn hoc. Chinh sy hop nhat cac linh vuc todn hoc cé vé nhw tach r&i nhau cudi cung
da chinh phuc duoc dinh ly nay. Va mic du Andrew Wiles 1a nguoi da thuc hién cong doan
quan trong cudi cung ddi voi dinh 1y nay bang viéc ching minh gia thuyet Shimura- Tanlyama
yéu t0 can thlet dé chirng minh Pinh Iy cudi cung cua Fermat, nhung toan b6 ching minh nay
cd cong lao cua nhleu nguoi. Va chinh t4t ca cac déng gop ay cong lai da dan den 101 giai cudi
cung. Khong c6 cong trinh cta Ernst Kummer sé khong co ly thuyét cac idéan, va khong co6 cac
idéan thi khong thé c6 cong trinh cta Barry Mazur. Khong c6 Mazur thi s€ khong co gia thuyét
Frey va khong co gia thuyet quan trong nay cung voi dong gop cua Serre thi s€ khong c6 chung
minh cua Ribet rang tir gia thuyét Shimura- -Taniyama s€ suy ra Dinh ly cudi cung cia Fermat.
Va c6 1é khong thé cé chirng minh binh ly cudi cung cua Fermat néu nhw khong co gia thuyét
do Yutaka Taniyama dé xwdng vao nam 1955 tai Hoi nghi Toky6-Nikko, ma sau d6 dwoc Goro
Shimura chi tiét hda va hoan thién. Hay 1a van c6 thé chirng minh khong theo quy trinh trén?

Tat nhién, Fermat khong thé néu lén dwoc mot giad thuyét uyén bac dén mirc cé thé hop nhat
hai nganh toan hoc rat khac nhau. Hay 1a 6 ong da lam dwoc diéu d6? Chang c6 gi 1a chic chan ca.
Ching ta chi biét rang cudi cung dinh Iy nay da duoc chitng minh va chirng minh da duoc k1em
tra di kiém tra lai dén tirng chi tiét nhé nhat béi rat nhiéu nha toan hoc trén khip thé giéi.
Nhung chinh vi ching minh nay rat phirc tap va hién dai nén khong co nghia 1a khong thé tén
tai mot chirng minh don gian hon. Trén thyc té, trong mot bai bdo cia minh, Ribet da chi ra
mot hwcmg ching minh Dinh ly cudi cung cua Fermat ma co thé khong can chtrng minh gia
thuyet Shimura-Taniyama. Va ciing c6 thé Fermat da blet nhiéu vé toan hoc "hién dai", mot
cong cu day hiéu lwc, ma gio day két qua nghién ctru cua 6ng da bi that lac (thuc té nguoi ta
chwa bao gio tim thay cuon Diophantus ciia Bachet ma trén Ié trang sach Fermat da viét ra
khang dinh toan hoc nodi tiéng ciia minh). Vi viy, liéu Fermat c6 dwoc mot "chirng minh tuyeét
diéu" cho dinh ly cua minh hay khong, chirng minh ma khong thé ghi hét ra trén 1é trang sach,
diéu nay s& mai mai la mot bi mat cda dng.

Gerd Faltings, nguo1i co cach tlep can hoan toan khac véi Pinh ly
cudi cung cua Fermat. Vao nam 1993, khi Andrew Wiles that bai
vi chua tim dugc 161 giai hoan chinh cho bai toan, nhiéu nguoi da
ngai rang do 1 luc Faltings c6 thé tim dwoc 101 giai dung dé vuot
1én Ardrew Wiles.

Andrew Wiles vao thoi diém quan trong nhat cia budi thuyet
trinh thit ba tai Cambridge (thang 6/1993), khi ma tat cA moi
ngudi déu nhan thay ro 1a 101 giai bai toan Fermat da trong tam tay.



Ken Ribet tai quan ca phé n01 tleng, noi ong da hoan thanh
chitng minh rang tir gia thuyet Shimura-Taniyama c6 thé suy
ra Pinh ly cu6i cuug ctia Fermat can phai dung.
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