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L oi noi ddu

Cic em hoc sinh thin mén !

Cic em di hoc, ai cling mong muén minh hoc gioi trong dé c¢6é mon
Todn. Mudn vdy, cic em cdn ndm vimg li thuyét va biét cach van
dung dé giai bai tap. Li thuyé&t thi nhiéu va rong nén cén biét chon
loc ddu 1a van dé co ban, trong tam dé hoc cho ki va ghi nhd.

Bai tdp c6 nhiéu loai, vo cung phong phi va da dang nén cén phan
loai cdc dang va dua ra phuong phip giai cha timg dang ay. Ngodi ra
mot diéu quan trong nira 1a phai bi€l cich suy luan khi giai todn.
Cuon sdch nay dugce bién soan nhim ddp ing cic yéu ciu rén day
cla cdc em hoc sinh.

Sich duogc viél theo sdt cic chuong va bai cia sdch gido khoa. Méi
bai gébm ba phin :

A. Trong tam kién thic

Phidn nay tém tit cdc kién thiic co ban, trong tim cua bai. Ngudi ta
thudng néi "Co bot madi got nén hd", bot ¢ day la cic kién thic co

ban, trong tdm cua bai. C6 nam vig dugc thi méi c6 co so dé giai
bai tap.

B. Cdc dang bai tdap va phiong phap gidi

Qua trinh "got nén hd" chinh 1a qud trinh luyén tap.

Dua vao trong tam kién thirc da néu & trén, cdc tdc gia da dua ra cic
dang bai tap dé cdc em luyén giai.

Trong méi dang c¢6 néu ngin gon phuong phédp giai va nhiéu vi du

minh hoa. Diéu d6 gilp cdc em kinh nghiém giai bai tap, dinh hudng
duoc cich giai, cic budc cdn lam réi thue hién theo cdc budce do.
Céc bai todn trong mdi vi du dugc lua chon la nhing bai tap tiéu

biéu, don gian nhung khong tim thudmg, chifa dung nhiéu kién thirc,
ki niang va phuong phdp suy luin ma chuong trinh déi hoi.
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C. Bai tdp e luyén
Phin nay gébm mot s6 bai tap, c6 loai trung binh, ¢ loai kho, gidp
cic em tr kiém tra, ddnh gid mic do thanh thao cia minh. Cic em
hiy c6 ging wr gidi. Néu gap khé khan c6 thé xem loi giai hoag
huéng din ¢ cudi bai. Cic tic gia mong rang cudn sach nay la mot
tai liéu c6 ich giip cdc em tu hoc, tu doc cé két qua.
Cudn sich ciing cung cip cho cdc thiy gido, c6 gido nhimg v li¢u
tham khao dé chon bai cho cdc tiét luyén tap, bdi dudng hoc sinh.
Ciic bac phu huynh ciing c¢6 thé ding cudn sich nay dé huéng din
con em hoc tap.
Rét mong nhan duge y kién déng gbp cua ban doc cho cudn séch.
Cic y kién dong gop xin gui vé dia chi Cong ty CP Dich vu xudt ban
Gido duc Ha Noi - Nha xuit ban Gido duc Viét Nam, 187B Gidng Vo,
quin Dong Da, Ha Noi.
Xin chan thanh cam on.

CAC TAC GIA
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PHAN DPAI SO

CHUONG I
CAN BAC HAI. CAN BAC BA

§1. CAN BAC HAI
§2. CAN THUC BAC HAI VA HANG DANG THUC AZ - ||

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. C&n béc hai sé hoc
V@i s6 duong a, s6 J; duge goi la cdn bdc hai 56 hoc cla a.
56 0 ciing dugc goi la can bac hai 56 hoc cia 0.
Vadia>0,tacé:

x20

3(2 =a.

J5=m{

L

Vi hai s6 a v bkhong 4m, tacéa<b < Ja <Vb.

2. Cén thirc bac hai

V6i A 1a mot biéu thiic dai s6, ngudi ta goi VA 1a cdn thikc bde hai cla A,
con A duge goi la biéu thiic 1y can hay biéu thic dudi dau can.

JA xic dinh (hay cé nghia) khi A lay gid tri khong am.

7 _.fAne'uAED
Ta co JA_‘M“{,A néu A <0,
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TIM CAN BAC HAI SO HOC CUA MOT sO

Phurong phap giai
Dua vio dinh nghia cin béc hai s6 hoc clia mot s6 khong am :
xz0
a=xe4
X" =a.

Vi du 1. Tim can bac hai s6 hoc réi tim can bac hai cuia :

"
2
a)121: b) (F— g
5)
Gidi
a) Tacé V121 =11vi11>0va 11°=121.

Do d6 s6 121 c6 hai can bac hai la 11 va-11.

7 s 2 2
b) (—3] =W [5] =[—3] ;
;3 5 5 5 5

. o
Do dé sa [ﬁéJ ¢6 hai cin béc hai la % va —%.

Vi du 2. Tinh gi4 tri cia bidu thiic : /0,09 +7.4/0,36 —3.4/2,25.
. Gidi
Tacé +f0,09 +7./0,36 -3./2,25
=03+706-315=03+42-45=0.

Vi du 3. Gii tri ctia biéu thifc sau 12 s6 vo ti hay hiru ti : J[JI%—,‘%J.]S ?

Giai

[ (T
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[3—3) 18=5=3.

Vay gid tri clia biéu thic da cho 1a mot s6 hitu ti, hon nita con 12 mot s6
nhién.

Dang 2. SO SANH CAC CAN BAC HAI SO HOC
Phuong phap giai

Dua vio tinh chét : Néua,b>0thia<b < +a <b.

Vi du 1. Khong diing mdy tinh hodc bang s6, hiy so sinh 8 va /65 .
Gidi
Cdch1: Taco 8=+/64.Vi J64 <~/65 nén 8</65.
Cich2: Vig*=64; (V65) =65

5
nén 87 -::(Jfg)ﬁ.suyra 8 </65.

Cich giai nay dua vao tinh chat : Néua, b>0va a’<b’thia<bh.

Nhu viy, dé so sdnh hai s6 duong ta c6 thé so sdnh céc binh phuong ctia
chiing.

Vi du 2. Khong ding may tinh hoac bang sd, hdy so sdnh Jﬁ—lvﬁd‘l—ﬂ.
_ Giai
Taco V15-1<l6-1=4-1=3
V10>0 =3,
Vay JI5-1<410.

Vidu 3. Vi a < 0 thi s6 ndo I6n hon trong hai s6 J-a va ~2a ?
Giai
Tac6é—1>-2nén-a<-2a(via<O)

Do dé V-a <+/-2a.



Dang 3. GIAI PHUONG TRINH, BAT PHUONG TRINH
Phuong phap giai

Véaa=0:
. x:=akhi x:i\.";.
e Jx =a khix =2’

’ 2
e fx <a khi0<x<a".

Vi du 1. Gii phuong trinh : 3x” = 0,75.
Gidi
Tacé 3x’ = 0,75 < x> = 0,25.
Dodé x =+/0,25 =+ 0,5.
Vi du 2. Giai phuong trinh : 24/3x =12.
Gidi
DEKXD:x=0.
Tacé: 243x =12 < V3x =6 <> 3x = 36 < x = 12 (thda min diéu kien).

Vi du 3. Tim s6 x khong am, biét %ﬁ‘:lo.
Giai
Véi x>0tacod: % 5x <10 5x <20

<= 5x <400 < x < 80.
Vay 0 <x < 80.

Vi du 4. Tinh tdng céc gid tri ciia x théa man ding thic Vx2 +25 =13,

Giai
Ta cé \,‘xz +25=13

x> +25=169
o x> =169 - 25



o x’ =144
=x= 312,

Vay 16ng cdc gid tri cia x thoa man déng thirc di cho la (=12) + 12 =0.

Dang 4. TIM DIEU KIEN BE VA €O NGHIA
Phuong phap giai

® JA conghiakhiA>0;

. e c6 nghia khi A > 0.

JA

Vidu 1. Tim x d€ cin thic 4/5—2x ¢6 nghia.
Gidi

V5-2x cénghiakhi5-2x>0¢> -2x>-5 @xgg—.

Vi du 2. Tim x dé cén thitc ’r-z-l— cd nghia,
x“—-4x+4

Giai

i% c6 nghia khi l 5 cd nghia.
x“—-4x+4 {x -2}

Diéu dé xay ra khi (x — 2)3>ﬂ¢:>x 2

Vi du 3. Véi gid tri ndo clia x thi biéu thiic V25-x2 ¢6 nghia ?
Giai
V25-x2 6 nghiakhi25 - x>0
o -x'=2-25
o x°<25
= |x| <5
—

-5<x<5.



Vi du 4. Tim cdc gid tri cua x dé biéu thiic 7 6 nghia.
x“ =100
Gidi
21 c6 nghia khi x” - 100> 0
x“—100
& x> >100
= |x|>10
x>10
=
x<-10.

Vi du 5. C6 bao nhiéu gid tri nguyén ciia x dé biéu thic M =vx+4 +4/2-x ¢6
nghia ?

Giai
; " CIx+420 xz-4
M cd nghia khi =
2-x20 X<2.

VixeZnénxe [-4:-3:-2:-1:0;:1:;2}.
Vay c6 7 gid tri nguyén cia x dé biéu thiic M c6 nghia.

Dang 5. RUT GON BIEU THUC DANG VA2

Phuong phép giai
Van dung hing ding thic :
JA—2—|A|- AnéuAz20
1 1-A néu A <0

Vi du 1. Rit gon biéu thiic A = "xz—x +%L
Gidi
2
A= xz—x+l= (x—l =x-l.
y 4 2 2




Néu le thiA:x-l:
2 2

Néu :ic«:l thi A:-l-—x.
2 2

Vi du 2. Riit gon biéu thic B=vx* +vx° .

R T (0

=3+ =x2 413,

Neux>0thiB=x>+x:

Néux<OthiB=x"-x".

Vi du 3. Tinh gid tri cita biéu thic C =322 —/6-442 .
Giai
O 3=-342 = J6~ 42 =J(J§ﬁt)2 rJ(z-Ji)z
=2 -1[-2-v2|=v2-1-(2-42) =242 -3.

Vi du 4. Tim gid tri nho nhit cia biéu thirc D= Vax? —4x+1+3.

Giai
D=vdx2-4x+1+3
=.,f(3x—l)2 +3=2x-1|+323 v6i moi x.

Vay minD = 3 khi x=%.

Vi du 5. Tim x, bié ¥x2 -6x+9+7x=13.

Gidi

Tacé VxZ-6x+9+7x=13

11



& \J(x-3)2 +7x =13
o |x-3+7x =13. (1)
Néu x > 3 thi 4x-3|=x-3. Khi d6 (1) trés thanh
X=3+7x=13¢ 8x=16 < x =2 (khong thuoc khoang dang xét).

Néu x < 3 thi [x -3|=3-x. Khi d6 (1) trd thanh

3-x+Mx=13&6x=10 > x =§ (thudc khoang dang xét).

Vay gid tri ciia x thoa man déng thirc di cho la x =

Vi du 6. Cho biéu thitc : P =3x —x% —10x+25 .

a) Rit gon biéu thiic P ;
b) Tinh gid tri cia P khi x = 2,

d | LA

Gidai
a) P=3x-\,‘x2 -10x + 25

=3x—y/(x-3)’
=3x—|x—-5].

eNéux=>5thiP=3x-(x-5=2x+5:

eNéux<5thiP=3x+(x-5)=4x-5.
b) Khi x = 2 < 5 thi gid tri ctia biéu thic P14 ;
P=42-5=3.

Luu y : Néu ban thay x = 2 vao biéu thitc 2x + 5 dé t:nh gid tri cia P thi ban
sai 14m vi biéu thiic P=2x + 5 khi x> 5.

Vi du 7. Cho biéu thifc : Q =2x —vx? +2x +1.

a) Riit gon biéu thitc Q ;
b) Tim cdc gid trictax dé Q= 7.

12



Giai
a) Q=2x-\‘|x2+2x+]
=2x—\,‘(x+l)z

=2x—|x+|].
eNéux>-1thiQ=2x-(x+D=x-1:
eNEux<-1thiQ=2x+(x+1)=3x+ 1,
b) Ta phai xét hai truomg hop :
eQ=Tx-1=T<x=8(thétaminx>-1);
¢ Q=74¢>3x+ 1 =7¢>x =2 (khong thoa min didu kién x < ~1).
ViyQ=T7khix=8.

C. BAI TAP TV LUYEN
1. Khong dung may tinh hodc bang s6, hiy so sinh :
a}J'zE+3vaJE; b}%vﬁ%.
2. Tim x, biét :
a) 5x° =80, b) 2Vx =1; ¢) V3x <6.

3. Tim x dé cdc can thitc bac hai sau c6 nghia :

a) S b)v‘x2+2x+]: c¥) x% -4x .

9-x
4. Tim x dé€ cic biéu thiic sau c6 nghia :
3 1 1 J;
a) vo9-x° ; b : C) —p=——+ i
) x2 -4 }J;+2 x-3

5. Ruit gon cidc biéu thic sau :

a) [.?;—».!ﬁ]2 ; b) V9-445 : ) 3x—-vxZ -2x +1.



6. Giai phuong trinh
DV -10x+25=2; b Vx?=3x-2:  © Vax2-12x+9=x+7.
7*, Tim cdc gid tri cua x sao cho Jx >x.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

1. a]J2_6+3>J§: b) "62_!-::%.

2. x=44; b)x:%; c)0=<x=12

3.a)x<9; b)xeR ; ¢)x>4 holcx <0.

4. a)-3<x<3;b)x>2hodcx<-2;c)x=0vax#9

2x+1néu x 21
5. 2) V103 ; b) V5-2 ; c)|: N ENALR
4x-1néux<l.

6. a)x=3hoicx=7; byx=1; c)xe{lﬂ;—%}.

7*. Jx > x (1). Diéu kién : x > 0. Khi d6
(1) < x> x" (do hai v€ ciia (1) déu duong)
c:‘.»x—xz::ﬂ'

=x(1-x)>0

x>0 x>0
&< F—1 e0<cx<l.
1-x=0 x <l

14



§3. LIEN HE GIUA PHEP NHAN VA PHEP KHAI PHUONG

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Dinh li
Vi hai s6 a va b khong am, ta c6
Jab= J;Jl;
2. Ap dung

Muén khai phuong mot tich cia cic s6 khong am, ta ¢6 thé khai phuong timg
thira s6 roi nhan cdc két qua vdi nhau.

Muén nhin cdc can bic hai cia cdc s6 khong am, ta c6 thé nhin céc s6 dudi
ddu can véi nhau réi khai phuong két qua dé.

3.Chay
V6i hai biéu thic A va B khong am, 1a ¢6 VAB =vA~B va nguoc lai
VA B =JAB . Dac biét, khi A >0, ta ¢6

(VA) =Va?=a.
B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. KHAI PHUONG MOT TICH
Phuong phap giai

Dua vao quy tic khai phuong mot tich :

Véia, b>0thi Jab=+aJb.

Vidu 1. Tinh
a) 4/12,1.160 : b) 4/2500.4,9.0,9 .

Gidi
a) J12,1.160 =121.16 = V12116 = 11.4 =44,
b) /2500.4,9.0,9 = /25.49.9 = J25./49.J0 =5.7.3=105.




Vi du 2. Tinh

a) V41% -40% ; b) /81.6,25-2,25.81.
Gidi
a) V412 —402 = J(41-40)31+40) = V1 81 =1.9=9.
b) \/81.6,25-2,25.81 =/81.(6,25-2,25) =+/B1/4 =9.2=18.

Vi du 3. Ding thic yx(l-y) = J;L,fl ~y ding vdi nhimg gid tri ndocia x vay ?
Giai
Theo dinh Ii khai phuong mot tich thi
JxU-y)=Jx -y khix>0vd 1 ~y>0hayx 20V y<]1.

Vi du 4. Cho cdc biéu thie M = J(x=1)(x +3) vi N=Vx-1.Jx+3.
a) Tim cdc gid tri ciia x dé M c6 nghia ; dé N ¢6 nghia.
b) Véigid trindocoax thiM=N?
Giai
M c6 nghia khi (x = 1)i(x +3) = 0.
x=120 x21
RSN {x+320¢>{x2-3ﬁ
x=-1=0 x=<l
x+350g{xs—3
Viay M c6 nghia khi x = 1 hoidc x < -3.
x=-120 {le

x21;

Truérnghqu:{ & x<-3.

Ncéngh‘takhi{ <=xz2l.

=

x+3z0 xz=3

b) Dé M v N déng thivi ¢6 nghia thi x > 1,

Khi dé 1a c6 M = N theo dinh If khai phuwong mot tich.

Dang 2, NHAN CAC CAN BAC HAI
Phuong phap giai

16



Dua viio quy tic nhan céc can bac hai :

Véia, b=>0thi va/b=+ab.

Yidu 1. Tinh

a) V72450 : b) 4/12,8.,/0,2.
Giai
a) V7250 =72.50 = /36.100 =6.10 =60 .

b) /12,8.4/0,2 =/12,8.0,2 = /128.0,02 =./64.0,04 =8.0,2=1,6.
Vi du 2. Tinh

a) VA020./35 : T L3 e L
3V25\2
Giai

a) V/40./20./4,5 = \/40.20.4,5 = /400.9 = 20.3=60.

s B hH Bl [+ 3

? J;J;J; % 5‘2_5‘5=\[2; 5
Vi du 3. Thuc hién cdc phép tinh :
2) (V20+va5-V5)45:  b) (VIZ+43)(v27-3)
¢) (V5-vB+1)(v5-1).
Gidi

2) (V20 + V45 —/5) 5 = V100 + /225 /25 =10+ 15-5=20.
b) (V2+43)(v27 -3) =324 -36 ++B1 -0 = 18-6+9-3=18.
c) (ﬁ—ﬁ+l)(\g—i)=5-ﬁ-ﬁg+ﬁ+\f§-l =4—JG+J§.

Vidu 4. Tinh

o (Vi+B) 0 b (VB-vZ) i o (5V3-27)(53+247).

2. TTKTTodn3/1-A

17




Giai
a) (VT+VB) = (V) +24743+(+B) = 742421 +3=10+2V21.
b) (VB-V2) =(B)" ~2482+(+2)" =8-24T6+2=2.
©) (53 -2V7)(5V3+247)=(5V3) - (27) =253-47=47.

Dang 3. RUT GON, TINH GIA TRI CUA BIEU THUC
Phuong phap giai

e Trudc hét tim diéu kién cia bién dé biéu thirc ¢6 nghia (néu cén).

e Ap dung quy tic khai phuong mot tich, quy tic nhan cic cin bac hai,
cac hang dang thic dé rit gon.

e Thay gid tri cha bi€n vao biéu thic da nit gon réi thuc hién cédc phép tinh.

Vi du 1. Riit gon cdc biéu thic sau :

a) \{%1’;—; vix>0; b) -Jx(’.(x—}l]z vai x > 2.

Giai

3x [5x 3x 3x _i "
B s e
b) yx6.(x—2)2 = Vx6 (x-2)? =|x3‘.]xm21 =Xz -2) (ix>2).

Vi du 2. Riit gon céc biéu thifc sau :

60 '
a) ‘/15:(3 : b) 16(::2 -6x+9],
X

Giai
a) DK :x#£0.
15x3+@ . ’|9{}[]x3 =30]x|= 30x néux>0
X —30x néu x <0.

18 2. TTKTToénd/1-8



b) Jlﬁ(xz ~6x+9) =[16(x~3)" =4|x~3

4Hx-Hnfuxz23
4(3-x) nfu x <3.

Vi du 3. Riit gon biéu thic M:stxz(x—zﬂﬂ) viiD<x <.

Gidi
Taco M=,[25x? (x-2Jx +1) = ,/25:(2.(4‘;- ) = s|x].[vx 1]

Wx>{)nen|x|=x.
ViD<x <1 nén J;<I.dod6 IJ_—I|=I—J;.
Vay M=Sx(1—~f;).

Vi du 4. Tinh gid tri ctia cdc biéu thic sau :

a) J4+2J§ : b) -JS—J.JG i c) d9—4\f§.

Gidi

a) V4+2Y3 ={3+243.1+1= (ﬁu)z T
b) V82315 =525 +3 =[5 -V3) =5 -43.
&) N9-448 =\5-228 44 = (B2} =3-2.

Nhdn xét : Phuong phdp giai trong vi du nity 12 bién déi biéu thic 14y can thanh
binh phuong cha téng hay hiéu hai s6 réi 4p dung hiing ding thic JA? = |A].

Vi du 5. Riit gon cdc biéu thic sau :

a) Vx+2Wx-1; b) Jx+2-2-fx+l.
Gidi

a) Jx+2~.."x— =Jx—l+2~..‘x—l+l
. [Jx~t+l]2=~Jx-l+l(DK:x;zl}.



b) Vx+2—2Vx+1 =x+1—-2Jx+1+1

=,f(m—1 ’ =1Jﬁ—[| (K :x 2-1).

Néu x > 0 thi |Jx+ -1|=Jx+ ok
Néu-1<x <0thi |dx+!—]‘=l-—~q’x+].

Dang 4. BIEN DOI MOT BIEU THUC VE DANG TiCH
Phuong phap giai

Duing cdch dat nhan tir chung, nhém céc hang tir, diing cdc hang ding thic,...

Vi du 1. Phan tich thanh nhan tir

a) 3-3 ; b) x+3ﬁ ;
¢) Xy —yVx : d) x=Vx —fxy +Jy.
Giai

a) 3-3=43(3-1).

b) x+3JE=J;(~E+3\G] (BK:x=0:y=0).

&) xJy —yVx = Jxy(Vx -{fy) K : x20:y>0).

d) x-Vx=yxy +fy =Vx (Vx-1)- Jy(Vx -1
=(JI—1)(JI—J§) (BK:x>0:y=0).

Vi du 2. Phan tich thinh nhan tr

2) VP 28X ; b) 9x+6/xy +y ;
)V +y ; d) ¥x2-9-2Jx-3.
Gidi

a) \&7—25(:JI(JF-:S]:JI(JE-S}(JLS} (DK : x > 0).
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b) 9x+ﬁJE+y=(3J§+J§)2 (DK : x,y > 0).
c}\/-+J7 (J_+,f-)( J_+y (PK:x,y=0).
&) Vx?-9-2Jx-3=Vx-3(Vx+3-2) (PK :x23).

Vi du 3. Rit gon biéu thitc : (V14 +6)y5-V21I.
Giai
(Vi3 + VB )5 —2T =V3(V7 +VB)\5-V21
(V7 +VB)¥h0-2473 =(V7 +B){{(v7-¥3)’
=(V7+43)(7-4B)-

Dang 5. GIAI PHUONG TRINH
Phuong phap giai

¢ Trudc tién tim diéu kién dé can thifc c¢é nghia.

e Ap dung quy tic khai phuong mot tich, 4p dung cdc hing ding thic
Ve 9 Al ; (JK)z =A (v6i A > 0) dua phuong trinh da cho vé phuong
trinh don gian hon.

e Co6 thé dua vé phuong trinh tich.

Vi du 1. Gidi phuong trinh : y/25.(x+5)* =15.
Gidi
Tacé 25.(x+5)7 =15

< 5|x+5|=15 < [x+5=3 -c::-[

x+5=3 x=-2
—
X+5=-3 X



Vi du 2. Giai phuong trinh : 9x% ~90x +225 =6.
Gidi
Tacoé VOx2-90x+225=6

P J@(x3-10x+zs]:ﬁ & 9(x-5)? =6 <>3x-5=6

c:>|x—5|=2 c:s[:: j

| (3]
L]
0
| imger: |
-
i

Vi du 3. Giai phuong trinh : vx?-25=2Jx-5.
Giai

2 2
PK : X —2520‘:’ X 225‘:”‘25‘
x=-520 Xxe5

Khi d6 x* -25 =2Jx =5
QJ[x-S){x+5)-2Jx-S=ﬂ
aﬂ(ﬁ-z)m
q[ﬁ:u a[ﬁ:ﬂ [x—S:U [x=snhaaman)

=3 & =
Jx+5-2=0 Jx+5=2 x+5=4 x = =1 (loai).

Vi du 4. Giai phuong trinh : /x =5 +%J‘Jx -45 = -15\!'25x -125+6.

Gidi
PBK:x=5.

Tach Jx=3 +%J9x —45 =%J2$x 125 +6

e Jx-5 +%J9(x -5) =%J25(x—5] +6

SJx=-5+Jx-5=Jx-5+6

oJx-5=6
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& x-5=36
<> x = 41 (thoa mdn diéu kién).

Vi dy 5. Gidi phaong trinh : VX +—=2.

Jx
Gidi
PK:x>0.
1
Tacé Jx+—==2
Jx
| x+1-2Jx 2
o fx+—=-2=0 """ o0 o(Jx-1) =0
e " (Vx-1)
<> vx =1 <> x =1 (thod min diéu kién).

Dang 6. CHUNG MINH BAT PANG THUC
Phuong phip giai

C6 thé diing cdc phuong phdp sau :
eV6ia>0;b>0thia<bea’<b’;
« Bién déi twong duong.

Vi du 1. Khong diing mdy tinh hoac bang s6, chimg minh ring :
J5+8<f6+47.

Giai

Tacé J§+J§<Jg+ﬁ
2 2
<:>(~E+J§) {(Jg+ﬁ) (vi hai v& déu duong)

& 5+2J40 +8<6+2J82+7 <= 13+240 <13+242

V40 <J12 = 40< 42,
Bit ding thiic cu6i ciing hién nhién ding nén bat ding thirc di cho 1a ding.

Vi du 2. Khong diing mdy tinh hoac bang s6, chimg minh ring :

ﬁ+2{v{£(\ﬁ+]).
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Gidi
s
Taco (V3+2) =3+4/3+4=7+443 ;

[V2(V3+1)] =2(V3+1)} =2(3+2J3+1)=8+445.

Vi T+4J§<:8+4J§ nén (J3+2)2 {[\E[\EH)]Z.
Do do \H+2cﬁ(\ﬁ+l],

Vi du 3. Cho a > 0, chimg minh ring : Va+9 <+/a +3.
Gidi
Tacé [Ja+9)- =a+9 :
2
(J;+3) =a+ﬁn};+9.

Doabﬂuéna+9<a+9+6f dodn( ) <(J§+3)
Viy Va+9 <va+3.
Chii y : Can bac hai ciia mot t6ng khong béang tdng céc can bic hai.
Vi du 4. Cho a, b, ¢ > 0. Chimg minh rang :
a) a+b22vab ; b) a+b+c>+/ab++/be ++ea.
Giai
a)Tacd a+b>2vab
<a+b-2Jab20
o (\";—JE)E >0 (d&u “=" xay ra khi va chi khia = b).
Bt déng thitc cudi nay ding nén bat ding thic di cho 1a ding.
Luu y : Bat ding thicc a+b 2 2y/ab véi a, b> 0 goi 1a bat ding thitc Co-si.
b) Tacé a, b, ¢ > 0. Ap dung bt ding thic Co-si d6i v6i hai s6 ta duoc :

a+b22JE
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b+c>2Jbe
c+az2Jc_a.

Cong timg vé ba bl ding thifc trén ta duoc
2{a+b+c]?_—'2[yfﬁ+ﬂ+v'c_a).
Suy ra a+b+c2ab+be +ea (du “=" xay ra khi vachi khia=b=c).

Vidu 5. Cho a ?_'%.chfrng minh ring : v2a-1<a.
Giai
Tir bét ding thiic Co-si a+b > 24/ab suy ra Ja_bs%.
Ap dung bit ding thitc nay cho cic s6 khong am 2a — 1 va 1 ta duoc :
2a
V2a-1=[(2a-1). fig kil 2] =d.
Vayy2a-1<a (dfiu “=" xdy ra khi va chi khia = 1).

C. BAI TAP TV LUYEN
1. Tinh
a) JM - b) J%
NTF: T
2. Tinh
0 (F3)(Fe2)i o (R-F)(R )

;[E_Ji?+ﬁ}ﬁ; & (1+45-B)(1+ VB ++5).

3. Riit gon cdc biéu thirc sau :

a) ﬁ+48—2\f1_5 & b) Vx-1-2Jx-2.



4, Phan tich thanh nhan tr

a) a-5va ; bja-Tvdia>0;
¢) a+4va+4; d) |[xy —4vx +3y -12.

5. Giai phuong trinh

a) f49(1-2x+x2)-35=0; b) Vx2-9-5vx+3=0;

9 J?—z=\f§—1
J;+[ J;+3-

6%, Tim x va y, biét x+y+]3=2(2\[£+3\ﬁ).

7*. Chimg minh ring : ﬁ—\ﬁ{ﬁ—ﬁ.

a;bzsf;;\fg véi

8. Chimg minh bat ding thic : a,bz0.

9%_ Tinh gid tri ciia biéu thitc A =7+ 13 —y7-13.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

1. a)l18; b)%: & 15; 1.

2. a) x-x-6: b)x-y: 0l; d) 243 -1.
Vx-2-1nfuxz3

3. a5 b)
1-Jx-2 nfu2<x<3.

4. o Va(va-5); b (Va-47)(Va+T7):
¢) [J§+2]2 ; d) (Vx+3)(yy-4).

E a}X|=6;xl=—4; h)x:=—3;12=28; C)x=25.

6* x+y+13=4Jx+6,/y (PK:x,y20)
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& (x=4Vx +4)+(y-6J5 +9)=0 = (Vx-2) +({y-3) =0
@(-.E—Z)zﬂ) va (\;’;—3]2 0o x=4vay=9.

7% J7-V3<J6-2
VT +V2 <643 o (VT+V2) <(V6+B)
& 9+2V14 <9+ 218 < 214 < 24/18.

Bat dang thifc cudi ciing diing nén bét ding thic di cho la ding.
8. Binh phuong hai vé.

9%, Tinh A’ dugc A’= 2,suyra A= V2.

§4. LIEN HE GIUA PHEP CHIA VA PHEP KHAI PHUONG
A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Binh li
Vi s6 a khong am va s6 b duong, ta cé
JE _da
b Vb~
2. Ap dung

Muon khai phuong mot thuong %. trong d6 a > 0 va b > 0, ta ¢6 thé ldn luot

khai phuong s6 a va sd b, r6i 14y két qua thit nhat chia cho két qua thif hai.
Muon chia can bic hai chia s6 a khong am cho céin bic hai cua s6 b duong, ta
c6 thé chia s6 a cho s6 b rdi khai phuong két qua dé.

3.Chay
Vi cic biéu thitc A>0vaB>0, tacé
A _JA
B JB
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. KHAI PHUONG MOT THUONG
Phuong phap giai

Dua vao quy tic khai phuong mot thuong :

Vaia=0;b>0thi JE=J;.
b vb

Vi du 1. Tinh

2 4 49

) =36a .
25 121 i b) ,‘ prs viia<0.

Luuy: Via<O0nén J-a ¢ nghia.

Vi du 2. Tinh
2 2
65% - 52 7
N o, b) J—:1,44- " .'.44,
225 ) ] 9

Gidi

5 ’652—522 =J[ﬁ5-52)(65+52) =J|3.m #13.[3.9 133 39
225

225 152 15 15
b) J-144“—144 J[u-zjm

100
P 144 J_ 144 _ 2_12 3
9100 100 3710 9

Vi du 3. Ding thic o L

ding vdi nhimg gid trindocoax viay 7
y+2 JY+
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Gidi
Theo dinh 1i khai phuong mot thuong thi

X=5 4fx-35
y+2 Jy+2

khix-5>0vay+2>0hayx>5vay>-2.

Dang 2. CHIA CAC CAN BAC HAI
Phuong phip giai

Dua vio quy tic chia cdc can bac hai :

Vﬁia::{l';b:b[)thi{%=‘/%.

Vidu 1. Tinh
a) /45 : 480 ; b) y(2.3)° :v233°,

-

Gia
3 [0 3
J45:Jso=‘f—=,’—=-.
) 80 \16 4

545
b) ¥(2.3)° :W233° = ’%: 22 _g
23

Vi du 2. Tinh
a) V54:42:43 ; h}ﬁ:ﬁ.
75 " 17
Giai

a) V54:J2:3=154:2:3=27:3=J9=3.
Ji J5z. I3 |52 F #1858 3
b}7=': = e = el Sl S—,
78 - J117 5'Vi17 Y25'V9 53 10

0 (VBB D)5 by (/i 4B -6v): .



Gidi
a) (JE—JE-»@):JE-:E—JFMJ‘ =3-5+2=0.
b) (2ﬁ+3~f§nﬁﬁ]:ﬁ=2\@+3ﬁ—ﬁ =23+32-6=6.

Dang 3. RUT GON, TINH GIA TRI CUA BIEU THUC
Phuong phap giai

¢ Tim diéu kién clia bién dé can thic c6 nghia.

 Ap dung quy tic khai phuong mot thuong hoac quy tic chia cic can bac
hai dé riit gon.

e Thay gid tri chia bién vao biéu thirc da rit gon réi thuc hién cic phép tinh.

[316 312

Vi du 1. Riit gon biéu thic :
2 _g8

Vi du 2. Riit gon ri tinh gid tri ciia biéu thifc sau véi x = 6 :
(1652 5 1242)

T J369
Giai

2 2
(1657 -124?) _ (165 +124)(165-124)

= X
369 V369
_J:sg.ux_Jgggx_Ex
369 g &
17

Vd‘ix=6thiA=—3—.6=34.
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Vi du 3. Cho biéu thic B = ‘“I 3’*

Rit gonréitinh gid trictaBvdix=5;y=

Gidi
B= ﬁi: J‘Et: PK:x>1:y>1.
oo [Vxel Jysi_ (Vx+1)(Vx-1) [
\E—I'\E—[ (\E—!){ y+l) yl
Vaix=5;y=10thi B= ﬁ= i=g
10-1 Vo 3

Vi du 4. Cho biéu thiic C = — 2\;’_+y vGix >0,y >0.
x+6;?xy+9y

Riit gon réi tinh gid tri cia C véi x =25 ; y = 81.

Giai

= x-2ﬁ+y e 2 =M_
x+6ﬁ;+9y (’EHJ;): J;+3J;

Véi x =25 ; y =81 thi
VBB 5 a4 1
T 25+3J81 5439 32 8

Dang 4. GIAI PHUONG TRINH
Phuong phap giai

* Tim diéu kién dé can thic cé nghia.
® Néu hai v& khong am thi c6 thé binh phuong hai vé dé khir ddu can.
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Ix-1

Vi du 1. Giai phuong trinh 5 =l

X+
Giai
DKXD :3x - 1 va x + 2 cliing diu hoac x = —;—

Ix- .-
Trufmghqpl:{ * l}nc: K}S @x:'l.
X+2>0 3
X >=2
3x-1<0 rx{l
Trutmg hap 2 : =% 3 &ox<-2,
X+2<0

X <=2
Viy bKXD 1a x 2% hoac x < -2.

Binh phuong hai vé cua phuong trinh ta duge :
Ix-1

=4
X+2

SIx-1=4x+2)
S3Ix-1=4x+8

<> x = —9 (thoa min diéu kién).

Vi du 2. Gidi phuong trinh Y25=7 =1,
x-1
Gidi
x>?
5x-720 e
DKXD: { " T e
2x-1>0 1
X>—
2
Binh phuong hai vé& ta duoc :
.Sx—'}'_]
2x -1
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S5 -T=2x-1
3Ix=6

<> x = 2 (thoa man diéu kién).

C. BAI TAP TU LUYEN

1. Tinh
a) sﬁfz\fﬁ: b) (Jﬁ—ﬁﬂ;‘lm):ﬁ.
2. Tinh
49 1 1 32 56
—:113—-; b) +/54x :J6x ; ) 1
a}J; 8 ! G J_‘ # 125 Y35 225
3.[.."1mphépchia

J a+2 o3
vaia> 1.
ﬂ+2 a —3a +3a-1

4. Riit gon biéu thic

1’2?(:& {x 2) JB(x 2 vai l <x<2.

5.Cho x =E: E tinh gid tri cha biéu thic M = J6x +5.

6*. Chimg minh ding thiic

V64205  5-26
A5+l Ali=aE

HUGNG DAN GIAI - PAP SO
1. a)3: b) 5.

3. TTKTToén31-A



[xz néu x>0

4. a) i b) 4x.
l-xz néu x <0
5 x=§;M=3.

6*. M6i v&€ déu bing 1.

§6. §7. BIEN DOI DON GIAN BIEU THUC CHUA CAN THUC BAC HAI

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Pua thira s6 ra ngoai diu cin
Vi hai biéu thic A, Bma B> 0, taco

m=|A|J§={AJ§ néu A0

—AJE néu A <0.

2. Pua thira sd vao trong dau cén
|A|VE =VAZB . ic a :
eNéuA>0:B>0thi AVB=vAZB :
eNéuA<0:B>0thi AVE=-yAB.

3. Khir mau clia biéu thire 13y cin
Vi cic biéu thic A, Bma A B=0vaB#0, taco

A JAB

B |
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4. Truc cén thirc d mau
Trudmg hop 1 : Véi céc biéu thicc B, C ma B > 0 thi
c_cfB
VB B’
Trutmg hep 2 : Véi céc biéu thic A, B,CmaA>0; A#B thi
c__C(/A+s)
JAtB A-B*
Truimg hop 3 : Véi cc biéuthic A,B,Cma A>0,B>0va A # Bthi
c  c(Va=yB)
JAtJB  A-B

Hai biéu thic v/A +vB va VA —J/B goi I hai biéu thitc lien hop véi nhau.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. DUA THUA SO RA NGOAI DAU CAN
Phuong phap giai

¢ Bién d6i biéu thiic 14y can thanh dang tich trong do c6 thira s6 la binh
phuong cia mot s6 hodc mot biéu thifc.

* Khai phuong thira s6 nay va viét két qua ra ngoai ddu can.

Vi du 1. Dua thira s ra ngodai ddu cin
a) V45 ; b) ~/2400 ; c) V147 ; d)ﬁ.
Gidi
a) V45 =49.5=35 ;
b) +/2400 = v/400.6 =20V6 ;
) V147 =493 =73 ;
d) V1,25=4/0,255=0,5J5.
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Vi du 2. Dua thira s6 ra ngoai dau cin
a) 506 ; b) V14.21 ; c) 3245 ; d) V125.27.
Gidi
a) V50.6 =100.3 =1043 ;
b) V1421 =17.723=76 :
¢) V3245 =16.29.5=169.10 =4.3/10 = 12110 ;
d) V12527 =125.59.3=/259.15=5.3J15=1515.

Vi du 3. Dua thira s6 ra ngoai ddu can

a) VI8x ; b) \“Tﬁxﬁ : c) \fﬁﬁix:’yz ’

Giai

a) VI18x =49.2x =3\!5i‘ (véi x = 0).

b) J?szy = J25x2.3}' = S|x|\,@§ (y=0)

{Sxﬁ néu x>0

—5x4/3y néu x <0.

0) Y605x3y? = {121x%y? 5x = 1 Ix|y| 5% (x20)
" llnyS_x néu yz0
“‘ll.’()?'Jj_x néu y <0.

Vi du 4. Dua thira s0 ra ngoai ddu cian

-
3

a) {128(x-y)* b) J]50(4x2 ~ax+1): o Jx3 —6x2 +12x-8.
Gidi
a) J]EB(x—y}z =J64(x—y)2.2=85x—y|ﬁ

[S(x-y]ﬁ néu x>y
lﬂty -x)V2 néux <y.
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b) Jl 50(412 —4x+l] = J25.6(2x —]}2

5(2x - IJJE néu x =

—d | —

=5[2x —t|v"£-i=
5(1-2x)/6 néu x < >

&) Vx3-6x2 +12x-8 = (x-2)> =yf(x-2)%.(x-2)

={x—2)\|‘x—2 (vai x > 2).

Dang 2. PUA THUA SO VAO TRONG DAU CAN
Phuong phap giai

» Néu A >0 thi ta ning A 1én ldy thira bac hai ri viét két qua vio trong ddu can :

AVB =VAZB (véi A>0:B>0).

e Néu A <0 thi ta coi A nhu 1a — (-A). Ta nang (—A) 1én liiy thira bic hai rdi
viét két qua vao trong diu can. Con ddu “=" vin dé dang trude diu can :

AVB =—JA2B (v6i A<0:B>0).

Vi du 1. Pua thira s6 vio trong ddu can

c) %\Eg

B

Giai

a) 35 : b) V6 :

a) 3J5=v325=445 :
b) 5v6 =526 =+/150 :

c) %v{3n_= 1’[%]2.35 = J??

Vi du 2. Dua thira sd vao trong diu can :

a) —4J—g : b) —0,06+/250.
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Giai

1 7|
4. [—=—14"—=—=2 ;
. J; g
b) ~0,06v250 = —(0,06)> 250 = ~|/0.9.

Vi du 3. Dua thira s6 vao trong diu can

a)}wr;; b)yJE; (:jl1 l.
Y

a) x\f;:\'xz.xz\/x? (x=0);

b) DK:xy=0;y#0.

Xét trubng hopx=0;y>0,tacd yJE= yz.%= Xy .
y

Xéltrﬂbﬂghﬁpxcﬂ;yql},tacéyﬁ:-’yz_i:_vfﬁ_
|

X [y x% y X
c) DPK:xy>0.Tacé —,|= = i s

yVx {y2'x Yy

Vi du 4. Dua thira s6 vio trong ddu can :

a) —xﬁ viix>0; b) —xJ_—I vai x < 0.
X X

Giai

a) Taco —XJE="JX2.2=—‘J3I vai x > 0.
x X
-1 2 (-1 :

b) Tacéd —x1’—= ’(—x) .(—-—J=~J-x voi x < 0.
X X

Vi du 5. Chi ra ché sai trong cdc bi€n d6i sau :

‘3 ’312 f}' ’2}' =
e ...._._; b — —= &
a) x 7 3 ) xy . ¥, % . Y4/ XY
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. e

2
a) Bién déi x\E = 1‘3”;— chi dting khi x > 0.
2
Néu x <0 thi xﬁ:—‘FL.
7 7
oy y_,zy_ W
b) Bi¢n doi xy‘/:-y X“.= =vy.fxy chi diing khi x > 0.
X X
Néu x < 0 thi nyE=-y1’x:.i=-
X X

Dang 3. KHU MAU CUA BIEU THUC LAY CAN
Phuong phap giai

Vian dung cong thic , [— -—~——— {ABZ’G B # 0). Cu thé gém céc budc sau :

— Bi¢n déi miu thanh binh phuu'ng cia mot s hodc mot biéu thire (néu cin) ;
- Khai phuong miu va dua ra ngoai ddu can.

Vi du 1. Khit miu cia biéu thiic 14y can ,’% .
Gidi
5 52 10 1
e ) O o 5 S T
R T

Nhdn xér : Néu ban nhan ca tr va miu cta phan so % vai 72 thi viin ra két

qua nhung bi€n déi phidc tap hon :

J_ E 7 ?ZJ_T_J_

Viay tim thira s6 phu nhu thé nao cho hop i ?

Trudc hét, ban phan tich miu s6 ra thira s6 nguyén t5 : 72 = 2% 3%, Ban thiy
ngay thira s6 phu 13 2, liic d6 s6 mil ciia céc thira s6 nguyén 16 déu chin.
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Vi du 2. Khir miu cua biéu thiic 1dy can

a) ’_I : b} 3_?{ .
Giai

Bl [ 2R L [3R o L maoian)
27x 9x

27x3x  \R1x2
3x 3x.5y 15xy 1
b) |—-= = = ,,‘lﬁxy
J5y3 \’5}'3 Sy J25}=4 5}'2

(PK:xy=>0;:y#0).
Vi du 3. Khir miu cia biéu thic 1ay cin

1 ’1 1

Y e e b |——-—.
\/x3+3x"+3x+l x2 X
Gidi

a]\/ 1 [ 1 [ x+1

x> +3x2 43x+1 -Wxﬂ)a “V{x”),,

=( 11}2 Vx+1 (DK :x>-1).
X+

11 x=1 _ [x(x=1)
b) J—=-—= =
sz 13 J 13 ‘J 14

=L,~Jx{x—]] (PK : x = 1 hodc x <0).
2

Dang 4. TRUC CAN THUC O MAU
Phuong phap giai

e Cdch I : Riit gon biéu thifc (néu cé thé) :
— Phan tich tir s6 thanh tich co thira s6 1a cdn thirc & miu.
— Chia ca tr vi miu cho thira s6 chung.

e Cdch 2 : Nhan ca tr va mfu véi biéu thirc lién hop cua miu dé 1am mat
diu can & miu.
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Vi du 1. Truc can thic & miu

)3+vr b}2+\r

m_ \5+1
Giai
H)T“éhﬁ_ﬁ(ﬁ*‘)hﬁu
W3 25 0 5

2+\E ﬁ(aﬁﬂ; 3
DTS e S ilE,

Vi du 2. Truc can thirc & miu

yis o .
Ve’ 5=l O 5ea’
Gidi
o3 3.7 J'
e
2 Z(vﬁ+l) 2(£+1) $
RS 1 0 B =T I
: 3(V15-4 3(V15-4
R J€+4_( 5£4)( ]4) (15-|6)=3(4_JG]'

Vi du 3. Truc céin thire & miu

]sJ' -3J5 " V2
sV3+35 -2 443

Giai

o 335 _ (sv3-3V5)’
Y SBi3 (5v3+375)(5v3-3V5)

_seas-sovis_M(4-VE) |

75-45 30

4]



i V2 (1-2-3)
YTV (12 B) 12 —5)

VA(1-E-) VE(1-4E-V) VE(1-v3-4A)

(l_ﬁ)z_3 1-242+2-3 22
_-.,G+J§—I
R e
Vi du 4. Truc can thic & miu
1-va i . 1
a) vdiaz0;a#l; b) viia>0;b>0; ab=—.
1++va Va+Jb-1 4
Gidi

lJ_ (1-\"5)2 _1-2Va+a
l+qr (I+J§)(I—~J§] I-a

} i : 1.(J;+JE+I) _ Ja +b +1
Forfo-1 (Varvb-1)Jasvb+1) arbe2vab-1

Va+/b+1 4J§+J‘E+l_

a+b+2JI—I wlh
4

Dang 5. SO SANH HAI SO
Phuong phéap giai

Thuc hién cic phép bién déi don gian biéu thirc chita can bac hai réi so sanh
hai két qua. Ching han :

— Dua thira s6 vio trong ddu cin rdi ding tinh chat :
Néu A>B>0thi VA >B.

~ Dura thira s6 ra ngoai ddu can rdi dung tinh chét :
NéuA.B.C>0thi A>B< AYJC >BJC.
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Vi du 1. Khong diing mdy tinh hoac bang s6, hiy so sanh :

a) 5J6 va 73 : b}3’2§ﬁ5£.
Giai

a) Ta c6 5v6 =/25.6 =150 ;
73 =J49.3 = J147.
Vi V150 > 147 nen 56 > 743 .

b) Ta c6 31‘23 - lo8_3m .
3 4.3
1 o
5J1—= 25.2 =30.
5 5
Vi V24 <30 nén 3,‘2% cSJI%.

Vi du 2. Khong diing mdy tinh hodc bang s6, hay so sénh :

a) %Ji va %ﬁ : b) =3v11 va —2423.

Giai
5 25 25 1
Taché =2 =,—2=[—=[3—-:
AR 4J_ Vis2=Vs ~V'3
2 ’4 ’23 {I
=T =, =T=]—=,3—.
J_ 9 9 9
V‘:"B% "36 nen—\r} f

b) Tacé -311 =—+0.11 =-J’9§ :
223 = J121 =02,
—+J99 «:——J9_2 nén —3Jﬁ<—2\f1’-3.

Vi du 3. Sip xép theo thir ns ting din

a) 643, 7V2, 15@. 9E : b) —71, %Jﬁ%ﬁi -53.
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Giai

a) Ta c6 633 =4/36.3 =108 ; 742 = 49.2 = \J98;

el 8 0

Vi Jg_ﬂcJ‘ﬁ-cJQTJc:JIUR nén lSE(Tﬁ(QEdﬁ\@.

2 2 6 [
b) T a-J|2=J-.12=,/—=J5— ;
)Taco 3 9 3
lJ:n:Jl.zu ,/ ,’5%;

-5v3 = 25,
Vi - TSc:—\rﬁ{"ﬁ%{J% nén —Sﬁ:—Jﬁ{%m(%Jﬁ,

Dang 6. RUT GON BIEU THUC
Phuong phip giai

Thue hién cde phép bién ddi dom gidn biéu thie chita can bac hai réi thu gon
cdic cin thire déng dang hodc mit gon céc thira s6 chung & tir vi méu.

Vi du 1. Rt gon cidc biéu thiic sau :
0 V8- + 4L by VBWTE + V5 -
Giail
) VB0 50 + 4,1 =10V3 - 5VE +4. 1 VB =645
b) ﬁ(Jﬁ+Jﬁ-Jﬁ)=J§Tﬁ+J|3—5-J37_s

e 2[5 65+ 205 -3 6= 5.




Vi du 2. Riit gon cdc biéu thic sau :

a) 12£E—€]; b) 4J§+%J5+J§.
Gidi
a) lﬁ[E-EJ=]2[%JE—%J€]=4JE—6J€ =26

bm[ .rf RN PN N3

Vi du 3. Riit gon biéu thiic :

P= -J9Tb+?J:— J:—Sab\{_ véia, b>0.
P= J_+7J:— J:—hb\r

P=3~.@+%Ja_—§~fa_b—3ab.a—]bd'a- (%—ijvﬁ.
Vi du 4. Riit gon biéu thiic :

B= : + s + !

_JE—JZ 36+32 36+35.

Giai

e o +_l__3(~4'§+J§)+4(J€—J§)+Jg,J§

A543 642 J6+]5 52 6-2 6-5
- (V5+42)+(4B-+2)+ /6~ =246 .

Nhdn xét : Phuong phdp giai vi du nay la truc can thirc & méu réi lam céc phép
cong, trir. Néu quy déng mdu thi rdt phiic tap.

2 3 2
Vidu 5. Cho a> b >0, chimg minh ring ah (M ~tn =£,,‘ﬁh_
a-b 75a%b 15
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Giai

a’b [8(a’-2ab+b%) a’b [8a-b)’b
Ta cH 3 = 7
a-b 75a°b a-by 75abb

2

a‘b 2(a-b) [2b 2 [2b3 2
Gl .J—:- = == J6b.
a=-b 532 3 5Y9 15

Ta thdy v& trdi diing biing vé& phai.

C. BAI TAP TU LUYEN

1. Dua thira s6 ra ngoai ddu céan :
a)V75a? ; b) Jgsas (bz ~6bi+ 9] :

2. Ruiit gon biéu thiic :
a) 2125-5V45+6420 ;  b) 24754427 +412.
3. So sénh cdc s6 sau :

a) 347 va 2415 ; b) —45 va -543.

4. Khir miu cia biéu thic 14y can :

3 2
— ) .=
T ETNLRE
5. Truc céan thicc & méu :
a-2va L - DU -2
Jaek © " s I=AZ+43

6. Truc cin thic ¢ miu :

a)

O P R e 547
S5 NN R -

7. Tinh

a’[ﬁiﬁ)z‘
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I : 1 |
b*) + + —_—t,. .
JI+d2 2+ B+44 J99 +J100

8. Cho x =— ek lld . Chitng minh riing 3x 12 mot s6 nguyén.
147 - /48
: » 26 . A
9%, Bién doi vé dang a +b+/3 . Tinh tich a.b.
10+ 443

10*. Tim cdc cap s6 nguyén duong (x ; y) trong d6 x < y sao cho Jx + J_ =+/539.

HUOGNG DAN GIAI - PAP SO

7a’(b-3)"2a néu b>3

1. a) 5av3a (@a>0); b)
7a2(3—b)v/2a néu b<3.

2.2) I\5: b) 0.
3.2) 3WT>2J15:  b) -4/5<-53.

4. a) LJE; b) %JE

20

5.2) Va ; b) —[zﬁ+5] ; o) #
6.2 -2(¥5+3); b % ; &) JAB=6.

7. a) 5426 ;

b) Truc cén thic & miu cha méi 6 hang rdi tinh téng dugc 100 - J1=9.

8. Tinh x duoc x = %.dodﬁ Ix=T7elZ.

26 13 =5—2J§.

9%, =
104443 5+2V3

Viya=5;b=-2.Dodéab=5.(-2)=-10.
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10, 539 = 49.11=7.411.
Taco 7T =11 +6J11 =211+ 511 =311 +411
7 =11 +/36.11 =411 +J25.11 = 0. 11 +V16.11
Vx4 Jy = V1144396 = V44 +4/275 = /99 + 176 .

Bai todn ¢6 ba ddp s6 : (11 ; 396) ; (44 ; 275) ; (99 ; 176).

§8. RUT GON BIEU THUC CHUA CAN THUC BAC HAI
A. TRONG TAM KIEN THUC

D¢ rit gon biéu thitc ¢6 chira can thic bac hai, ta ¢6 thé :

e Thuc hién cdc phép bién ddi don gidn cdc cin thirc bac hai nhim lam xuat
hién cdc can thie déng dang, tir d6 thuc hién cdc phép tinh cong, trir cdc
can thiic déng dang,

* Phéi hop thuc hién céc phép tinh véi cdc biéu thic ¢6 dang phan thic ma nr
va mlu c6 chira can thirc bac hai theo quy tac thue hién cdc thép tinh vé
phan thitc dai s6.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. RUT GON BIEU THUC CHI €O CONG, TRUCAN THUC
Phuong phap giai

Pua thira s6 ra ngoai hodc vao trong dau can, khir miu cua biéu thire 4y can
réi ding cong thire :

m\ﬁ—nv{z+pﬁ+q=[m-—n+p)ﬁ+q

trong d6 A 2 0.

Vi du 1. Riit gon cdc biéu thifc sau :

a) V20 /80 + /45 ; b) V18 /50 + /08 .
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Giai
a) Tacd V20-/80+/45 = 2/5-45+35=15.
b) Tacé VI8 =50 +V98 = 3¥2 =542+ 72 =52

Vi du 2. Riit gon cdc biéu thifc sau :

a) V4, —%J‘Eﬁ\g; b) 42\{26340‘];_13\]9;8.

Giai
o Jis-tvmes[l o P2 Lo 3
=§\5_3J§+§ﬁ=ﬁ.

6 2 3
" 41.%-..’6—10.%(—1? L
= 356 - 56 —28J6 = 2/6.

Vi du 3. Riit gon biéu thirc

M= 2x\/l 6xy” +?J25x3y3 —3yJ36x3y vGixz20:y20.

Giai

Taco M =2xJ16xy3 +?J25x3 ? -3yJ3613y
= Bny_y + 35x:,'J_ -1 Bny_ 25::}'(
3

Vi du 4. Rit gon biéu thite N = JI J_ | .

Giai

Taco N= J J— I-J_

2

4. TTKTToan3/1-A
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=J2+2J§_J2-J§ =J4+2J§_J4-:\ﬁ

=%J(J§+t)2 —%J{ﬁ—l}z
= %[w‘im—(ﬁ—n]ﬂ.

Vi du 5. Bién déi biéu thic SJE -4JE -JI vé dang (LL 1]-4’5 . trong
a b ab a b ab

déa,b>0;x,y,2z,€ Z.
Tinh téng x +y + z.
Giai

sl (L)

Viyx=5;y=-4;z=-1.Dodéx+y+z=0.

Dang 2. RUT GON BIEU THUC CO CHUA CAC PHEP CONG, TRU, NHAN,
CHIA CAN THUC DUGI DANG PHAN THUC DAI SO

Phuong phap giai

e Xic dinh diéu kién dé biéu thic c¢6 nghia gém : diéu kién d€ biéu thic 1ay
cdn khong am va diéu kién dé miu thic khéic 0.

¢ Van dung céc quy tic cia phép tinh vé phan thitc dai s6, két hop véi cic
phép tinh vé cin thitc d€ dua biéu thiic di cho vé dang don gian nhat.

Vi du 1. Rit gon biéu thic P = J; - W ;
Jxy-x  y—yfxy

Gigi
Diéukién:x>0;y>0;x#y. Khidétacé:

Wy y-x
Gy -5 By v vy -v0

50 4, TTKTTodndH-B



_Gy=anly£do _Jy+Vx
Jxy(Jy =vx) Gy

Vi du 2. Riit gon biéu thiic P=[J; J: JE

= .
7; x+3:,ixy
Gidi
Diéukién:x>0;y>0.Khidétacé:

Jry  _ dx-3fy xx+dfy)

"[% 3]x+ar N =

Vi du 3. Riit gon biéu thiic P = [w" Y‘F+J_] x-y).

Y-y
Giai
Didukién:x,y=20;x#y.Khidotaco:

R

P=(x+2/x
(F+h) Ry
IR
Vi du 4. Riit gon biéu thic P=[I+X+J§+]} xJi+—la'
Gidi

Piéukién:x20;x= 1. Khidétaco:

x+J_+!+w'r; IJ_ 1

P=
X+4yx+1 J_+1

y
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_x+2-q";+l xv/x -1

P i
Xx+4x+1 J;:'+l
2
(‘E”) (Vx =D(x+Vx +1)
P= ;
X+4x+1 J;-kl
P=x-1.

Jx-1 2k 3&—!}[% 2}_

Vi du 5. Riit gon biéu thirc P = + =
‘ o [J;H Jx-1  1-x

3 ®a

Giai
Diukién:x>0;x# 1. Khidétacd

P=(J§—|)2 +2J§[J§+1]+3J§—1'2J;_2

(\E"")(v&—l) X
p=K"2JJ_i+I+2x+2J;+3J__| Z(J;-l]
(w";+l](~f;—~1) Tox

1 3Wx (Vx+1) LE(\E-I)__‘ 6
(J;H)(\I";-rl] X 7:

Dang 3. RUT GON ROI TINH GIA TRI CUA BIEU THUC HOAC RUT GON ROl
TIM GIA TRI CUA BIEN DE BIEU THUC CO MOT GIA TRI NAO DO

Phuong phap giai

Trudce hét tim diéu kién dé biéu thic c6 nghia réi rit gon biéu thirc. Sau do
thay gid tri ciia bién vao biéu thitc da duge nit gon réi thuc hién cdc phép
tinh.

Hodc c6 thé phii sir dung két qua nit gon, lap phuong trinh hodc bat phuong
trinh rdi gidi ra dé tim gi4 tri cia bién.
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Vi du 1. Cho biéu thiie p=YX=1_ 2% 25V
Xx+2 x-2 4-x
a) Riit gon P.
e ’ 2
b) Tinh gid tri cta P véi x = g
2-43

Giai
a) Diéukién:x20;x#4. Khidétacé:

_ (- Dx =2)-2dx (x +2)-(2-5Vx)

P
(Wx +2)(vx-2)
P=x—3~ﬂ+2—2x——4xf——2+5£
Wx+2(x -2)
p —1—2&

T Wx 1D -2)

b ~x(x +2) = Jx
Wx+2)Wx-2) 2-Jx’

b}Tacéx=5—%=2{2+ﬁ}=(ﬁ+1]2:>y’;=ﬁ+l.

Dodé P=

3+l _ﬁ+1_[\'§+1]2_4+2\:’5_
2-(B+1) 1.3 2 2 e pinlal:

Vx+2  Wx-2 J 4x

Vi du 2. Cho biéu thic P = : P
' x=1  x=2Jx+1) (x=1)

a) Riit gon P.

b) Tinh gid tri clia P, biét |x —5|=4.
Giai

a) Diéukién: x>0 ;x = 1. Khidé tacé:
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Jx +2 x-2 | x-1?
N E-DE) (G| #
':J;+2)( —1)-(Vx-2)(Vx +1) (x-1)?
(J_ } ( x+1) 4
p_ (xevx-2)—(x-Vx-2) (x-1)®
(Vx-1)° (Vx +1) .
. 2Jx (Vx 1) A x+1)
(-1 (xe) &

p=J;+I‘
23:&
b)Tac6|x—5|=4ﬁ[x-5=4 c{":q
T [
vang e p 0l 4 2
2J9 6 3

Véi x = 1, khong thoa man diéu kién da néu nén biéu thitc P khong cé gia tri.

Vi du 3. Cho biéu thic P = ﬁ-M .i.
x-y 2Jx-2Jy ) Vx—-\y

a) Riit gon P.
b) Tiah gi t cda P, bisk X =2
¥ 9
Giai
a) Diéukién: x20;y20;x=y.Khidétacé:
ZJ_ Vx +Jy X
x-y 2(Vx-Jy) | Vx-y
Wy -(E+fy) ok

ARy +5) -
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P_4 yxZJ_y 2Jx
2(Vx =)+ fy) V-

(x 2\/_+y) 2&
AR )

R O ) S -
N N N i e

h)Tacéui:i:ay:g—x.
y 9 4
Bodd a5 . V& K _ 2
Jief® i 3OS
3 2 2
1 2 2 1
Vidu4. Cho P= - : S .
; ° [th x+4£+4) [x-—4 J;~2]
a) Riit gon P.
b]ﬂmxdél:’:—%,
Gidi

a)Didukién:x20;x=4.Khidétaco:

PJ L. .. 3 2 1
LJ§+2 (J;ﬂ)z] [x—ft &-2]
P=J;+2“2-2_(J;+2)

(Gezf x4

Vx (x-2)Jx+2) _2-vx
(L so) —Jx 2 4+x

P=




b}Teu:c‘:P:-l == J_ 1
"’+~.r

= 2&—4=\E+2
(= J—=6

< x = 36 (thoa man diéu kién).
Vi du 5. Cho biéu thirc

FZ[JII+3+x&iq‘;ﬁ]:[(ﬁs_iﬁ:{;]'

by Timxdé P> 1.

a) Rit gon P.

Giai
a) Diéukién: x>0;x#9. Khidéracé:
b \"-(’J— 3)+3 x- 3\];_',3

J_[J_ 3)(J_+'i) \f—[\t’_+3}

e x-3x +3 J;("{;"‘3)
B lR-3)(d ) -a+3

i i
o i T I Ty
Jx -3<0 Jx-3>0



Dang 4. RUT GON BIEU THUC ROI CHUNG MINH BIEU THUC €O MOT
TINH CHAT NAO PO HOAC TIM GIA TRI NHO NHAT, GIA TRI
LON NHAT CUA BIEU THUC

Phuong phip giai

Trude tién tim diéu kién dé biéu thifc c6 nghia.

Sau dé rit gon biéu thic, bién d6i két qua (néu cdn) roi 1ap ludn di dén diéu
phai chimg minh hoac dén diéu phai tim.

Vi du 1. Chiing minh ring gid tri ctia biéu thic sau la hing s6 véi moi gid tri thich
hopciax vay:

i Jx "J_— |‘((}v{_
-y ;%f_(]

Giai

Piéukién:x>0:;y>0:x=vy.Khidotaco:

[ & 2Vx-y | Jxy(Vx-y)
W) W —R)| (F-G)

ey (V- Vb)
(*’r‘\fr) (Vx-5)

(5-) V5(E-4)
) (&)

A=1.
Vay gid tri cia biéu thiic A luon 12 hing s6 v6i moi gid tri thich hop ctia x va y.
- 1
Vidu 2. Cho bidi thilc B=—242 Jx -
XVx + l J_+ 1 Jx +1

a) Riit gon B.
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b) Chimg minh ring B luon ludn c6 gid tri khong dm vai moi gid tri thich hgp

cua X.
Giai
a) Diéukién: x 20. Khidotacé :
B:x+2+(~f;—l)(\’;+l)—(x-£+l)
(Vx+1)(x-vx +1)
=x+2+x—l-x+~q{;—l

(J;H)(x —J;H)
x+Vx
(Vx+1)(x=vx +1)
VR (VR +1)
J;+1)(x—J;+l)

Vx

| PR S

X—vx+1

B=

T

b) Tacé x >0 nén vx =0
(¥ &
xJJ;+l=[J_--£J +z>ﬂ vGi moi x.
Jx

Dodé B= ————2>0 vdi moi x 2 0.
X—=vx+1

ViduJ.Chobiéum&cC=[ L 2 ]: =4
\E—l XVx —

x+4x -1/ x+1 i
a) Rit gon C.
b) Chiing minh réng C ludn ludn c6 gid tri &m véi moi gid tri thich hop cia x.
Giai
a)Diéukién: x20;x=1.Khidotacé:

- 2 Ax-x-1

cz[ﬁ—l (JE-]](“])J‘ x+1
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o x+1-=2 —(x+1)

(W -)(x41) x=Vx 1

o -l ()
(J_ l)x+l] x—vx +1
()
~Vx+1

b)Tac6x=0;x= 1 nén *(J;H){U
- x+l=[\l’_—l]2+é>{)
2 4
~(Vx +1)

X—yx +1

Cn

Dodé C=

<0 vG&i moi gid tri thich hop cua x.

Vi du 4. Cho biéu thiic D =[2

Jx-1 6vx +1 Jx
2Jx -3
a) Rut gon D.
b) Chimg minh ring D < % :
Giai
a)Diéukit_‘.n:x&U;xi%.Khidélacé:
-3]-(JI-1) ﬁJ£+1+JI(2J§-3]
2Jx -3 ' [zJ'— ]( x+l)

4J_ 6-Vx+1 6vx+1+2x-3Vx
e = (2vx-3)(Vx +1)

x-S (2vx -3)(Vx +1)
2 % -3 2x+3vr-+l

.

[24_ 3)(Vx+1) |
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}f's('J- 3)(Yx+1)
C2Jx-3 (2J;+I](J_+l]

poWx-5
2Jx +1°
b) Xét hiéu D-é—}‘r 5 E_ﬁvr_ 10— 6+/x — -
2Wx+1 2 2(2dx+1) (2JI+1}
3
Vay D<=,
dy D<2

. 3 .
Nhdn xét : Vé mat phuong phdp, mudn chimg minh D < 5 la chimg minh

D~2<0.
2

1 1 Jx -4
Vi du 5. Cho biéu thitc P = + ] e .
: S (Ji—l x—l][ JI-l]

a) Riit gon P.
b) Tim gid tri 16n nhit cua P.
Gidi
a) Didukién:x20;x# 1. Khidétaco:
(e 2(R1)-(-4)
(V-1 (Vr) Jx-1

- Vx +2 Jx -1
(J;-l](\";+l).~f;+2

1
P= ;
J:_c+l

1 1
b)Tacé P = <-=1 vi Jx 0.
Jx+171

Do d6 maxP = 1 (dat duoc khi vx =0 x=0).



Vx-3 Jx+3 14 }4’;-3_

Vi du 6. Cho biéu thiic Q:[J_ P -
X+ X - =X

a) Rit gon Q.
b) Tim gid tri nho nhit coa Q.
Giai
a)Diéukién:x20;x#9. Khidétaco:
Q=(J;-3]2+(J;+3)2+t4 s
(Vx+3)(Vx-3) 2
Q=x—-6wﬂ+9+x+6&+9+l4 Jx-3
[
2x+32 Jx -3
) 2

_x+16

_J;+3_

x+16 x-9+25 J_ 25
= =4x-3+

J;+3 J;+3 -J;+3

25
=Jx+3+ -6
Vx+3

25 e .
>2 (ﬁ+3].m—6 (bét ding thiic Co-si)

Q=

b)Taco Q=

z210-6=4.

Ddu “=" xdy ra khi va chi khi Jx+3= 2
Jx +3

2

= (JE +3)' =25

< Jx+3=5

<> X = 4 (thoa min diéu kién).
Vay minQ = 4 khi x = 4.
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Dang 5. CHUNG MINH DANG THUC
Phuong phap giai

Bi¢én ddi v&€ nay thanh v&€ kia hoic bi€n déi ca hai v& ciing bing mot biéu
thitc thir ba.

Vi du 1. Chimg minh ding thitc sau véi x >0;y>20vax #y:

[x+J§4J_JJ_I Jx

Vi- x-y ) & x+ly
Giai
XétvewrdaiT:
T= [ x+J;: 4r} Jx - \I’_
Vx-Jy x-y )

N
)R
T=x+2 xy+y—4ﬁ. Jx
-3 -5
)
R ) R
T= x -
3x+:iy

Ta thdy v€ trdi ding bing v& phai nén ding thifc di cho 1 diing.

Vi du 2. Chimg minh déng thifc sau véi x,y >0 vax zy:

o eyl

Gidgi

XétverdiT:
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Vx+y)(x—xy +y
(OB o o

B S
(BT d)

Xét v€ phai P :
R N R e
X +4Y X+ y.

R rang T = P, suy ra diéu phai chimg minh.

C. BAI TAP TV LUYEN
. Riit gon céc biéu thiic sau :

2 3 |
6+3;==4,[/=+12,|=

b) 6va +3v25a° —24/36ab ~2%a  véia, b> 0.
. Bién d6i biéu thic J"—*:-J"—‘: vé dang —=—x2 -1, trong d6 x > 1.
X = X + x* =1

Tinh gid tri cha m.
. Riit gon réi tinh gid tri ctia biéu thic P véi x = 0,36 :

Jx 36-4'_
S g i

. Chimg minh ding thiic sau véix 20;y>0 ;y#1;x#y:

. Cho bidu thifc P=[x+L)[ - J

J; x-—J;+1 \.";4-1
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a) Rit gon P.
b) Tim cdc gid tri nguyén cla x dé P ¢6 gid tri nguyén.

o JI—&] xv/x —36vx
x =36 x+6\E .E[J;—B](x—Zv’;+3)v

6*. Cho biéu thiic P = {

a) Rit gon P.
b) V6i gid tri ndo cia x thi P c6 gid tri 16n nhat ? Gid tri I6n nhit do 1a bao
nhiéu ?

2Jx+3 3Wx-2_ 15Vx-11
Yx+3  Jx-1 x+2dx-3°

7%, Cho biéu thiic P =

a) Riit gon P.
b) Tim gid tri nho nhat cia P.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO
1. a) 2V6 : b) 3(5a—4b)a .

vx* -1 ,suyram=2.

2. Khir miu cia biéu thic 14y can duoc

Jx -3

3 P= vﬁidiéukienxzﬂ:x#‘).Khix:d,36.tacé P=—£.
Jx+3 3

4 /xy ax

4. Riit gon vé trdi duoc ——L .
X—y J; X—y

x2 -1

Jx-2

5. a) P=
=%

(x>0); b)xe {1;4).

6*¥a) P= voi didukienx >0;x #9; x = 36.

6
x—2x +3

b) P:_G_E

(Vx=1) +2

Suy ra maxP = 3, dat dugc khix = 1.

=3 vi (J;-IFEDJ.

ta | o



5Jx -2

7. 3 (xz0;x=1).
\";+3
B . 1
Vx +3 Jx +3

Pzﬁ-—l—; (vi Vx 20)
Pz = (diu‘—" xay ra khi x=0).

=
Viy minP = —;. dat duge khi x = 0.

§9. CAN BACBA
A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Khdi niém can béac ba

Can bac ba cia mot s6 a 14 s6 x saocho x” = a.

Ja=xexP=a.
Nhuvﬂ)[ ] ‘j_ a.

Nhan xét :

— Cin béc ba cta s6 duong 13 s6 duomg ;
— Cén bac ba cta s6 am la s6 am ;

— Cin bac ba cua sd 0 1a s6 0.

2. Tinh chat -
-n{b@%-f%:
o Yab=3adb ;

q!_———m (véi b =0).

5. TIKTToand/M1-A
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TIM CAN BAC BA CUA MOT SO
Phuong phap giai

Dua vao dinh nghia cin bac ba clla mot s6 :

¥al =a.

Vi du 1. Hay tim
a) 3216 ; b) 729 ; ¢) 1331,
Gidi
a) M=%{§=6:
b) ﬁ:%{;}:';‘:
o ¥ =3 -1,
Vi du 2. Hay tim

a) ¥-343 ; b) Y=1000 : ¢) ¥Y-1728.

Giai

a) Y33 =313 =7,
b) ¥-1000 =3/(-10)* =-10 ;
¢) Y1728 =3(-12)® =-12.

Vi du 3. Hay tim

8 125
— b) 3I-— ; 3-0, :
Y %7_ 'V 512 S0
Gidi
8 (2}3 2
a) d—=# 2l =X
27 3] 73
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8. [_z"-_g.
2 8) 8°

¢) Y-0,064 =J/(-0,4)* =-0,4.

Dang 2. SO SANH
Phuong phép giai

* Pua thira s6 vao trong dfu cin : adb =a’b.
® So sdnh hai s6 trong ddu cin :a<b & Ya<b.

Vi du 1. So sdnh
a) 7 va 3345 ; b) 236 va 332,

Giai

a) 7=3343 <3345 ;
b) 236 = 8.6 = Y48 ;
W2=2712=54.
48 <54 nen 236 < 2.
Vi du 2. So sinh

a)%ﬁ va%bﬁ; b) Y130 +1 va 3312 -1.

Gidi
a) Tacod %b’ﬁ:d(-}f.m:g:ﬁ i
S DS

P12 3
Vi 5—>5— né —é‘lﬂ —é‘lz.
e e TR
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b)Tacé Y130 +1>3125+1=5+1=6 :
WN2-1=92712-1=9324 -1<P343-1=7-1=6.
Vay Y130 +1 > 3312 -1.

Vi du 3. Cho a <0, hoi s6 nio 1én hon trong hai s6 J2a va Y3 ?

Giai
Tac62<3suyrala>3a(via<O).

Dodé 32a > 33a.

Dang 3. THUC HIEN CAC PHEP TINH
Phuong phap giai

Vién dung dinh nghia can bic ba clia mét s6, cdc tinh chat nhén cdc can bic
ba, chia cic cian bic ba.

Vi du 1. Rat gon cdc biéu thac
a) Y8+ Y27+3-64 ; b) Y54 -Y-16 +128.
Giai
a)Taco 8+ Y27+ ¥-64 =2+ (-3)+ (-9 =-5.
b) Y54 - Y16+ Y128 =32 - Y23 2+ Y832 = 332 + 232 + 432 =032
Vidu 2. Tinh

0 WEATES-00:405 5 by (VB +1)(¥F-33 1),

Giai

a) Y16.313,5-3120:15
= {16.13,5-120:15

=163

=6-2=4.
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b) [QEH)(Q.E—;’JEH) :
- %fﬁ—%+%5+%ﬁ-%5.+l

=2+1=3
Nhdn xér : Dé tinh tich trén ban c6 thé ding hing déng thic :
(a+ I:t)(a1 —ab + bz] =a’+ bs.

Tacs (¥3+1)(¥F-¥2+1)=(¥B) +1° =24123.

Vi du 3. Tinh
o (B+1) 3(Bt): b (YE-32) +6¥3(¥2-1).

Gidi
3
a) Ta c6 (?.Eu) —3%:'5(%’5+1]=5+3¥E+32’!§+|-3¢‘25-39/5=ﬁ,

3
b (V4-32) +632(32-1)=4-3¥32+3%16-2 + 634 -632
=4-634+632-2+634-632=2.
Vidud. Tinh A=3V5+2-3V5-2.
Gidi
Dé tinh gid tri cia A, ta tinh A’ sau do suy ra A.
Ban nén nhé hing ding thic (a - b)’ =a° — b° — 3ab(a - b).
3
Tacs A3 =(I5+2-Y5-2)
A3 =(JE+2)—(JE-2)-3d[£+2](£-2).(¥£+2-WE-z)
=A'=4-3A
A +3A-4=0 S (A-1)AT+A+4)=0

SA-1=0WiAZ+A+4>0)

e A=1.

VayA=1.
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Vi du 5. Riit gon biéu thic

+1
a) Y3 +143x(x+1) ; T, s S
yx_z-—%";ﬂ

Gidi

a) Tacé ¥x3+l +3x[:lc+i}l=€,‘[(x+l]3 =x+1.

_(a«zﬂ)(%/?z arlj

x+1

% yx_‘?—égﬂ_ %[x_z'%l';ﬂ =%_E+l.
Dang 4. GIAI PHUONG TRINH
Phurong phép giai
eNéux'=athix=43a.
o Néu ¥x =b thix= b,
Vi du 1. Giai phuong trinh
a) Ix+7-3=1; b) ¥1-x% +2=0.

Giai
a) Taco 3Jx+7~3=1c:.\:'3x+?=4 ax+T=064cx=57.
b) VI-x2 +2=0V1-x2 =2 s 1 -x*=-8e>x*=9 e x =143

Vi du 2. Giai phuong trinh
a) ¥1000x —J64x -27x =15; b) Yx-3+3=x.

g

Giai

a) Ta c6 Y1000x —3/64x —427x =15
o 103x -43x -3¥x =15
o 3fx =15

o Yx=5

& x =125,
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b) Yx-3+3=x
& Yx=-3=x-3
*:::>:li—3';={yc—3)3
<:>(x—3)3—(x—3}=0
S x-3x-37-11=0
Sx-3x-4)x-2)=0

Sxe {2:3:4).
C. BAI TAP TU LUYEN
1. Tinh
a) ﬁtaz.ﬁ.gg 1 %’E:%-{fzz%:dsa%.
2. Tinh

o (B+32) b (B-3)(¥5+ 15+ 1),
3. Riit gon biéu thitc :

a) %fi.(s%!ﬁ—s%’mf)dfi%—o . b) (12%+%—2¥5)[5¥3—3£].

4. Tim x, biét :
a) 2327x + %%’—3431 +9-729x =2 ; b) Vx> -9x2 =x-3.

5% Tinh M=35v2 +7-35J2-7.

HUGNG DAN GIAI - DAP SO

1

l.a)-6; b) ——.
a) ) 2
2.2) 5+3918+3312 : b2
3.a) 232 : b) 84.
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1
4.a) ——; b) 1.
) 3 )

5. M = (5v2+7)-(5v2-7)-3Y(5v2 + 7)(5¥2 -7) M

oM =14-3M

oM +3M-14=0

SM-DM +2M+7)=0

SM-2=0 VM +2M+7=M+1Y°+6>0)

oM=2

ON TAP CHUONG |
A. TRONG TAM KIEN THUC

Céc cdng thirc bién déi can thirc

72

VA2 =|al.

2. JAB=+JAAB (v6i A=0:B20).
A JA

3 Jimtl (v6iA=0:B>0).
\E 7 :

4. VA’B =|A|VB (v6i B2 0).

5. AVB=vVAZB (véi A>0: B2 0).
AVB =-vJA’B (véi A <0va B2 0).

6. JE=i,fAB (vGi AB=0vaB=0).
B |B|
A AVB

e S O s L véi B> 0).
7B B ( )



i B c(Va B)

JVA+tB  A-B?
C c(vA +VB)

9 ————m—— L (VGiAZ0:B=0:A'2B)
JA +JB A-B

(vGi A>0vi A =B,

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. RUT GON BIEU THUC, TINH GIA TRI CUA BIEU THUC
Phuong phap giai

¢ Tim diéu kién ctia bién dé biéu thic c6 nghia (néu cén).

e Ap dung cdc cong thiic bién ddi can thic, quy tic thue hién céc phép tinh
vé phan thic dai s6 d€ rit gon biéu thirc.

¢ Thay gid tri chia bién vdo biéu thitc da rit gon réi thuc hién cic phép tinh.

Vidu 1. Rit gon cdc biéu thite sau :

’9 25 ’49 / |
a) — o 3_ ‘
16 36 8 8

b) m-‘jﬁ{[ﬁ+l]z+(ﬁml)z].

Giai
a}TacéJi:E-J‘;—‘g:J;!-
16 36 8 8
- (2.35_|9.35 _35_ (49 _9 7 _1
1636 VY8 8 46 Y25 10 § 2

b) 45,82 —44,22 -Jﬁ[( 2+1) +(V2-1) ]
= J1,690-6.6 =43-6=6.
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Vi du 2. Riit gon cdc biéu thic sau :

’165"—]24' ) 2-3
41162-112- 6+1 i v

Giai

) i |1652—1242
\Jnez 1122

41.289 "
164 64288

’23 i
576
o ra 3
34‘2 ‘% 46 12
. 5(J€-1]+Ji—~f§
J6+1 2+
2 2
s($6-1)° , (Y2-3)
6-1 2-3
w TG =546 =2,
Vi du 3. Riit gon céc biéu thic :

3+3~f V2410 xx+xJ_ yx - YJ_
6+245 ' X - 3’+)'~/— )’\F

Gidi
3+3V5-v2 10 _3(14+5)-v2(1++5)
6+2V5 (1+45)°
_(1+45)3-42) _3-\2
(145) 145

a) Tacod
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wissforliovly slEefi)-yEef)
oy ylioyly (Ve ) (Ve )y (Va4
{

(J;+J:._r)(x—y} N J’_H‘J; ( "‘J)_') _(J;+J;)2

T E B y) (Rl y) ey

bidukiénx20;y20;x=y.

2Jx-9  Jx+3 2Jx+1

X=5Uxt6 Yx=3 d=oix
Gidai

Diéukien:x20;x#4;x#9.Khidétacd

24/x -9 Jx+3 2Jdx +1

Vi du 4. Riit gon biéu thic P =

gl 1 i g g e
p_ 29x-9-(Vx+3)(¥x -3) + (2¥x + 1) (Vx -2)
(Vx -2)(Vx -3)
P=2J;~9-x+9+21—4~..‘;+\,{;—2
(Vx-2)(vx-3)
po_x=¥x-2 _(x+1)(Vx-2) _+x+1
(Vx-2)(¥x-3) (Vx-2)(¥x-3) x-3
. s BRI &+131|J'
Vi du 5. Cho biéu thic P = J_+3 7= 3 =
a) Ruit gon P,
b) Tinh gid tri cia P véi x = 7*:*5_
Gidi

a) Diéukién: x20;x=9 Khidétacéd

p o 2V (Vx-3)+ (Vx +1)(Vx +3)-3+11Vx
(J;+ 3}(1’;—3)
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2x-6J;+x+4J;+3-3+11J;

P=
(Vx+3)(Vx-3)
po_ I+ 3Wx({x+3) _ 3k
(Vx+3)(¥x-3) (Vx+3)(Vx-3) x-3°
h)Tac6x=T+4Jj [2+2J_] N~ 2+J_
2+vr
DudéP—- _6+33 2
2+43 2 i-4
—=3
2
_6+3/3_(6+3V3)(\3+4)
Vi-4  (J3-4)({3+4)
_6\3+424+49+1243  -(33+18/3)
- 3-16 -
Vlduﬁ.Chobiéulhﬁch( i —LJ: e,
; Jx+3 Jx-3 9-x Gx+2
a) Rit gon P.
b) Tim cdc gid tri nguyén cia x dé€ P c6 gid tri nguyén.
Giai

a) Didukién: x20; x»9,Khidétacod

4(\{_ -3)+5(Vx +3)+6 Jx+2
(Vx+3)(Vx-3) 6

VX -345Jx +1546 x +2

7T 7T TR
6vx +18  Jx+2
(J'+3){J_ 3 6
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6{&-{-3} -d’;+2
(Vx+3)(Vx-3) 6
" J;+2
P= @

b)'racép=“";+2=";‘3+5=t+ -
Jx-3 x-3 Vx -3

P=

5
P c6 gid tri nguyén < T co gid tri nguyén
3

o Jx-3 e UG)
o Jx -3 e {11:45).

Ta c6 bing sau :

Jx -3 1 -1 5 -5
e 4 2 8 2
X 16 4 64 I

Vay khi x € {4, 16, 64] thi P c6 gid tri nguyén.

Dang 2. RUT GON BIEU THUC VA CHUNG MINH BIEU THUC €O MOT
TINH CHAT NAO PO
Phuong phap giai

o Trudc tién tim diéu kién dé biéu thirc c6 nghia.
e Riit gon biéu thifc réi 1ap luan di dén diéu phai ching minh.

2
Vi du 1. Cho biéu thiic P =—m:| = | ——— 0l
Jx_y X \E X=24xy +y
Chimg minh ring véi moi gid tri cua x va y 1am cho biéu thitc P c6 nghia thi
gid tri cua P khong phu thudc vao x va y.
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Gidi
Diéukién:x,y>0;:x#y. Khidétacéd
B (Y may
- T{ ] =
2 W) any
W (F- ) ()
p= ZJE __ Xx+y
(=) (-h)

o) (FE
(G- (F-)

Vay gid tri cia cua P khong phu thudc vao x \ré y.

x+3+ 1 ) Jx
x-9 Jx+3 .J;—S'

P=

Vi du 2. Cho biéu thic P ={

a) Riit gon P,
b) Chitng minh ring P >% .

Gidi
a) Didu kién : x>0 ; x # 9. Khi d6 1a ¢6

s x+3+Jx-3 Jx-3
(J_ 3} x+3]_\r_

Yx(Vx+1)  Jx-3
(Vx-3)(¥x+3)" x

J;+l
Jx+3°

P=

P=
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I Jx+1 1

b) Xét hidu P~ = |
Ryl 3

_3Wx43-dx-3 2dk

= >0 (vix>0).
3(Vx+3)  3(Vx+3)
Do do6 P>l.
3
" 1 X+2 2
Vi du 3. Cho biéu thirc P= - —
) [J;-i—] xJ;-H] Jx

a) Riit gon P.

b) Chimg minh ring biéu thitc P luén luén am véi moi gid tri cla x 1am P
xdc dinh.

Giai
a) Diéu kién : x > 0. Khi dé ta c6
p_x=vx+1)-(x+2) 2

(Vx+1)(x=vx +1) vx

p= ~('J;+I) _\{_7:_
(Vx+1)(x=vx+1) 2
I
P_E(x-\f;+l).

b) Tacd x > 0 nén —Jx <0,

2
X— x+i=[\!'_—l] +§:>0.
2 4
Do d6 P < 0 véi moi x > 0.

| XVx +x

|
o S g e O -

Vi du 4. Cho biéu thic P=

a) Riit gon P.

b) Chimg minh ring biéu thitc P luén luén khong 4m véi moi gid tri cha x lam
P xdc dinh. '
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Giai
a) Diéu kién : x 2 1. Khi dé ta cé
Vx—1-J/x +¥x-1+vx x(J_+1]
(Vx=1+x)(Vx-1- J_] Vx +1

24dx -1
= +X

P=

P=

P=x-2Jx-1.
b) Tacd P=x-2vx-1=(x-1)-2Jx-1+1

2
P=(Vx-1-1) 20.
Vay P luon luén khong am véi moi x 2 1.

Vi du 5. Cho biéu thic P =

a) Riit gon P,
b) Tim gid tri lén nhat cua P.
Gidi

a) Diéu kién : x > 0. Khi dé ta c6

Jx ) Jx +1+x
J'{IHJ Jx(Vx+1)

Jx Yx(Vx +1)
J;{J;-w-l)‘ x+vx +1

Jx

x+x +1

Jx 1

X+vx +1 J‘+|+

P=

P=

b) Tacé: P=

T
Xét biéu thirc & miu Jx + +|>2’J_ +1=3,
b ) N
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Ta co P=—]-—£

1
J;+;-};+| 4
X

DodﬁmaxPs%.daIduqckhiJ;z ox=1.

-

Dang 3. GIAI PHUONG TRINH
Phuong phap giai

o Trudc tién tim diéu kién dé can thic c6 nghia.

* Ap dung cic cong thirc bién ddi can thitc dé dua phuong trinh vé dang
don gian hon.

o Néu hai vé déu khong am thi c6 thé binh phuong hai vé dé khur dau can.

Vi du 1. Giai phuong trinh

-Jr;+3 -J;+5
a) y2503x-1)% =10 ; b) ~ = .
=l 53 i3

Giai

a) Ta cé \/25{3:(-112 =10

< 5Px-1]=10 < [3x~1|=2

Fx—t=2 B

=
x-1=-2 X=-—.
3

J;+3 J;+5
B L

Didukién:x20:x#4:x =9 Khidétacd
()<= (J;+3](J_—2)=(J;+S){J;—3]
c:>x+~.)’;—6=x+2xf)_i—15

b)

6. TTKTTodna/1-A 81



< —Jx=-9

o Jx=9

<> x = 81 (thoa min diéu kién).

Vi du 2. Giai phuong trinh

a) 5x—«.,,‘{2x-l]3=2: b) Vx+2Vx—1=x,

Giai

a) Sx—y(2x-1?% =2

< Sx-[2x-1|=2.

Néu xaé— thi(l) ©5x-(2x-1)=2
Sh=le x=% (loai).
Néu x-:% thi(l) &5x+(2x-1)=2

SMTx=3 & x=% (thoa min),

b) Vx+2Jx-1=x. DK:x21.
& Yx-142Jx=1+1=x
& ((Vx=T+1)" =x
ﬁ|m+ll=x

< WJx=1+1-x=0

& x=1(1-Vx-1)=0
{Jﬁﬂ} [x
f=" > %

x=1=1

=]
5 (thoa min diéu kién).
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C. BAI TAP TU LUYEN
1. Riit gon cic biéu thifc sau :
a) A=v9+445-9-45 ;
b) B=vxZ—10x+25+x véix <0.

2. Tinh

a) (VB+V18+5)(V50-+5)
B-1 B+2 231

b
) 2 3 4
5 Y ) ,,‘ -
3*.Chfmgminhr§ngv{: J[+J": J:+...+ alal 99{1.
2+1 342 100+ 99 20
4. Gidi phwong trinh Wx+2 2
1x-2 3
Jx+1 2 Y (¥x 1
5. Cho biéu thitc P= e o] Sy .
[ Jx \!‘;HJ 2 2k
a) Rit gon P.
b) Tinh gid tri ciia P khi x =3-22.
c)TimxdéP=1.
g 3 x x4l 1 Jx
6. Cho biéuthitc P=—+ — - : q
Jx [x-«ﬂ Jx \E-I]H x+1

a) Rat gon P.
b) Tim cdc gid tri ciax dé P 2 10.
¢) Tim cdc gid tri nguyén cia x dé P ¢6 gid tri nguyén.
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HUGNG DAN GIAI - PAP SO

1. a)4; b) 5
ﬁ
2. 2)45; by H3+5
]‘)
3. Xét dang 16ng quit clia cdc so hang [n+}-‘£ trong don e [ *
n+l)+n

Dé thiy «n + —J;::D;(a+1]+n>u.
46 v'n+l—~u‘r;=v'n+ —ur;: Jn+1-vn
(n+D+n J{2n+!;|: \'14n1+4n+l

Sari-ya_Jari-da_ 1]
J4n +4n —JHIIHIJ ZJI—; 2Jdn+1

Ap dung bat ding thitc nay véi n 1dy cdc gid tri tir | dén 99 ta duge :

V- Vi B3 065

2+1 342 7 100+99

_LL i
-7 Thz 20
4. x=25
5. a) : b) V2 ; x=1.
J—+i
J;+3 1
6. a) ; b)0<x<—; ¢c)xe|l;9).
Vx 9 L.
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cauonG 11
HAM SO BAC NHAT

§1. NHAC LAI VA BO SUNG CAC KHAI NIEM VE HAM SO
§2. HAM SO BAC NHAT

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Khai niém ham sé

Néu dai lugng y phu thude vao dai luong thay doi x sao cho véi méi gid tri cua
x, ta luén xdc dinh duge chi mot gid tri twong img cua y thi y duge goi la ham so
cua x, va x duge goi 1a bién so. -

Khi y Ia ham s6 cua x thi ta c6 thé viét y = f(x), y = g(x), ...

Khi hiim s6 dugc cho bing cong thifc y = f(x), ta hiéu ring bién s6 x chi lay
nhimg gid tri ma tai do6 fix) xdc dinh. Tap hop cic gid tri do duge goi 1a tap xdc
dinh cta ham s, ki hiéu la D.

Gia tri cua f(x) tai x, ki hiéu la f(xg) hay y, = f(xy). Khi x thay d6i ma y luén
nhan mot gid tri Khong doi thi ham s6 v duge goi 1a ham hiang.

2. D6 thj cua ham sé

Tap hop "G" 1dt ca cic diém bicu dién cic cap gid tri twong img (x ; f(x)) trén
mat phing toa do goi 1a do thi clia ham s6'y = f(x).

. i & [xpeD

M(xg: ¥g) € "G hay "G" di qua dieém M(xg: yg) < 5 .
[ ¥o =f(xg)

3. Ham s6 dong bién, nghich bién

Cho ham s6 v = fix) xdc dinh trén D trong d6 D 13 mot khodng hodc doan
hoac nira khoang;véi moi x;, x> € D :

o NEu x; < x> mi f(x;) < f(x5) thi ham so y = f(x) dong bién trén D.

e Néu x; < x5 ma f(x;) > f(x,) thi hiam s6 y = f(x) nghich bién trén D.
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4. Ham sé bac nhat

Ham sé bdc nhdt 1a ham s6 duge cho boi cong thiic y = ax + b, trong dé a, b la
cdc s6 cho truée vaa = 0.

Khi b = 0, ham s6 c6 dang y = ax (da hoc & 16p 7).

Ham s6 b4c nhit y = ax + b (a # 0) xédc dinh v6i moi x thugc R . Ham s6 déng
bién trén R khi a > 0 ; ham s6 nghich bién trén ® khia <0.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TIM TAP XAC DINH (TXD) CUA HAM SO
Phuong phéip giai

Ham s6 f(x) chita cin bic hai JA(x) . diéu kién : A(x) 2 0.

Ham s6 f(x) chita bién s6 0 miu .‘;x; (hoac A(x) : B(x)). diéu kién : B(x) = 0.
X

Vi du 1. Vé6i nhimg gid tri ndo cua x thi him s6 sau day xdc dinh ?

2
a)y:f(x)=x2+l. b)y=g(x)= Vx—3 +V5-x.

x" -4

Gidi
a) f(x) xéc dinh khi: X’ — 420 > x> #4 & x = £2.
x-320 Xxz3
S5-x20 {xés

b) g(x) xdc dinh khi : { = 3<x <5,

x5

Vi du 2. Tim tap xdc dinh D ciia ham s6 y = h(x) =

1-x
Gidi
-x20 (x<0
h(x) xdc dinh khi : L-x*al  Jaedl o
x=20 x20
Jx 20 x=z0
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Vay tap xdc dinh cia ham s6 1aD = &,
(Tirc 1a khong c6 gid tri ndo cha x dé ham s6 xdc dinh).

Vi du 3. Tim tap xdc dinh D cia haim s6 y = f(x) =

=
x“+1

Giai
f(x) xdc dinh khi : C+l120x2z-1oxeR
Vay tap xdc dinh D=R.

Vi du 4. Tim tap xédc dinh D cia ham s6 y = f(x) = Jx-1+v1-x2.

Giai
x=120 x21
f(x) xac dinh khi : ) = =]
l=xt50 =1<x <]

Viy tap xdc dinh D= (1}.

Cha y : Tap xdc dinh D cia ham s6 c6 thé c6 mot phén tir, mot vai phén ti, vo
50 phan tir hodc khong c6 phén tlr nao.

Dang 2. TINH GIA TRI CUA HAM SO KHI BIET GIA TRI CUA BIEN SO.
TINH GIA TRI CUA BIEN SO KHI BIET GIA TRI CUA HAM SO
Phuong phap giai

Tim tap xdc dinh D cha ham s y = f(x).

¢ Thé gid tri x = Xy € D vio biéu thitc ciia ham s6 réi tinh gid tri biéu thirc
(doi khi ta nit gon biéu thic, bién déi x,, r6i mdi thay vio dé tinh todn).

» Theé gid tr1 y = y, ta duge y, = f(x).
Giai phuong trinh f(x) = y, dé tim gid tri bién s6 x (chd ¥ : chon x € D).

Vidu 1. Tinh gid tri cha ham sé y = f(x) = u%xz

3 faix=1;x=-1
4
Giai
XD : R.
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Vi du 2. Cho ham s6 y = f(x) = >
X+

. Khi d6 f(—3) bang bao nhiéu ?

Giai

Diéu kién x = -3.

Vi x = -3 khong thoa min diéu kién nén khong 16n tai f(-3).

Vi du 3. Cho ham s6 y = f(x) = mx + m — [, biét f(2) = 8. Tinh f(3).

Giai

TXD: R.

Tacd f(2)=Bem2+m-1=8<3Im=9<=m=3

=f(x)=3x+2=1(3)=33+2=11I.

Vidu4. Chohamsé y = f(x) = (3—2ﬁ)x-—l. Tim x, biét f(x) =0.
Gidi
TXD: R.
Tacé: f(x)=0 o 3-2V2)x-1=0e(3-2V2)x =1

=] x=—]——¢>x=3+2\5.
3-22
Vidu 5. Cho ham sé y = f(x) = Jx+l-x.
a) Timx, bigtf(x) =1 ;
b) Tim x sao cho f(x)=0,5 ;
¢) Tim m dé c6 gid tri ciia x thoa min f(x) = m.
Giai

Piéukién:0<x<1.
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a)Taco:f(x) =1 J;+Jl—_x=l¢>(v’;+ﬂ}2 =12
ox+ 2xl-x+1-x=12JxV1-x =0
o Jx =0 hodc J]—_=U
<= x=0hoic x =1 (thoa min diéu kién).
b) Tacé : f(x) = 0.5 Vx +/1-x =05 & (Vx +/1-x)* =0,5%.
e x+ 2/x1-x +1-x=025
& 2JxV1-x =-0.75 (khong xay ravi 2JxV1-x 20).
Do d6 khéng c6 gid tri nao cia x dé f(x) = 0,5.
¢)Taco: f(x) = Vx +V1-x = F(x)= (Vx +/1-x)°
o) =x+ 2Jxl-x +1-x
o) =2vxVI—x +121 v 2JxJ1-x 20).
Suy ra : f(x) = 1 (dau bang xdy ra khi va chi khi x = 0 hodac x = 1).
Do dé chi khi m 2 1 thi ¢6 gid tri cia x thoa mén f(x) = m.
Chii ¥ : Ta c6 thé chimg minh f(x) 2 1 bing mot s6 cich khdc nhur sau :

Cdch | : Sir dung bat ding thic VA +VB>JA+B véi A, B > 0 (ddu “="
xay ra khi A =0 hoac B=0).

Cdch 2 : Sir dung bét ding thic VA 2 A v&i moi A théa min diéu kien 0< A <1.

Dang 3. BIEU DIEN PIEM TREN MAT PHANG TOA PO,
XAC DINH KHOANG CACH GIUA HAI DIEM TREN MAT PHANG
Phuong phap giai '

¢ D¢ biéu dién diém M(a ; b) trén mat phang toa do ta 1am nhu sau :
Ké dudmg thing vuong géc véi truc hoanh tai diém a. y

; ' - M(a; b)

Ké dudmg thing vuong géc vdi truc tung tai diém b. :

[

Hai dudmg thing cit nhau tai mot diém do 1a diém M. i
« Xiic dinh khoang cdch giira hai diém A(x, ; ya) ] c—

va B(xg; yp):
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Taco: AH=Ix,— xgl: BH=ly, — ygl. y
Tacéh: Y8

AB’= AH® + BH? = AB = VAH? + BH? YA

hay: AB=q(xg-xp) +(yg-ya). (*

Vi du 1. Biéu dién hai diém A(2 ; 1) vi B(4 ; 5) trén cling mot mat phing toa do.
Tinh khodng céch giira hai diém dé.

Gidi
Biéu dién cdc diém A, B nhu hinh 1. 1
Trong AABH ,tacé: H=90° ;AH=4-2=2;
BH=5~-1=4,

Ap dung dinh 1i Py-1a-go vio AABH vuong tai
H,tacé:

AB*= AH?+ BH*=22+4*=20
= AB= JE=2J§'

Cha y : Sau niy trong thue hanh ta s& vin dung ngay cong thirc (*).

=Y

Hinh |

Taco AB= yJ(xg -%A)> +(yp=Ya)? = J(4=2)* +(5-1)% =245.

Vi du 2. Cho tam gidc ABCc6 A(1:1):B(3;3)vaC(5;1).
a) Tinh chu vi tam gidc ABC,
b) Chimg minh ring tam gidc ABC vuong can.

Giai

a)Tac6: AB= J(J—l]2 +{3—l}2 =J§=2J§ 2

AC= {(5-12 +(1-1)? =4 ;BC= J(5-3)2 +(1-3)? =Ja+4 =22 .
Vay chu vi tam gidc ABCla :
AB+BC+AC =22 +2V2+4=4(J2 +1) (dvd)




b)Tacd:
«AB=BC= 22, suy ra AABC can tai B,
AB? =BC? =(2y/2)* =8
L ] —]
AC’=4%2=16

AB? +BC? = AC?

= AABC vuong tai B.
Tir (1) va (2) suy ra AABC vubng cin tai B.

Vi du 3. Cho céc diém A(2 ; 4), B(~1; 0) vi C(0 ; 4).
a) Biéu dién cdc diém A, B, C trén mét phing toa do.
b) Tinh chu vi va dién tich cia tam gidc ABC.
Giai
a) Biéu dién cdc diém A(2 ; 4), B(-1;0) va C(0; 4)
nhu hinh 2,

b) Ta thdy A, B, C khong thing hang nén A, B, C
1a ba dinh ctia mot tam gidc. Ap dung cong thic :

MN = J{"N"‘M}z*(}'N-yMIZ , ta tinh dugc
AB=5;AC=2: BC= 7.
Chu vi tam gidc ABC12: 5+ 2+ 17 =7+ V17 (dvd).

Dién tich tam gidc ABC I : Sppc = %BH.CA = IE

Hinh 2

4.2 = 4 (dvdr).

Vi du 4. Cho hai diém A(2 ; 4) via B(~1 ; 0) trén hé truc toa do Oxy.

a) Biéu dién cdc diém A, B trén mat phing toa do.
b) Tim diém C trén truc hoanh sao cho AABC
cln tai A.
Giai
a) Biéu dién cédc diém A(2 ; 4), B(-1 ; 0) nhu
hinh 3.

>

=y

b) Vi C ndm trén truc hoinh Ox nén tung do
cua diém C bang 0, do d6 C(x ; 0) voi x # —1.

(=]

Hinh 3
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Ap dung cong thic : MN = J(-“N -.\cnlz +(¥Yn-¥M )? . tatinh dugc AB=5;

AC = {(x-2)2 +(0-4)2.
Ta c6 AABC cin tai A <> AB= AC

o Jx-22+(0-4)2 =5 (x-2)2+16 =25 & (x-2) =9

<> x =5 hodc x = - | (loai vi diéu kién x = —1).

Vay C(5 ; 0) thi AABC cin tai A.

Chit y : » Ta ¢6 thé giai cich khdc nhu sau :

AABCcantai A > HB=HC o HC=3(viHB=3)&x-2=3&x=5.

Do d6, néu két hop véi kién thitc hinh hoc thi chiing ta ¢6 thé giai bai todn don
gian hon, nhanh hon.

e Ta ¢6 thé thay d6i yéu cdu bai todn thanh “Tim diém C trén truc hoanh sao
cho AABC can™. V@i yéu ciu mai ta phai giai bai todn trong ba trudmg hop :

— Trudmg hop | : AABC can tai A.

— Truomg hop 2 : AABC cin tai B.

- Trutmg hop 3 : AABC can tai C.

Dang 4. PIEM THUOC DO THI. PIEM KHONG THUOC DO THI CUA
HAM SO

Phuong phap giai

Cho haim 56 y = f(x) ¢6 mién xdc dinh D va ¢6 d6 thi G, khi d6 :

K{]ED

® M(x; : vg) thude dé thi G khi va chi khi {
B Yo = {{Xu)

® M(x,: yp) khong thuoc dé thi G khi va chi khi y, # f(xg) hoac x; € D.

Vi du 1. Cho ham s6 y = f(x) = +/x . Trong cic diém A(9 ; 3), B(d : =2), M(~1; 1)
vi N(4+243 : /3-1) diém nao khong thuoce va diém nio thuoe dé thi (G)

cua himsé diacho ?



Giai
Taco : M g (G), vi khi x = -1 thi ham s6 khong xic dinh ;
Be().vivad=2#-2;
A9:3) e (@ vif(9)=VI=3;
N4+2V3 1 V3 - 1) e Q). vi:

((4+23)=8+28 = (V3 +1)? =B +123 -1,

Vi du 2. Diém M(-1 : ~1) thude d6 thi cha ham s6 ndo trong cic ham s6 dudi
day ?

(A]y=x1: {B)y:xJ: (Cy=3x+2; {D:y=—x3.
Giai

Loai (A), (B), vi ung do cua M am.

Loai (D), vi hoinh do vii tung do cua M cung diu.

Chon (C).
Vi du 3. Khi m thay doi, tim tap hop cic diém M ¢6 toa do nhu sau :
a)Mim: 3): b) M(2 : m).
Giai

a) Ta ¢6 fim) = 3, khi m thay d6i fim) luén nhan mot gid tri khong ddi. Ham
s0 y = f(m) = 3 1d mOL him hing.

D4 thi cia him s6 y = 3 1a dudmg thing song song vdi truc hoanh vi cit truc
tung tai diém co wing do bing 3 (hinh 4).

Tap hop cdc diém M(m ; 3) 1a dutmg thing song song véi truc hodnh va cit
truc tung tai diém ¢6 tung do bang 3 (hinh 4).

b) Tap hgp cic diém M(2 : m) la dudng thing song song véi truc tung va cit
truc hoanh tai diém ¢6 hoanh do bang 2 (hinh 5).

’ ¥ x=2
y=3| M(m: 3)
3 i
; Mpe===- M(2;m)
(4] m X 0 2 &
Hinh 4 Hinh 5
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Vidud.Chohimséy=f(x)=(m+ 1)x - 2m.
a) Tim m dé do thi ciia ham s6 di cho di qua diém A(1 ; 1).

b) Chimg minh ring dé thi ciia him sé da cho luon di qua mot diém c6 dinh
v{i moi m.

Giai
a) A(l;Ded:y=m+1)x-2me l=(m+1).1 -2m<>m=0.
bJM(xu:yn}Ed:y=(m+l)x—me;-L,:(m+ )xg — 2m
< mxg=2)+ (x5 -y =0. (1

d di qua M vé&i moi m khi (1) ding véi moi m, tic la :

Xg=2=0 Xg=2
{"U".‘fﬂ:{}ﬁ{}"ﬂ:z-
Vay d luon di qua diém M(2 ; 2) ¢6 dinh véi moi m.

Dang 5. XAC DINH HAM SO BAC NHAT
Phuong phap giai

Ham s bdc nhat 13 him s6 ¢6 dang y = ax + b, trong d6 a va b 1a cdc s6 cho
trude vaa = 0.

Vidu 1. Trong cdc ham s6 sau, haim s6 nao 1a ham s6 bac nhat ?
a)y=1-3x; b)y=2x>+x-5;
c)y=xt+x(v2-x)+3; dy=3-1x+1.
Gidi
a)Hims6y=1-3xhay y=-3x+ 1 cé6dang y = ax + b, trong dé a=-3 = 0,
nén y = -3x + 1 1a ham so6 bic nhat.

b) Him s6 y = 25 xS khong phai lIa haim s6 bac nhdt vi sau khi thu gon
khong c6 dang y = ax +b.

¢) Ham 56y=x1+ x{wﬁ-—x)+3 =x>+ V2x-x2 +3=/2x+3 14 ham s6 bic
nhdt vi ham s6 ¢6 dang y = ax + b, trong d6 a = JV2=0.
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d)Hamsoy = (ﬁml)zx +1 1a him s0 bac nhat vi ham s6 co dang y=ax + b,
trong d6 a = (v/3 -1)% # 0.

Vidu 2. Cho ba ham s6 f(x) = x* + 3 ; g(x) =x*—x + | vih(x) = 2x> + 3x - 1.
Xét xdc khing dinh :
(I) f(x) — g(x) la hiam s6 bic nhat ;
(1I) h(x) — g(x) 1a ham s6 bic nhdt ;
(TIT) f(x) + g(x) — hix) la ham so bac nhat.
Trong céc khing dinh trén, khing dinh ding la :
(A) Chi (I) (B) Chi (I1)
(C) Chi (I) va (1) (D) Chi (1) va (III).
Giai
Ta thuc hién phép tinh cong, trir cic da thire duge kél qua :
f(x) = g(x) = x + 2, 1a him s6 bic nhat ;
h(x) - g(x) = x> + 4x — 2, khong 1a ham s& bac nhdt ;
f(x) + g(x) = h(x) = =4x + 5, la him s6 béc nhét.
Do d6, chon (D).

Vidu 3. Cho ham s6 y = f(x) = (1 - 2m)x + m" + 2,
Tim m d€ haim s6 di cho 12 hiim s6 bac nhat.
Giai
Ham s6 y = f(x) = (1 = 2Zm)x + m” + 2 12 ham s6 bac nhat khi va chi khi :

l—Em#-Oc::-m::%.

Vidu 4. Cho ham s6 y = f(x) = 1’.1'111 - mjuc2 +mx+ 2.
Tim m dé ham s6 di cho la ham s bac nhat.
Gidi
Ham s6 y = f(x) = (m” — m)x” + mx + 2 la ham s6 bac nhat khi va chi khi :
m>-m=0 m(m=-1)=0
o
m=0

em-1l=0ssm=1.
m=0

Khim = 1, tac haim 56 y = x + 2, 1a him s6 bac nhit.
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Dang 6. XAC DINH TINH DPONG BIEN, NGHICH BIEN CUA HAM SO
Phuong phap giai

¢ Vin dung dinh nghia : V& moi X, ; x5 thuéc mién xdc dinh D la mdt
khoang hoac doan hoac nira khoang :

Néu x; > x, ma f(x,) > f(x5) thi ham s0 y = f(x) déng bién trén D.

Néu x, > x, ma f(x,) < f(x,) thi ham s6 y = f(x) nghich bién trén D.

 Trong thuc hanh giai todn ta lam nhur sau : V& moi x; ; x, € D, x; # x5 ¢

Néu f(x))—1(x3) > 0 thi ham s6 y = f(x) déng bién trén D.
A=%2

Neu TED=13) g ) ham 88 y = f(x) nghich bi¢n trén D.

X = X2
eHimsOy=f(x)=ax+b(a=0):
Néu a > 0 thi ham s6 déng bién trén & ;
Néu a < 0 thi him s6 nghich bién trén R,

Vi du 1. Chimg minh ham s6 y = f(x) = +/x +3 déng bi¢n trén tap xdc dinh.
Giai
Ham s6 xdc dinh khi x 2 =3, Lay x,, X, bat ki thod mdn x;, x,> -3, X, # X,, tacd :
f[x|}-f(xz}=,pxi+3—,,‘xz +3 (X} +3) = (x5 +3)
X =X S (x) =X NyXp +3+ /x5 +3)
= l >0
VX +3+Jxp+3

Do dé haim s6 y = f(x) = +/x + 3 déng bién trén 1ap xdc dinh.

Vi du 2, Cho ham s6 y = f(x) = m — 2x (m la hang s6). Xét su déng bién, nghich
bién cia ham s6 y = f(x) trén K.

Giai
Cdch 1. Tap xéc dinh : R. Ldy x,, x5 thudc R sao cho x; < x,, tacé :



f(x)) = f(x5) = (m = 2x,) — (M - 2x5) = m - 2X; —m + 2x; = 2(x5 — %;) > 0.
Do d6 f(x,) > f(x,), suy ra ham s6 nghich bi€n trén &,

Cdch 2. y = f(x) = m — 2x = =2x + m |2 ham s6 bAc nhat c6 hé s6 a = -2 <0,
nén ham s nghich bién wrén R.

Vi du 3. Tim m dé ham s6 y = (m® =2)x + | (m la tham s6) déng bién trén R.

& #s

Giai
Ham s6 y = (m” - 2)x + 1 12 ham s6 bac nhét khi m* # 2 véi hé s6a=m" - 2.
Do d6 hiam s6 ddng bién trén R < m -2>0 <>m<-+2 hoicm> 2.
Chii y: Khi m = =2 hoac m = 2 thiy =0x + 1 = 1 nén ham s6 la him

hang. Khi d6 dé thi ctia ham s6 la dudmg thing song song véi truc hoanh va cit
truc tung tai diém c6 tung do bang 1.

Vi du 4, Cho hai ham s6 f(x) = mx + 2012 va g(x) = (m? + 1)x = 2011 (m I

tham s@),
Xét tinh Pang, Sai cia cic khﬂmg dinh sau :

(A) f(x) + g(x) la ham s6 déng bién trén R ;

(B) g(x) - f(x) 1a ham s6 d6ng bién trén K ;

(C) f(x) = g(x) 12 ham s6 nghich bién trén R.

Giai .

Ta thue hién phép tinh cong, trir cic da thirc, duge két qua :
f(x) + g(x) = (m2 +m + 1)x + 1 la ham s6 bac nhit, vai hé s6

a=m +m+1=(m+ -;-)1+ % > 0 vdi moi m nén khing dinh (A) ding.
g(x) - f(x) = (m® = m + 1)x — 4023 12 ham s6 bc nhal, véi hé s6

a=m’-m+1 =(m- %]3 + % > 0 vé&i moi m nén khing dinh (B) diing.
f(x) - g(x) = ~(m® = m + 1)x + 4023 12 ham s6 bac nhat, véi hé s6

a=—(m2~—m+ 1)=—(m- %)z—é < 0 véi moi m nén khing dinh (C) ding.
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C. BAI TAP TU LUYEN

Cho hai ham so y = f(x) = x3—2 vay=g{x)=u{;+\l‘l-x.

a) Tim tip xdc dinh cta cdc ham s6 di cho.

1 1
bT'hfZ.f[—]. 0), g(1), [—.
) Tinh f(2) 2}5!(}8{}32)

Cho céc diém A(2:3), B(-2: 0) vaC(4 ; 3).

a) Biéu dién cic diém A, B, C trén mat phang toa do.

b) Tinh chu vi va dién tich cua tam giic ABC.

¢) Tim diém M trén truc hoanh sao cho tam gidc ABM can tai A.
d) Tim diém N trén truc tung sao cho tam gidac ABN cén tai B.

Cho him s6 y = f(x) = — mx + m — 3. Biél f(-2) = 6, tinh {(-3).
Chohim sé y = f(x) = (ﬁ--ﬁ)x +4/2 ++/3 . Tim x sao cho f(x) = +/3..
Cho him s6 y = f(x) = —mx + 4.

a) Tim m dé d6 thi ctia ham s6 di cho di qua diém A(=1 ;- 1).

b) Chimg minh ring dé thi cia ham s& da cho luén di qua mot diém c6 dinh
vl moi m.

Vdi cdc gid tri ndo cua m thi ham s0 sau 1a ham s6 béc nhat ?

a) )'=(-im2- Ix;

b)y=V5-m(x-2) ;

c}}'=m2x2+m(x +2=4x)+ [=2x.

Xdc dinh tinh déng bi¢n, nghich bién cha cdc ham s6 sau :

a)y=f(x)= (1-J/2)x+1,vix e R;

b y=f(x)= Jx-2,v6ix22;

c]y:f(x]=12+2.w;'ﬁx<0,

Cho ham s6 y = f(x) = (1-3)x—1 va f(m + 1), f(m + +/2) 1a hai gid tri
trong img ciahaimsétaix=m+ 1, x=m + V2 . Khidé:

(A) f(m + 1)> fim + V2) ;
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(B) fim+ 1) <f(m + v2);
(©) fm+1)=f(m++2):
(D) Khong thé so sianh dugc vi phu thudc vao gid tri cia m.

Chimg minh ring khong t6n tai da thic f(x) bac ba vdi hé s6 nguyén sao cho
f(7)=2010va f(11)=2012.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

x-—

a)Himsdéy=1f(x) = 2 xdcdinhkhi:x-220&x22.

Haimsoy=g(x)= Jx +-x xdc dinh khi :

xz20 xz0
=1 S0<x<].
1-x20 x=<l

b) f(2)=0; f[%] khong xdc dinh ;

1 | 1 2
0=1:g(h=1; (—]=—+—=—=\E-
A VT I Y
a) Biéu dién cdc diém A(2 ; 3), B(-2 ; 0) vd C(4 ; 3) nhu hinh 6.
b) Ta thay A, B, C khong thing hang nén A,
B, C la ba dinh ciia mot tam gidc. Ap dung cong
thitc : MN = y(xx ~xy)? +(yx —ym) - 2
tinh dugc
AB=5;AC=2; BC=3\5.
Chu vi tam gidc ABCla:
5424+ 35 =7+3J5. Hinh 6

1
Dién tich tam gidc ABCla : Sppe = -;-BHAAC= 2 3.2 =3 (dvdu).

et

) M(6 ; 0).
d) N(0 ; v/21) hoac N(0;: —J/21).

99



6.

f-)=6=>-m(-2)+m-3=6=3Im=%<m=3
=f(x)=-3x=f(-3)=9.

. . S -
f(x}=ﬁ@{ﬁ-ﬁ]x+ﬁ+ﬁ=ﬁ@x-ﬁ_ﬁ— (V6+2).

aAA(-l;-Ded:y=—mx+4 e -1=-m(-1)+4 & m=-5.

b)M(xg:yp) ed:y=—-mx+4<yo=—mxg+4 e mxy+y,—-4=0. (1)

K0=ﬂ c}{x[,:{]

d di qua M véi moi m khi (1) ding véi moi m, tic la : {
Yo—4=0 |yo=4

Vay d luon di qua diém M(0 ; 4) ¢6 dinh v6i moi m.

a}m#i%; bym<5; c)m=0hodcm=4.

a) V&i moi x;, X, € R, x; >x,,1aco:
f(x;) = f(X9) = (1 = V2 }(X; = X5) <0, vi 1 = ¥/2 <0, x, - x,>0.
Do dé6 f(x) 12 ham s6 nghich bién trén R.

b) Vai moi X, X322 X, #X;5,1ach:

f(x)=F(xp) _JXi-2-4x3-2 _(Yxi-2-Vx2-2)(Jx1-2+x3-2)
K| —X%2 x| —X2 (xl—xz}{,fx]—2+,,‘x2—2)
1
- Jx, -2 +\,’xz -2 "
Do dé, f(x) 12 ham s6 déng bién vdi moi x = 2.

0.

¢) Véi moi x;, X, < 05 x; > x5, ta xét :
f(x,)~f(x2}={x]2 +2)—{x§ +2)=(x)=x3)(X; +x5) <0

vi X=%x3>0, x;+x3<0 vdi moi x;,x5<0 ; x;>x;, do d6 him so
nghich bién véi moi x < 0.

Ham s6 y = f(x) = (1-/3)x =1 12 ham s6 nghich bién via= 1-4/3 <0.
Tacé: fim+ 1)>f(m+ V2)vim+1<m+ Ji.Chc_m(A),



9, Gia sircédalht‘rcf{x;l=ax3+hx3+cx+d:a. b.c.d € Z, a # 0 thoa méan
f(7) = 2010, f(11) = 2012. Ta c6 :
(D) -fD=@1P+bi1*+cll +d)-@T +b P +c.T+d)

=a.(P-7)+b.( 12 =7)+c.(11-7).
‘4 b | 4

Tirdé suy ra: [f(11) - f(7)] : 4. (*)
Mt khac f(11)=2012, f(7) = 2010 nén f(11) - f(7) = 2. (**)

Tir (*) v (**) suy ra 2 4 (vo i), suy ra diéu gia sir 1a sai (dpcm).

§3.D0 THICUAHAM SO y=ax+b(a=0)

A. TRONG TAM KIEN THUC

1.Dé thiclahamséy=ax+b (a=0)
D6 thi cliia ham s6 y = ax + b (a # 0) 12 mot dudng thing (ki hiéu 1a (d)) :
+ Cit truc tung tai diém c¢6 tung do bing b hay (d) luon di qua diém B(0 ; b) ;

+ Song song v6i dudmg thang y = ax néu b # 0 ; triing v6i dudng thing y = ax
néub=0.

Chii y. » b duoc goi la tung do géc cta dudmg thing.
« D6 thi ciia him s6 y = ax + b (a = 0) con dugc goi la dudmg thing
y = ax + b hodic dudng thing ax -y + b =0.
2. Cach vé dé thicia ham sy =ax +b (a=0)

Trudmg hop 1 : Khi b =0 thi y = ax. D6 thi cia hiam s6 y = ax 13 dudng thing
di qua géc toa d6 O(0 ; 0) va diém A(l ; a).

Trutmghop2:y=ax+bvdia=0vab=0:
Cdch 1. + Xic dinh hai di€ém bat ki cia dé thi.

Ching han cho x = 1 thiy = a.l + b=a + b, ta duec diém B(l ; a + b) ; cho
x =2thiy=a.2 +b, ta duoc diém C(2 ; 2a + b).

+ V& dudmg thang BC ta duoc dé thi ham s6.
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Cdch 2. + Xic dinh giao diém cuia dé thi véi hai truc toa do :
s Chox=0=y=a0+b=b= M(0;b) thudc truc tung.

eChoy=0=0=ax+beox= —-g =>N{—£- + 0) thude truc hoanh.
+ V& dudmg thing MN ta dugc dé thi cua ham s6.
Chii y. Khib =0 thi y = ax ; d6 thi cia ham s6 y = ax di qua g6c toa do O(0 ; 0).
Khi b # 0 thi dé thi clia him s6 y = ax + b di qua diém B(0 ; b).

Khi a > 0 thi d6 thi ham s6 y = ax + b 12 duong thang c6 chiéu di lén tir tréi
sang phai (ham s6 déng bién).

Khi a < 0 thi dé thi him s6 y = ax + b la dudmg thang c6 chiéu di xudng tir tréi
sang phai (ham so nghich bién).

DPuimg thing y = x 1a dudng phan gidc cua géc phén tu tha (1) va tha (I11).

Pudng thang y = —x la dudmg phan gidc cta goc phan tu tha (I1) va thir (IV).

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. DIEM THUOC DUONG THANG.
PIEM KHONG THUOC DUONG THANG

Phuong phap giai

Cho diém M(x; y,) va dudmg thing (d) c6 phuong trinh y = ax + b, Khi dé :
Me(d)e yp=axyg+b;
Mg (d) < yg#axg+b.

Vi du 1. Cho dudng thing (d) : y = -3x + 1. Trong cic diém M(-1 ; 2), N(0 ; 1),
F(% ; 0), hdly xdc dinh cic diém thuoc va khong thuoe dudmg thing (d).
Giai
Taco:M(=1;2) e (d),vikhix==1thi-3(-1)+1=3+1=4=2;
NO;:De(d);vikhix=0thi-3.0+1=0+1=1;

P{%:O)E(d}.ﬁkhix=%tiﬁ-3.]§+1=-]+I=0.

102



Vi du 2. biém M(Jz' ; 1) thudc dudmg thing nio trong cdc dudmg thing dudi day ?

(A)y=x+1-+2; B)x+y-+2 +1=0;
©y=v2x+1-42; (D)x+ y- 2 =0.
Giai

Ki hiéu cic dudmg thing & cic trudmg hop (A), (B). (C) va (D) ldn luot la
d): y=x+1-+2, (dy):y==x++v2 -1,
(d3):y= V2x+1-42 va(dy):y=-x+ V2.
Taco: M(V2 ;1) e (d), vikhix= 2 thi ¥2 +1-4/2 =1;
M(V2 ;1) g (dy), vikhix= V2 thi-V2 +42 = 1==-121;
M(V2 ;1) g (dy). vikhix= 2 thi V2.¥2 +1-V2 =3- 2 =1;
M(V2 1) g (d).vikhix=+2 thi-v2 + J2 =0=1.
Chon (A).
Vi du 3. Cho dudng thang (d) : y = -2x + 3. Tim m dé dudng thing (d) di qua
diém A(-m ; -3).
Giai
Duing thﬁ.ng (d):y=-2x+3diqua diém A(-m ;=3) khi:
“3==2(-m+3I2m=-6cm=-3.
Vay dudmg thing (d) : y = =2x + 3 di qua diém A(-m ; =3) khim = -3.
Vi du 4. Cho dudmg thing (d) : y = (m + 2)x + 3m — 1. Tim m d¢ dudng thing (d)
di qua diém M(-2 ; 3).
Giai
M(-2:3) e(d:y=(m+2)x+3m-1khi:
3=(m+2)(-2)+3m-1<=3=-2m-4+3m-1<m=8.
Vay dudmg thing (d) : y = (m + 2)x + 3m — 1 di qua diém M(-2: 3) khim = 8.
Vi du 5. Chimg minh ring dudng thing (m + 2)x + y + 4m — 3 = 0 luon di qua
mot diém c6 dinh véi moi gid tri cia m.
Gidi
Goi M(xg ; ¥o) 12 diém thudc (d), ta cd :
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(m+2)x5+yp+4m -3 =0 m(xg+4) +(2xg+ yp— 3) = 0.
Dudmg thing (d) luon di qua M(x;; y,) v6i moi m khi va chi khi :

x“+4=0 .'4'.0:—4
= =)
2xg+yp—-3=0 yo=1L

Vay (d) luon di qua diém c6 dinh M(—4 ; 11) v6i moi gid tri cia m.

Dang 2. XAC DINH DUONG THANG
Phuong phap giai

Goi ham s6 cdn tim la : y = ax + b (a # 0), ta phai tim a va b.

+ V@i diéu kién cua bai todn ta xdc dinh duge cdc he thic lién hé giftaa va b,

+ Giai phuong trinh dé tim a, b.

Vi du 1. Cho him s6 bic nhit y = =2x + b. Xidc dinh b néu :
a) Do thi ham s6 cdt truc tung tai diém c6 tung do bing 2.
b) D6 thi ham s6 di qua diém A(-1; 2).
Gidi
a) D6 thi ham s6 y = —2x + b cdt truc tung tai diém cé tung do bing 2, nénb=2.
Vay ham sé cin tim lay = -2x + 2.
b) D6 thi ham s6 y = -2x + b di qua diém A(-1 ; 2) khi :
2=(=2).(-1)+b=2=2+besb=0.
Vay b =0 thi y = -2x di qua diém A(-1; 2).
Vi du 2. Xdc dinh dudng thing (d), biét (d) c6 dang y = ax — 4 va di qua diém
A(-3;2).
Giai
DBubng thing (d) : y = ax - 4 di qua diém A(-3 ; 2) khi :
2=a(-3)-4=-Ja=2+4<=a=-2.

Vay (d) c¢6 phuong trinh y = -2x — 4 di qua diém A(-3: 2).
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Vi du 3. Cho ham s6 y = (m — 2)x + m + 2. Xéc dinh m, biét :
a) D6 thi ham s cét truc hoanh tai diém c6 hoanh do bing -2.
b) Dé thi ham so di qua géc toa do.
Giai

a) Do thi (d) ciia ham s6 y = (m — 2)x + m + 2 cit truc hoanh tai diém cé
hoanh do bing -2 nén A(-2 ; 0) thuoc (d).

Dodé:0=(m-2).(-2)+m+2<-2m+4+m+2=0m=6.

b) D6 thi (d) cia ham s6 y = (m — 2)x + m + 2 di qua géc toa do nén O(0 ; 0)
thuoc (d).

Dod6:0=(m-2)0+m+2e=m+2=0m=-2.

Vi du 4. Xéc dinh dudng thing di qua hai diém A(-3; 0) va B(0 ; 2).

Gidi
’ s
Goi phuong trinh duémg thang ABla:y=ax +b.

Taco: /
A(-3:0) € AB=0=a.(-3)+bhayb=3a. Byg
B0;:2)e AB=>2=a0+bhayb=2. p./;

2 7 0 X
Tirdésuyraa= 3
Vay phuong trinh dudng thing ABla:y = %x +2. Hinh 7

Vi du 5. Cho dudmg thing (d,) : y = 2012x + 2. X4c dinh dudng thing (d,) sao cho

(d,) va (d,) cit nhau tai mot diém nam trén truc tung.

Giai

D6 thi ham s6 y = 2012x + 2 cat truc tung tai diém c6 tung do bing 2 vi ¢6
tung do goc la b = 2 = dudng thing (d,) ludn di qua diém A(0 ; 2) ndm trén truc
tung.

Vi (d;) va (d,) cit nhau tai mot diém nédm trén truc tung nén A(0 ; 2) thudc (d,).

Do dé (d,) c6 phuong trinh y = 2 hoac x = 0 (truc tung) hoac y = ax + 2 (vdi
az0,a=2012).

Chii y. C6 v6 s6 dudng thing di qua diém A(0; 2).
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Dang 3. VE DO THI CUA HAM SO y=ax + b (a=0)
Phuong phap giai

¢ Tim hai diém thudc dé thi ham sé bang cdch cho x nhin hai gid tri xic
dinh réi tinh hai gia tri twong ing cia y (thong thudng ta 14y hai di¢m dé
1a giao diém ctia dé thi vdi truc hoanh vi truc tung).

¢ Dudng thang di qua hai diém vira tim dugc 1a d6 thi ham s6 céin vé.

Vidul.Chocichimsfsau:y=-x+2 (I):y=2x-1 (2).
a) V& d6 thi cdc ham s6 (1), (2) trén ciing mot mat phing toa do.
b) Xdc dinh toa do giao diém I cta (1) va (2).
Giai
a) (Hinh 8) * V& dé thi ham s6 (1) :
Chox=0=>y=2=A0:;2) e Oy;
y=0=x=2=B(2;0)  Ox.
Dudng thing AB 1a dé thi ham s6
y=-x+2.
* V& d6 thi ham s6 (2) :
Chox=0=y=-1=0C(0;-1) € Oy;

y:{)::-x:%_—:b[)(% ; 0) € Ox.

Hinh 8

Dudng thing CD 1a dé thi ham s6 y = 2x - 1.

b) Cdch 1. Tir giao diém I ciia hai dé thi ta v& dudmg thing vuong géc véi truc
hoanh, cit truc nay tai diém c6 hoanh do 1a 1 ; v& dudng thang vudng géc véi truc

tung, cat truc nay tai diém c6 tung do 12 1. Vay toa do giao diém 1a I(1 ; 1).
Cdch 2. Goi 10a do giao diém 11a (x; ; yp).
Vil la giao diém ctia AB va CD nén | vira thudc AB, vira thuoc CD.
Vil(x;;yp €e AB:y=—x+2nén y;=-x; +2.
Vil(x;;y) eCD: y=2x-1nén y;=2x; — 1.
Suyratacéd:—x; +2=2x; - 1l & 3x;=3 < x=1

Sy=-x+2=-1+2=1.

Vay toa do giao diém I 1a I(1 ; 1).

106



Vidy 2. Choham s6: y = -;-x——l (.

a) V& dao thi (d) cia ham s6 da cho.

b) Tinh khodng céch tir g6c O clia hé truc toa do dén dudng thing (d).

Giai

a)Chox=0=>y==-1=2A0:-1)eOy;y=0=>x=2=B(2;0) € Ox.

Puong thing AB 12 d6 thi (d) cita ham s6 y = %x—l.

b) Ké OH vuong goc vdi (d) tai H. Khi dé OH la khoang cich tir O dén dudng

thing (d) (hinh 9).
Trong tam gidc vuéng OAB, ta cé :
TR WO O T
OH? o0A? oB?2 12 2% 4
15

Tildésuyra:OH3=-:—=>OH=—5-.

NG

Viy khodng cich tir O dén (d) la T

¥

Hinh 9

Vidu3.Chocichimsésau:y=2(1);y=k+ 1(2);y=2mx+m—1 (3).
a) V& dé thi cdc ham s& (1), (2) trén ciing mot mat phiing toa do.
b) Tim m dé dé thi cia ham s6 (3) di qua giao diém cta hai d6 thi (1) va (2).

Giai
a) VEdo thiciahimsGy=2(1):
D6 thi ham s6 y = 2 1a dudng thing
song song v&i truc hoanh va cit truc tung tai
diém c6 tung do bing 2.

VE dob thi cha ham s6 y = |x + 1] (2).
Taco:
x+1khi x=-1
y=kx+1l= :
—(x +1) khi x <-1.
Tir do, ta dugc d6 thi cé hinh chit V
nhur hinh 10.

L]

-
o)

=¥

Hinh 10
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Tir hinh v& ta thdy d6 thi ctia hai ham s6 (1) va (2) cit nhau tai hai diém
M(1 : 2) va N(=3 : 2).

b) Dé thi (d) ctia ham s6 y = 2mx + m — 1 di qua giao diém ciia hai d6 thi ham
s0 (1) va d6 thi ham s6 (2) khi va chi khi (d) di qua diém M hoac N.

« Truomg hop (d) diqua M(1:2).Khid62=2m.l +m-1<3m=3om=1L
» Truémg hop (d) di qua N(-3 ; 2). Khi dé

2=2.m.(—3}+m~1c::>5m=+3c:-m=—%.

Vay véi m = | hodicm = —% thi d6 thi ham s6 (3) di qua giao diém cua dé thi
ham s6 (1) va d6 thi ham s6 (2).

Vi du 4. Cho him 56 y = mx + 3 (d). Tim m dé khoang céch tir géc toa do O dén
dudmg thing (d) la 16n nhat.

Gidi
Trimg hop 1. Xétm =0. vi
Khi m = 0 thi (d) ¢6 phuong trinh
y=0x+3=3hayy=3. A y=3
D6 thi ham s6 y = 3 1a dudmg thing song H d
song v&i truc hoanh va cdt truc tung tai diém
Eg)t;::g? bang 3 nén khodng céch tir O dén d/ 5 >
Truong hop 2. Xétm # 0. Hinh 11

Khi d6 (d) : y = mx + 3 lu6n di qua diém A(0 ; 3)
nam trén truc tung. Ké OH vuong géc véi (d) tai H.
Khi d6 OH la khodng cdch tir O dén dudmg thing (d).

Ta ¢6 OH < OA hay OH < 3 (d4u “=" khong xay ra vi m # 0 nén H khong
trung A).

Do d6 OH < 3.

Két hop hai trudmg hop ta ¢6 khi m = 0 thi khoang céch tir O dén dudmg thing
(d) 1a I6n nhat.
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C. BAI TAP TU LUYEN

D6 thi clia ham s6 y = ¥2 x + 1 - +/2 di qua diém nao sau day ?
(AME1:1) BN (©PI;-1) D)2 ;1.
Diém E(-2 ; 0) thutc dudmg thing nio trong cdc dudng thing sau day ?

(d):y=x+2; (dp):y=-2x-4; (d3):y=3x+6; (dq):y=§x+%.

(A) Chi thuoc dudmg thing (d,):  (B) Chi thudc (d,) va (dy) ;
(C) Chi thudc (d,) va (dy) ; (D) Thudc ca bon dudmg thing di cho.

Cho hai dudng thang (d,) : y=2x + 2012 va(d,) : y = -%x + 2012, Budng
thing nao dudi day khong di qua giao diém cua (d,) va (d,) ?

(A)y=2012x ; (B)y=x+2012;

(C)y=2012x +2012; (D) y = —x +2012.

V& dé thi clia cdc ham s6 sau trén cing mot hé truc toa do :

y:-;-x+2; y=-2x+2; y=-2x+4.

Xéc dinh dutmg thing di qua hai diém A(-2; 0) va B(0 ; 3).

Cho (d)) : y =X, (dy) : y = 0,5x ; dudng thing (d) song song vai truc Ox va ciit
truc tung Oy tai diém C c6 tung d6 bang 2. Dudmg thing (d) 14n luot cit (d,),
(d,) tai D va E. Khi d6, tinh dién tich tam gidc ODE.

Vi gid tri ndo clia m thi d6 thi clacic hams6 y=2x+4-mviy=3x+m-2
cit nhau tai mot diém nim trén truc tung.

Cho hai dudmg thing (d)) : (m-2)x +4my + 1 =0 va

(dy) : (m = 2)x + 2012y + 5 — m = 0 (m 12 tham s6).

a) Chimg minh ring (d,) luon di qua mot diém c6 dinh khi m thay déi.

b) Tim m dé hai dudng thing (d,), (d,) cat nhau tai mot diém thudc truc hoanh.
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110

Cho ham s6 vy = f(x) = (m = 2)x + 2 c6 d6 thi 1a dudng thang (d).
a) Tim m dé (d) di qua diém M(-1 ; 1).
b) Xic dinh m dé khoang céch tir diém O(0 ; 0) dén (d) c6 gid tri Ién nhét.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Ta thir cap gid tri ma triét tiéu /2 trude. Thir N(1 ; 1) thay ding. Chon (B).
Thir trure tiép ta thiy toa do (-2 ; 0) thoa mén ca bon ham s6. Chon (D).

(d,) va (d,) c6 cling tung do gdc 1a 2012, hé s6 a khdc nhau. Cdc duomg thang
¢6 cling tung do goc 2012 sé di qua giao diém cua (d,) va (d,). Do dé, ta loai
(B), (C), (D), vi c6 tung do goc 1a 2012. Chon (A).
¥
\ (dy)
4
Biéu dién cdc diém A, B trén mat phing
toa do.

1 X
V& dudmg thing AB duoc d6 thi (d,). Z\
Tuong tu ta v& duoc : (dy) (d1)

(dy) :y=-2x+2;(dy) : y=-2x +4.

(h.12) V& dé thi cua ham s6 y=%x+2 (dy):

Chox=0=>y=2= A(0; 2).
Choy=0=x=—4=B(-4:0).

Hinh 12
Goi phuong trinh dudémg thing ABla:y=ax +b. Tacé:

A(-2;00e AB=0=a.(-2)+bhayb=2a.

B(0;3) e A.E::n3=a.ﬂ+bhayb=3.Tl‘.rd65uyraa=%.Vayphu-:mg
trinh dudmg thing ABla:y = %x+3.

V& nhanh dé thi. Tir dé thi ta thdy : DE=2,0C=2.

Do d6 dién tich tam gidc cén tim 12 : Syopg = %OC.DE = %.2.2 ~2 (dvdy).



7. M e Oy = M(0; yp). Gia sir M la giao diém cia (d,) va (d,).
Me(d):y=2x+4-mey,=4-m;
Me(d):y=3x+m-2¢&y,=m-2.

Suyrad —m=m— 2 < m =3 (thir lai thily ding).
Vay khi m = 3 thi (d,) cét (d5) tai M(0 ; 1) thuoc Oy.
1

5. a) NI(% 3 _gl

b) Giao diém thudc truc hoanh, nén tung doy = 0. Vay :
M-2x+4m0+1=0va(m-2)x+20120+5-m=0
Suyra: 1=35—m <> m=4 (tha lai thdy ding).

9. aym=3. v
b) (h.13) Khim =2 : y = 2 = khodng cdch tir O @
dén (d) 1a OH = 2.
(d) i -
Khim#2:y=(m-2)x+2. k. |2
-2 =2 i
Choy=0=x= = Al 10). S O x
m-2 m-2 /
Ve OK L (d). Tacéd: Hinh 13

H(O:2) e (d): y=(m—2)x + 2 véi moi m.
Suy ra: OK < OH hay OK < 2.
Viy khoang cach tir diém O dén (d) 16n nhét bang 2, dat dugc khi m = 2.

§4. DUONG THANG SONG SONG
VA DUONG THANG CAT NHAU

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Hai dudng thang song song

Hai duémg thing y = ax + b (a# 0) vi y = a'x + b’ (a' # 0) song song v&i nhau
khi viichi khia=a', b # b’ vi tring nhau khi vichikhia=a',b=b"
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2. Hai duging thing cét nhau

Hai duémg thing y =ax + b (a# 0) vad y = a'x + b’ (a' # 0) cat nhau khi va chi
khia=a'

Cha y.

¢ Khia# a', b=b'thi hai dudng thing ¢6 cung tung do goc, do doé chiing cit
nhau tai mot diém trén truc tung c6 tung do la b.

¢ Hai dudng thing vuong géc v6i nhau khi va chi khia.a'=-1.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dmml.NHﬁNDAQpCAPDUGNGTHANGSONGSQNGVGINHM¢CéP
DPUONG THANG CAT NHAU, CAP BUONG THANG VUONG GOC VOI
NHAU

Phuong phap giai

Cho hai dudng thang (d):y=ax+b(a=0)va(d):y=ax+b'(a' =0).
e(d)//(d)e>a=avab=zDb.
e(d=(d)e<a=avab=Db.
o (d)va(d)catnhau <> a=a'
o(d) L(d)eaa =-1.

Vi du 1. Hay chi ra hai cap dudng thing song song véi nhau trong cic dutmg
thing sau :

d):y=2x+1; (dz):y=};—3; {d3):y=~lix+2:
(d):y=05x—-1; (dg):y=4+2x; (dg):y=1-2x
Giai

Hai cap dudmg thing song song véi nhau la :
(d)//(ds)via=a'(=2);b=b'(124);
(dy) //(dy)via=a'(=0,5);b=b (1,52-1).

Vi du 2. Hiy chi ra cdc cap dudmg thing vuong géc véi nhau trong cic dudmg

thing sau: (d)):y=2x+1;(dy): y:xTH i(dy):y= ——;—x+2 :

(dy):y=05x—-1:(ds):y=4+2xva(dg):y=1-2x.
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Giai
Bon cap dudng thing vudng géc véi nhau 1a : (d,) L (ds) ; (dy) L (dg) ; (d3) L (ds)
(dg) L (dg) vi déu cé a.a' = —1.

Vi du 3. Ching 16 rang hai dudng thiing sau luén cat nhau véi moi gid tri ciam :
a)@d):y=m’-m+1)x+1va (dy): y='“;m.

b) (dy) : y = (m”+ 1) x + 2012 va (d): y =-mx + 2012,

Giai
a]){él(d)cé'a—mz—m+l-(m-l}:+il‘*é:rﬁ'{d]cﬁa'—41<0
F - T Tl 2

Suy ra a # a' v6i moi m nén (d,) ludn cit (d,).
3.3

b)Tacé:a-a'=m +1—-(-m) =m +m+1=(m+ %}2+ EEE:I} nén
a # a' vGi moi m, suy ra (d,) luén cit (d).

Cha y. Hai dudng thing (d;) va (dy) c6 ciing tung do goc 1a 2012 nén chiing
cung di qua diém A(0 ; 2012) nim trén truc ung.
Vi du 4. Chig minh ring giao diém cla hai dudbng thing y=-mx vay = #x 4

luon ndm trén mot dudng tron c6 dinh véi moi m # 0,

Giai

Ki hiéu dudng thing y = — mx 12 (d), dudng thing y = #x +41a(d).

Taco (d) : y =—mx luén di qua géc toa do O(0 ; 0) ¢6 dinh ;

d):y= {;x + 4 luon di qua diém B(0 ; 4) ¢6 dinh.

Xét a.a' = (—m). i ==l vdim=0=(d) L (d')1ai A (A la giao diém cia hai
m

dudmg thing (d) va (d')) = OAB =90°.

Do d6 giao diém A cua (d) va (d') luén nim trén dudmg tron dudmg kinh OB ¢6
dinh, vai O(0; 0) va B (0 ; 4).
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Dang 2. XAC DINH DPUONG THANG VOI QUAN HE SONG SONG
Phuong phap giai

Viét phuong trinh duéng thing di qua mot diém va song song véi mot dudmg
thing cho trudc : Goi phuong trinh dudng thing cdn im 1Ay = ax + b.

* Sir dung diéu kién hai dudng thing song song véi nhau dé xac dinh hé s6 a.
* Vi a vira tim duge, st dung diéu kién con lai dé xdc dinh tung do goc b.

Vi du 1. Tim m dé dudmg thing (d,) : y = (2 - m°)x — m — 5 song song véi dudng
thing (d,) : y =-2x + 2m + 1.
Giai
dp /() e2-m’==2 (I)va-m-5#2m+ 1. (2)
Gidi (1):2-m’=-2om’ =4c [’“2 .
m=-2
Gidi(2):-m-5#2m+ 1 < 3mz-6 < m=-2.
Vay véi m = 2 thi (d}) // (d,).
Vi du 2. Cho dudng thang (d) : 2x + y — 3 = 0 va diém M(=1 ; 1). Viét phuong
trinh dudmg thing (d') di qua diém M va song song véi (d).
Gidagi
Goi phuong trinh duong thang (d') la y = ax +b.
Taco(d): 2x+y—-3=0hay y=-2x+ 3.
Vi(d') // (d) nén a = -2 va b # 3. Mat khdc, (d') di qua diém M(=1 ; 1) nén
l=a(-1)+be=-a+b=1—(-2)+b=1(via=-2) = b=-1 (£3).
Vay phuong trinh dudng thing cAn tim la: y = -2x — 1.
Vi du 3. Cho M(0; 2), N(1 ; 0), P(~1 ; —1) 14n luot I trung diém cia cdc canh BC,
CA va AB cia tam gidc ABC. Viét phuong trinh dudmg thang AB.
Giai
Goi phuong trinh duémg thing MN la:y=ax +b. Tacé:
N(1;0)eMN=0=a.l+bhaya=-b:

114 8. TTKTToan9/1-B



M@O:2)eMN=2=a0+bhayb=2=a=-2.
Do dé6 phuong trinh dudng thing MN la : y = -2x + 2.
Vi M, N lin lugt 1a trung diém ciia CB v CA nén MN la dudng trung binh cua
AABC = MN // AB.

Vi AB // MN nén phuong trinh duimg thing ABcé dang : y = - 2x + b' (b # 2).
Vi P(—1 ;: 1) la trung diém cia doan AB nén dutmg thing AB di qua P(-1:-1)
= —1=-2(-1) + b' <> b' = -3 (thoa min).
Viy phuong trinh dudmg thang ABla:y =-2x - 3.
Chu y. Ta c6 thé viét phuong trinh dudmg thing chifa cic canh cia AABC.
Vi du 4. Cho ba diém khong lh:ing hang A(-2;-2), B(0 ; 4) va C(2 ; 0). Xdc dinh
diém D trén mat phang toa do sao cho ABCD la hinh binh hanh.
Giai
vi
Dé thdy BC: y=-2x+4.
Gia sir c6 D dé ABCD la hinh binh hanh. 9
Khi dé AD // BC nén dudng thing AD c6 phuong trinh :

y = -2x — 6 (vi dudng thing AD qua A). ;3 "
X
Vi D thuoc AD nén D(xq;-2xq—6).
Tir giac ABCD la hinh binh hanh nén :
AD = BC & AD’ = BC?
2 2 .2 2 Xp=0
< {KU+2) +{—2}iu—4} =2"+(-4)" & Xg = sl Hinh 14

= Dy(-4 ; 2), Dy(0 ; —6). Tir hinh 14 suy ra loai D, vi khong diing thit tr céic
dinh cta tfr gidc ABCD.

Vay D(0 ; —6).
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Dang 3. XAC DINH DUONG THANG VGI QUAN HE VUONG GOC
Phuong phap giai

Viét phuong trinh dudng thing di qua mot diém va vudng géc véi mot
dudmg thing cho trudc :

Goi phuong trinh dudng thing cin im lay = ax +b.
e Sir dung diéu kién hai dudng thing vuong géc dé xac dinh hé s6 a.

¢ VGi a vira tim duoc, sir dung diéu kién diém thuoc dudmg thing dé xic
dinh tung do géc b.

Vi du 1. Tim m ¢ dwomg thing (d) : y = m’x + | — m vudng goc véi duimg thing
|
d): y=——x+2012.
d):y i
Giai
(dLld)e=aa=-1= mz.(—%]=4<:.m2 =4¢,~,J:

Vay m =+ 2 thi (d) L (d).
Vi du 2. Tim a v b, biét dudng thing (d,) : y = ax + b vuéng géc véi dudmg thing
(dy):y= -%x va (d,) di qua diém P(1 ; -1).

Gidi
Vi(d,) L(dy)nén aa'=-1 wa.[—%]:—] <a=3.Tacé(d)):y=3x+b.

Vi(d,)diquadiémP(1;-1)nén 3.1 +b=-1<b=-4.
Vaya=3vab=-4.

Vi du 3. Cho ba diém A(1 ; 2), B(3; 0), C(0; 1).
a) Chimg minh ring A, B, C la ba dinh ctia mot tam gidc.
b) Viét phuong trinh dudng thang chita duémg cao AH ciia AABC.

Gidi
a) Goi phuong trinh dudmg thing di qua B(3 ; 0) va C(0; 1) laBC:y = ax + b.
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Tac6:BeBCnén:0=a3+be3a+b=0 (n
CeBCnén:l=al+besb=1 (2)

Tﬁ(l}v&(Z)suyra:3a+I=Uc:>a=-% ::sBC:y:-%x+l.

Vi A g BC nén ba diém A, B, C khong thing hang. Viy ba diém A, B, C la ba
dinh cia mot tam gidc.

b) Goi phuong trinh dudng cao AHla (d') : y=a'x + b’
Vi AH la dudng cao cia tam gidc ABC nén :

AHLBCo (d)LBC—aa=-1 a'.[—%]:—lc::-a'=3.

Miatkhic: A(1;2)e(d)nén:2=a.1+b' < 2=3.1+b' <= b =-1.
Vay phuong trinh dudng cao AH ciia AABC lay=3x-1.
Vi du 4. Cho M(0 ; 2), N(I ;: 0), P(=1 ; =1) ldn luot 12 trung diém ciia céc canh BC,

CA va AB cua tam giic ABC. Vi€t phuong trinh dudng trung truc cia doan
thing AB.

Giai
Goi phuong trinh dudmg trung truc clia doan ABla(d) : y=mx +n.
Goi phuong trinh dutmg thing MN la:y=ax +b. Tacé :
N(1;0)e MN=0=a.l +bhaya=-b;
M{0:2)e MN=2=a0+bhayb=2=a=-2.
Do d6 phuong trinh dudng thing MN la:y = -2x + 2.

Vi M, N ldn luot la trung diém ciia CB va CA
nén MN 1a dudng trung binh ciia AABC = MN // AB. %

Vi (d) 1a dudng trung truc cua doan AB nén
(d) L AB

TV L B et - 1 ity B
2 Hf"!;n.”

::{d}:y=%x +n. Hinh 15

Vi P(=1; —1) 1a trung diém ctia doan AB nén dudmg thing (d) di qua P(-1; -1)
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:»—l:l.[—l)+nq»n=—l.
2 2

g | 1
Vay phuong trinh dudng trung truc cua doan thing ABla:y= Ex -5

C. BAI TAP TU LUYEN

Cho dudmg thing (d) : y = ax + b. Tim gid tri clia a va b trong méi truémg hop
sau :

a)(d/(d):y=2x+3; b) (d)tring (dy) :y==x+1;

i | 1
C)ld)fal(dgl:y=5x: d](d}J.{tL,]:y:—Ex.

Viét phuong trinh dudng thing (d') song song véi dutmg thing (d) : y = -4x + 5
va di qua diém M(1 ; -1).

Xdc dinh a v b dé dudmg thing (d,) : y = ax + b vudng géc véi dudmg thing
(dy): y= —lzx va di qua diém P(=1; 2).

Duong thing (d) : y = —ax + 2011 song song véi dudng phan gide cha goc
phdn tu (I) va (I1T) thi hé s6 a cua (d) bing :
|

: 5 ; L) =
(A1 (B) -1 ©0o (D) 2011

Cho bon dudng thing (d,) : y=%x-2 i(dy)iy==3x;(dy):y==-3x+4va

(dy): y= %x + 2 cdit nhau tai bon diém phan biét M, N, P, Q.

Khi d6 bon diém M, N, P, Q 12 bén dinh cta :

(A) Mot hinh thang ; (B) Mot hinh binh hanh ;

(C) M6t hinh chir nhat ; (D) Mot uf gide khong c6 gi dac biét.
Cho tam gidc ABC ¢6 A(1:5), B(-3;1),C(5:3).

a) Viét phuong trinh dubng trung truc cua canh BC.

b) Viét phuong trinh dudng trung binh MN ctia tam gidc ABC (MN // BC).



Cho M(0 ; 4), N(2 ; 0), P(~1 : =2) ldn luot la trung diém ctia cdc canh BC, CA
va AB cua tam gidc ABC. Viét phuong trinh dudmg thang AB.

Cho hai dudmg thing (d;) : y = mx + m vi (d,) : y:ﬁx.q.m: i3,
Chimg minh rang (d,) va (d,) khong triing nhau véi moi gid tri ciia m.

Cho ba diém khong thing hang A(=3 ; 0), B(0 ; 2) va C(1 ; 0). Xdc dinh diém
D trén mat phang toa do sao cho ABCD la hinh binh hanh.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

a) (d)//(d)e=a=2;b=3.
b) (d)=(ds)e>a=-1;b=1.

c) (d]cél(d;)ﬁa:%;beﬁi.

ddld)<aa=-1<a=2;beR.

Goi phuong trinh duémg thing (d') lay = ax + b.

Vid)//(d):y=—4x+5néna=—4vabs=5 Maitkhic (d) di qua M(1 ; -1)
nén:-l=al+bsa+b==-1=-4+b==-1(via=—4)<=b=3 (thoa
mén). Vay (d') : y=—4x + 3.

Vi (d) L (dy) nén a.a'=—laa.[—-,l;]=—laa=2+Dod6(d,}:y=2x+b‘

Vi(d,) di qua diém P(=1 ;2) nén 2.(-1)+b=2<b=4.

(d") : y = x 1a dudmg phan gidc ciia goc phan tu (I) va (11I).

(d) // (d') & —-a= 1<> a=-1. Chon (B).

@) // (dg), visa= %:x (b=-222=b': tuong ty (d) // (d3) ; (d) L (dy)

1
i —(=3)=-1.
v 3}( )

Do dé, bén giao diém M, N, P, Q 14 bon dinh cia m6t hinh chif nhat. Chon (C).
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6.

9.

120

a) Goi phutong trinh duémg thing BCla:y=ax +b.

ViB(-3:1)eBCnénl=-3a+b=b=1+3a (1); C5;3) e BCnén
I=5+b (2).

1 7 1 7
' ; =—,b=—.Dod6BC:y=—x+—.
Thay (1) vao (2) ta duge a 3 b 3 0 y 4x 3

Trung true cia BC 13 dudmg thing (d) vuong géc véi BC tai trung diém I cua BC.

BXC _y.y= ‘FB;YC =2 hay I(1 ; 2).

Do duédmg trung truc (d) : y = —4x + m di qua I(1 ;2) nén ta dugc m = 6.
Viay dudng thang (d) la: y = —4x + 6.
b) Goi M, N Idn luot 1a trung diém cia AB, AC. Khi dé ta c6 M(-1 ; 3).

Toa do cha diém I 1a: x;=

V’IMNHBCnenMNcéda_mg:y=%x+n(n:%).DuM(‘l . 3) thuoc MN

nénn= 173 (thoa man).

Viay MN c6 phuong trinh : y = ix + -;—3

Phuong trinh duémg thing MN la: y = -2x + 4.

Vi AB // MN nén phuong trinh duimg thing ABcé dang : y =—2x +b' (b’ # 2).
Vi duémg thing ABdiquaP(-1;-2)nén -2=-2(-1)+b' &b =—4.

Vay phuong trinh dudmg thing ABla:y =-2x — 4.

a=a' {m=J§ (1

Cdch 1. (d))=(d,) = =1
l ) {b=b' m=m2+J3_, (2)

Thay (1) viao (2) ta duoc : 0 =3 (vo li). Do d6 (d,) khong tring (d,) véi moi m,

Cdch2.Giasit:b=b < m=m>+ 3 ﬁmz—m+%+\r —%=U

2
Y [m—%) +[~."_—%)=0(vo 1i). Do d6 diéu gia sir 1a sai. Vay (d;) khong

trung (d,) véi moi m.
Chii y. Chicdn a # a'hoac b= b thi (d;) : y = ax + bkhong tring (d,) : y =a'x +b".
bipso:D(-2;-2).



§5. HE SO GOC CUA DPUONG THANG y = ax + b (a = 0)

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Hé s6 gbc clia duding thing

+ Géc o tao bai tia Ax (A la giao diém cua y
dudmg thing y = ax + b véi truc Ox) va tia AB, ' B
trong dé tia AB la phdn cla dudng thing /
¥ = ax + b ndm trong nira mat phing c6 b x'x
va chira tia Oy dugce goi 1a gée 1ao bai dudmg
thing y = ax + b va truc Ox (hinh 16).

+ Vi c6 sy lién quan gita h¢ s6 a vai goc
tao bai dudmg thing y = ax + b va truc Ox nén
ngudri ta goi a 1 he s6 géc cla dudmg thing
y=ax+b,

Khi géc a nhon thi a = tga. Hiwk 16
Khi géc a ti thi a = -1g(180° - a).
+ Cic dudmg thing c6 ciing hé s6 géc a thi tao véi truc Ox cdc géc bing nhau.
Cic dudmg thing song song hoac triing nhau thi ¢6 h¢ s6 géc bing nhau.
+ Khi a > 0 thi géc a nhon, hé s6 a cang I6n thi a cing lén.
Khi a < 0 thi géc a t, hé s& a cang 1ém thi « cang lén,

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. XAC DINH HE SO GOC CUA DUUNG THANG
Phuong phép giai

Van dung dinh nghia hé s6 goc cua dudmg thing y = ax + b (a # 0) ; géc
giifa dudmg thing va truc Ox ; van dung ti s6 lugng gidc cia géc nhon.

Vi du 1. Dudmg thing y = (m + 1)x + 5 di qua diém F(-1 ; 3) c6 h¢ s6 géc blng
bao nhiéu ?7

Gidi
Ki hiéu (d) la dudmg thing y = (m + 1)x + 5.
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ViF(-1:3)e(nén3=(m+D.-H+5<=m=1.
Heé s6 géc cua dudng thing (d) lha=m+1=1+1=2.

Vi du 2. Tinh h¢ s6 géc clia dudng thing (d) : y = (m — 2)x + 3, biét né song song
vai dudmg thing (d') : 2x — y — 1 =0. V& d6 thi (d) vira tim duoc.

Gidi

* Puimg thing (d') ¢6 phuong trinh 2x —y — 1 = 0 &
hay y =2x - 1. /

Vi(d)//(d)¢e>a=a'vibzb nétnm-2=2va Af3
3z-1. /

Do d6 hé s6 géc ciia dudmg thing (d) 1a 2. B

* Ta ¢6 (d) : y = 2x + 3. V& dudng thing di qua /g i .
hai diém A(0 ; 3) va B( . ; 0) la dudng thing (d) cdn

. Hink I7

vé (h.17).
Vi du 3. Tinh hé s6 goc cua dudng thing (d) : y = (1 = m)x + 1, biél né vuong géc

v6i dutng thing (d') : x - 2y — 4 = 0. V& d6 thi (d) vira tim duoc.

Gidi
* Pudng thang (d') c6 phuong trinh x -2y -4 =0 Ve
|
hay y= —x-2.
Yy 5 X

Vi(d) L(d)<aa =-1nén(l —m}.% =-1

=1-m=-2
Do dé hé s6 goc cia dudng thing (d) 1a - 2.
*Tacd (d): y=-2x + 1. V& dudng thing di qua

hai di€ém A(0 ; 1) va B(% ; 0) 1a dudmg thing (d) cdn
vé (h.18).

Hinh 18

Vi du 4. Tinh hé s6 goc cia dudng thing di qua hai diém A(-1: 1) va B(2 ; -3).
Giai
Gia sir phuong trinh dudng thing di qua hai diém A(-1: 1) va B2 : -3) Ia
AB:y=ax+h.
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Taco:A e ABnén:l=a(-1)+be=-a+b=1<b=a+1
Be ABnén:-3=a2+beb=-2a-3.

Tu(l)va(Qtacdé:-2a-I=a+1<a= —%7

Vay hé s6 goc cia dudng thing ABlaa= -—%.

Dang 2. XAC PINH GOC
Phuong phap giai

(1)
(2)

Van dung dinh nghia goc giita duimg thing y = ax + b (a # 0) va truc Ox ;

van dung ti s6 lugng gidc cta géc nhon ; van dung tam gidc dong dang.

Vi du 1. Tinh géc tao boi dudng thing y = —2x + 3 va truc Ox.

Giai

Vé dudmg thing y = -2x + 3. Khi d6 BAx 1a gc tao boi dudmg thing y = —2x + 3

véi truc Ox (hinh 19).

Xét tam gidc vuong ABO, taco : \ 4
thAB:-gE=—3—=2 <> OAB =63°26 3\B
OA L5

= BAx =180° —OAB =~ 116°34".

(Trong d6 2 chinh la gid tri tuyét d6i cia hé s6 O] 15\4
géc clia dudmg thing y = -2x + 3).

Ed

Hinh 19
Vi du 2. Cho duomg thing (d) : y = mx + /3.
Tinh géc tao bai (d) véi truc Ox, biét (d) di qua vk
diém A(-3 ; 0). L
4
Giai P
! eF
VIA(-3:0)e(d):y= V3 = s,
1 A( Je(d :y=mx+ =m 73( a
2 | -‘L//
Khi do6 (d) cé ph trinh y = — 3.
i dé (d) c6 phuong trinh y Jsti--.r /3 5 =
Hinh 20
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Goi o 12 géc tao boi dudmg thing (d) véi truc Ox. Khi d6tacé :

1g|::|t=L = a=30"

V3

Vay gée tao bai duimg thing (d) véi truc Ox 1a 30°.

Vi du 3. Cho hai duimg thing (d,): y=-2x va(d,) : y =%x . (d) 1a dudmg thing

song song Vi truc Ox va cét truc Oy tai diém c6 tung do bing 3 ; (d) cat (d;)
va (dy) 14n lugt tai A va B. Chimg minh ring : AOB =90°.
Giai
V& ba dudng thing (d,), (d,) va (d) nhu hinh 21,
Xét hai tam gidc AHO va OHB, taco :
\
A

AHO=OHB =90 ; —— = —m—,

—— —— :

Do d6 : AAHO o2 AOHB = AOH =0OBH. E
Mi OBH + HOB =90° nén a ,5|\
AOH + HOB =90° = AOB =90°, Hinh 21

-3 .-

b | -

Chiy.(d):y=-2xcohé¢sOgoca, =-2,(dy) :y= %x c6 hé s6 goc a, =

Ta thdy : a,.ap = {-2).%=-1 ,dod6: (d)) L (dy).

Dang 3. XAC DINH DUONG THANG
Phuong phap giai

 Goi phuong trinh dudmg thdng cdn tim la y = ax + b. Ta cfin xdc dinh a va b.
e Chii ¥ ring : Goi @ la géc tao bai dudmg thing y = ax + b (a # 0) véi truc Ox
taco:
— Khi géc o nhon thia = tga ;
— Khi géc o ti thi a = - tg(180° - o).

Vi du 1. Xidc dinh dudmg thing (d) di qua diém A(=2 ; 3) va c6 hé s6 goc bing —2.
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Giai
Goi phuong trinh dudng thing (d) la: y = ax + b.
Vi(d)coheésSgocla-2néna=-2=(d):y=-2x+b.
ViA(-2:3)e(d)nén3=(-2)(-2)+bsb=-1.
Do d6 phuong trinh dudng thing (d) 1a y=-2x - 1.
Vi du 2. Xdc dinh dudmg thing (d) di qua diém A(-1 ; 1) va tao véi truc Ox mot
gbc bing 45°.
Giai
Dudmg thing (d) codang : y=ax+b. ViA(-1; 1) e (d)nén 1 =a(-1)+b
hayb=a+1.
Vi (d) tao véi truc Ox mot goc bing 45° néna = tga = 1g45°= 1 => b =2, do
dé(d):y=x+2.
Vi du 3. Xdc dinh dudng thang (d) di qua diém A(0 ; 1) va tao véi dudmg thing
y = 2 mot géc bang 60°.

3 s

Giai
Pubng thing (d) cé dang : y = ax + b.
ViAD:De(d)nénl=al0+b=b=1.
Vi duding thing y = 2 song song véi truc hoanh nén tir dé bai ta c6 (d) tao vdi
truc Ox mot géc bing 60°.

Tacéa:iga=1g60°=Ji+\’ay(d):y=ﬁx+l.

C. BAI TAP TU LUYEN

1. Dudmg thing (d) di qua giao diém cia hai duémg thing y = x + 1,y = 2x va
song song véi dudmg thing y = V2x+2+ 42 1a:
(A) y=ax+2-2; B) y=(2+v2)x +1 ;

(C) y=v2x+2-2 ; (D) y=x++2.
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2. Dudng thing y = % X +% vuong géc véi dudmg thing ndo dudi day ?

1 3 3

A y=——x—-—1: B =2 -
(A) y 2’# 5 (B) y=2x 3
3. 1.3
(C}y__2x+5. (D)y_zx s

3. Dudng thing y = (m + 1)x — 2 vudng gbc véi dudmg thing y:%x +2011 thi
m béng :
(A)-2; (B)-3; O~ (D) 1.
4. Xic dinh dudmg thing (d) biét n6 c6 hé s6 géc bing 2 va di qua diém A(-3 ; 2).
5. Tinh hé s6 géc ciia dudmg thing di qua hai diém A(l ; 2) va B(3 ; 4).
6. Cho dudmg thing (d) : y = mx + 3. Tinh géc a tao bai (d) véi truc Ox, biét :
a) (d) di qua diém A(—/3 ;0):
b) (d) di qua diém B(6 ; - 3).

7. Xic dinh dudng thing (d) di qua diém A(0 ; 3) vi tao v&i dudmg thing y = 2
mot géc bang 60°.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

1. (C).

2. (C).

3. (B).

4. y=2x+8.

5. AB:y=x+1=>dudng thing ABcéhé s6 géca=1.
6. a)a=60°"

b)m =-1<0nén —tg(180° — ) = — 1 & 180° — . = 45° &> a =135°.
7 y= \Gx+3v
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ON TAP CHUONG Il
A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Ham so

+ Néu dai luong y phu thuoc vao dai luong thay dai x theo quy tac f sao cho véi
moi gid tri cia x, ta ludn xdc dinh duge chi mot gid tri twong img cua y ma y = f(x)
thi y dugc goi 1a ham s6 cua x va x duge goi la bién s6.

+ Cich cho ham s6 : Ham s6 thudng dugc cho bing cong thifc.

Chui y. C6 mot s6 cach khdc chio him s6 nhu : bang, so dé Ven, dé thi.

+ D6 thi cia ham s6 : Tap hop G cdc diém biéu dién cdc cap gid tri twong tmg
(x ; f(x)) trén mat phﬁng toa do goi 14 d6 thi cia ham s6 y = f(x).

+ Tinh déng bién, nghich bién cta ham s6 : Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén
tap hop D la moét khoang, nira khoang hay doan, véi moi x;, x, € D

Néu x; < x, ma f(x,) < f(x,) thi ham s6 y = f(x) déng bién trén D.

Néu x,; < x, ma f(x,) > f(x,) thi ham s& y = f(x) nghich bién trén D.

2. Ham s6 bac nhat

+ Ham s6 bac nhdt la ham s6 duoc cho boi cong thifc y = ax + b, trong dé a, b
la cdc s6 cho trude via = 0.

+ Tap xdc dinh : R.

+ Khi a > 0 thi ham s6 ddng bién trén & ; khi a < 0 thi ham s6 nghich bién
trén R.

+ D6 thi ctia ham s6 bac nhat 14 mot dudmg thing.
+ Hé s6 a (a = 0) duge goi 1a hé s6 gbe cia dudng thing y =ax + b,
4 Cho hai dudmg thang (d) : y=ax+b(az0)va(d):y=ax+b'(a'#0). TacH:
(d)f/d)<=a=avab=zb.
(dy=(d)<=a=a"vab=>"
(d)va (d)catnhau <> a=a’.
(d) L(d)<=aa =-1.
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. VE BO THI CUA HAM SO BAC NHAT
Phuong phap giai

Budc 1 : Tim TXDP (TXD ciia ham s6 bac nhat 1a R).

Budc2:Védéthiy=ax+b(az0)

Cich 1. + Xdc dinh hai diém phan biét bét ki cta dé thi réi vé duimg thing
di qua hai diém dé6.

Cdch 2. + Xéc dinh giao diém cta dé thi vé6i hai truc 1oa do :
eChox=0=y=a.0+b=b= M(0;b) thude truc tung.

sChoy=0=0=ax+b=2x= -P- =:a|'»1n{—-ti : ) thude truc hoanh.
a a

+ V& dudmg thing MN ta dugc d6 thi ciia ham s6.

Vidul.Chocichimsé(d):y=x-1va(d):y=-x+3.
VE dé thj (d) va (d') trén cing mot hé truc toa do. Xdc dinh toa do giao diém
cua (d) va (d").

Gidi
+TXD: R.
+ VEé(d):
Chox=0=>y=0-1==1 = A0; -1) thudc
truc tung.
Choy=0=20=x-1=x=1= B(l ; 0) thudc
truc hoinh.

Vé duimg thing AB ta dugc dé thi (d) (hinh 22).
+ Vé(d):

Chox=0=y=0+3=3 = C(0; 3) thudc truc tung.
Choy=0=0=-x+3=x=3= D(3; 0) thute truc hoanh.
V& dudmg thing CD ta duoc dé thi (d').

+ Xdc dinh toa do giao diém I cia (d) va (d) :

Hinh 22
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Cdch 1. Tir giao diém 1 vé cdc dudng thing vuong géc v6i hai truc toa do ta
xic dinh dugc I(2 ; 1).

Cdch 2. Goi toa do giao diém I 1a (x;; yp).

Vi la giao diém cia (d) va (d') nén | vira thuoe (d), vira thude (d').

Vil(x;;ype(d):y=x—-1nén y;=x; - L.

Vilix;:yped):y=-x+3nén yj=—x; +3.

Suyra:xj-l=-x+3e2x=4x=2=y=-x+3=-2+3=1

Vay toa do giaodiém I 1a (2 ; 1).

Chi y.

¢ Hoanh do6 giao diém I 14 nghiém cua phuong trinh x — | = - x + 3,

* S0 giao diém cta (d) : y = f(x) va (d') : y = g(x) 1a s6 nghiém cha phuong
trinh f(x) = g(x) va nguoc lai.

Vidu 2. V& d6 thi (G) chaham s6 y = |x - 2] .

Gidi

x=2 (x22) ) 4
VE(G):y= |x—2|= 2)

-x+2(x<2) (2) (1
D6 thi (G) gém hai nhanh (1) va (2). 5
Nhénh (1) ciia (G) : diéu kién la x > 2. . L
Chox=2=y=2-2=0=A;0) ey
thuéc truc hoinh.
Chox=3=y=3-2=1=B3; ). ERE

Hinh 23

V& tia AB ta duoc nhénh (1) ciia dé thi (G).
Tuong tu, vé nhdnh (2) ta thu duoc d6 thi (G) ¢o hinh chir V nhu hinh 23,
Chit y. Hai nhanh cia (G) d6i ximg véi nhau qua dudng thing x = 2.

Vidu 3. Chohims6y = x +[2x-2|.
a) V& dé thi (G) ctia ham s& rén.
b) Bién luan theo tham s6 m s6 nghiém ctia phuong trinh x +[2x - 2| =m.
Giai
-2 (x=0) (1)

a) V& (G) 1y = x+|7-"*2|={—x+z x<l). (@
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D4 thi (G) gébm hai nhdnh (1) va (2). ¥4 (1

Nhénh (1) cia (G) : diéu kién lax > 1.
Chox=1=y=3.1-2=1=A(: D). T yem

Chox=2=y=32-2=4=B(2;4).

V& tia AB 1a duge nhinh (1) cia dé thi (G). It- 2|
K
Tuomg ty, v& nhédnh (2) ta thu dugc dé thi O 1 2 x
(G) nhu hinh 24,
Hinh 24

b) S6 nghiém clia phuong trinh x +[2x - 2| =m (%)

1 56 giao diém cia dudmg thing (d) : y =m vadé thi (G): y = x +[2x - 2|.
Tir d6 thi ta thdy :

+ Néu m < 1 thi phuong trinh (*) vo nghiém.

+Néu m = 1 thi phuong trinh (*) ¢6 1 nghiém.

+Néu m > 1 thi phuong trinh (*) ¢6 2 nghi¢m phan biét.

Vi du 4. Véi gid tri ndo cia tham s6 a thi phuong trinh [2x —a|+1=|x+3| (*) 6

nghi¢m duy nhat ?

(Thi vao Khéi PT Chuvén Todn = Tin DHSPHN ndm hoc 1997 - [1998)
Giai

+Taco: (%) < [2x-a|=|x+3]-1. (1) 7

S6 nghi¢m cua phuong trinh (1) la s6
giao diém clia d6 thi (G) : y = [2x -a| va dé
thi(G):y= |x +3[—1 !

V& hai d6 thi (G) va (G) nhu hinh 25.

Phuomg trinh (*) c6 nghiém duy nhat

<= (1) c6 nghiém duy nhat

&> (G) va (G') c6 duy nhat mét diém chung

o 2= dhoacl=2
2 2

Hinh 25

s> a=-8hoica=-4.
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Dang 2. XAC DINH DUONG THANG
Phuong phap giai

1. Viét phuong trinh dudmg thang di qua hai diém cho trudc.

2. Viét phuong trinh dudng thing di qua mot diém va c6 hé s6 géc cho
trudc.

3. Viét phuong trinh dudng thing di qua mot diém va song song vdi mot
dudmg thing cho trudc.

4. Viét phuong trinh dudng thing di qua mét diém va vuong géc véi mot
dudmg thing cho truéc.

Vi du 1. Tim m va n d€ dudmg thdng (d) : y = (m — 1)x + 2 — n di qua hai diém
A(2;:-1)vaB(-3:-6).

Gidi
Taco: Ae(d)nén-l=(m-1)2+2-ne2m-n=-l<n=2m+1 (l)
Be(dntn-6=(m-1).(-3)+2-ne<-3m-n=-11. (2)
Thay (1) vao (2)dugec : -3 m - (2Zm+1)=-11 < -Sm=-10<m=2

=n=2m+1=22+1=5.

Viym=2vin=5thi(d): y=x-3diqua A(2;-1)vaB(-3;-6).
Vi du 2. Viét phuong trinh dudng thang (d) cit (d') : y = x — 3 tai diém c6 tung do

badng —1 va biét (d) c6 hé s gbe bang 2.

Gidi

Goi A la giao diém cua (d) va (d'). Vi A ¢6 tung do bing —1 nén hoanh do cua
Ala:-l=x-3hayx=2.Dodd: A(2;-1).

Goi phuong trinh dutmg thang (d) 1a: y=ax + b.

Taco(d)cohésdgocla2néna=2=(d):y=2x+b.

ViA2;-1)e(d)nén-1=22+b<=b=-5.

Do d6 phuong trinh dudmg thang (d) 1a y = 2x - 5.

Vi du 3. Cho dudng thing (d) : y = 3x — 2 va diém M(-1 ; 1). Viét phuong trinh
dudmg thing (d") di qua diém M vi song song véi (d).
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Gidi
Goi phuong trinh dudmg thang (d') lay = ax +b.
Vid)/f(d):y=3x—2néna=3vab=-2
Mat khdc (d') di qua M(-1; 1) nén :
l=a(-1)+b=-a+b=1-3+b=1(via=3)< b=4/(thoa man).

Vay phuong trinh dudmg thang cin tim 1a: y = 3x + 4.

Vi du 4. Trén mat phing toa do Oxy cho M(2 ; 4), N(0 ; 2). Tim cdic diém A

trén mat phéing toa do Oxy sao cho AM = AN.

Giai
Cadch 1. Toa d¢ trung diém I ctia doan MN la :
xp=—MN ;’x-“ =15y= DN S 3hay a1 9).
Goi phuong trinh duong trung truc cua doan MN 1a(d) : y = mx +n.
Goi phuong trinh duong thing MN la: y=ax +b. Tacé
M2:9)eMN=4=a2+bhavb=-2a+4;
NO:2)e MN=2=a0+bhayb=2=a=1.
Do dé phuong trinh dudng thing MN la:y = x + 2.
Vi AM = AN = A thuoc dudng trung truc cua doan MN hay A e (d).
Vi(d)latrungtruc chia MNnén(d) LMN=>m.l =-1 =>m=-1
=(d):y=-x+n.
Vil(l ; 3) la trung diém cua doan MN nén dutmg thiang (d) di qua I(1 : 3)
=3=(1)1+n=n=4
Vay tap hop cdc diém A la dudng thing (d) : y = —x + 4.
Cdch 2. Goi toa do cua A la (x; y).

Taco: AM=AN & yJ(2-x)? +(4-y)? =(0-x)2 +(2-y)?
& 2-x)2+(@d-y)2 =(0-x)? +(2-y)?
c::>4—4x+x2+]6-8y+y2 =x2+4-4y+y2
< 16-4x =4y
<> y=—x+4,



Viy t4p hop cdc diém A trén mat phing toa do Oxy thoa min bai toan la duimg
thing ¢6 phuong trinh : y = —x + 4.

Dang 3. CUC TRI
Phuong phap giai

* Van dung bét ding thirc dai s6.

¢ Vin dung quan hé gilra dudng xién va dudmg vudng goc.
* Vin dung hé thic Iueng trong tam gidc vuéng.

e Van dung do thi.

Vi du 1. Tim m dé khoang cich tir goc toa do O(0 ; 0) dén dudmg thang (d) c6

‘ 2m-2 2 B = L =
phuong trinh y = X+ dat gid tri I6n nhat (véi m # 2).
m-2 m-2

Giai

Vitung do goc b =

2 # 0 nén (d) khong di qua goc toa do.
m-2

Truomg hop 1 : Xétm = 1. Khi do (d) : y = -2. Do do khoang cich tir O(0 ; )
dén (d) 1a 2.

Triemghop 2 : Xétm = |,

Khi dé (d) cat truc hoanh tai diém Ai-—]! : 0) va cat truc tung tai diém
m-—-
5

2 1
B eniic PO STy e .
Rl T s

Ké OH vuong goc vai (d) tai H thi do dai OH la khoang céch tir O dén (d).

Ap dung hé thic ~!—., = —],,— + A viio tam gidc vuong ABO taco :

h® a* b°
9 2
1 1 1 OA~.0B" 4
G E e = OH? = 3 5 = 3 3
OH® OA® OB~ OA“+0B” (m-2)"+4(m-1)
2

V5m? -12m+8 =22 &
2 13
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(ddu “=" xay ra khi m =§ ).
; ; : -
Két hop hai trudmg hop ta c6 khim = E thi OH ,,, = J5.

Vi du 2. Trén mat phing toa do cho hai diém A, B déu c6 hoanh do va tung do

thoa min déng thic |x —1|+|y - 2| =3 (*). Chimg minh ring khoang cich AB<6.
Giai

x+y=6 (xzl;yz2) vi

x-y=2 (xz2Ly<2)

-X+y=4 (x£liy=22)

—x=-y=0(x<£Ly<2)

Pidu kién (*) &

= Tap hop céc diém A, B théa man yéu cdu
bai todn la hinh vudong MNPQ nhu hinh 26
= AB<MP=6.

Diu “=" xay ra khi A, B la hai dinh d&i nhau Hinh 26
cua hinh vuéng MNPQ.

C. BAI TAP TV LUYEN
| 1
1. Himsd y=—+ khong xdc dinh vai ;
¥ x-2 «J2-x ¥ C
(A)x=2; (Byx>2; C)x<2; (D) moi x thudc R.

2. Vi gid tri ndo cha m thi ham s6 y=(m? —2)x +1 12 ham s& bac nhat déng
bién ?

(A) -J2<m<+2 ; (B) m:n.E hoac m<—v2 ;
(C) m#12; (D) Véi moi gid tri cia m thuoe R.

3. Cho ham s6 y=f(x)=ax’ +bx>+2007x+1 véi a, be R, biét f(v2)=2,

tinh f(—/2).

134



Cho him so6 1."---{m-3}:¢2 +m(x-1)+2.
a) V@i gid tri ndo cia m thi ham s6 da cho 1a ham s6 bac nhit ?

b) Véi gid tri vira tim duogc ciia m & cdu a, thi ham s6 da cho déng bién hay
nghich bién ?

Cho duimg thing {d}:y=%x+3.

a) V& dudmg thing (d).
b) Tinh géc tao bai duimg thing (d) va truc Ox.
¢) Tinh dién tich tam gidc do duimg thing (d) tao véi hai truc toa do.

Xic dinh ham s6 y = ax + b, biét ring dé thi ciia né song song vdi dé thi ciha
ham s6 y = -2x va di qua diém A(1 ; =3).
Cho ciic dudmg thing (d;) : y = -2x + 3 ; (dg}:y=-;-x+[ s (dy):y==2x-1,

Khong v& d6 thi cia cdc ham s6 d6, hiy cho biét vi tri twong d6i gifta cic
dudmg thing d6 d6i véi nhau nhu thé nao ?

Cho cdic dudmg thing {d,]:y={2m—”x+m3—1 i(dy):y=(m+3)x=3,
a) Tim cdc gid tri cha m dé (d,) //(d,).
b) Tim céc gid tri cia m dé (d;) di qua géc toa do.

Tim diém M trén dudng thing (d) : y = =2x + 25 sao cho khoing cich OM
nho nhat, véi O la goe toa do.

HUGNG DAN GIAI - AP SO
(D).
(B).
f(—v2)=0.
aym=3, b) DBéng bién.
b) 36°52' ; ¢) 6 (dvdt).
y=-2x-1.
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7. @dp/ids):  (d)Ldy): (dy) L (d3).

8. aam=4; b)m=z%l.

9. Goi toa do cia diém M la (a ; b). Khoang cdch OM = \ja2 +b2.
TacoM(a;b)e(d):y=-2x+25nénb=—-2a+25hay 2a+ b= 25.
Ap dung bit ding thiic (ax + by)® < (a® + b)(x> + ¥ (véi (x ; y) = (2; 1)),
tacd:
25°=(2a+b)’ <+ D)@ +b) o 5<a+ = 0M 2 5.

2a+b=25 a=10
Dodé OM i, = V5 < {a Q{b—s

= M(10;5).
— b
2 -
Chit y. Ta c6 thé gidi bai 1odn nhu sau : OM ;, <> OM L (d) tai M.
Ta xdc dinh toa do diém M bing céch :
+ Lap dudng thing (d) di qua O(0 ; 0) va vudng géc véi dutmg thing (d).
+ M la giao diém cua (d') va (d).
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PHAN HINH HOC

CHUONG |
HE THUC LUONG TRONG TAM GIAC VUONG

§1. MOT SO HE THUC VE CANH
VA DUONG CAO TRONG TAM GIAC VUONG

A. TRONG TAM KIEN THUC
Trong hinh 1, xét tam gidc ABC vuong tai A, b' va ¢' 1dn lugt 1a hinh chiéu cia
hai canh géc vuong b va ¢ trén canh huyén.
Ban cédn nhd bon hé thiic sau :

(l]b2=ab'; cz=ac'.

(2) X = bc.
(3) ah = bc.
) ==t
h b "
Luuy:

¢ Tir hé thitc (1) ta c6 thé suy ra dinh Ii Py-ta-go :
a®=b%+c.
e He thiic (1) con duogc phdt biéu nhu sau :

Trong modt tam gide vudng, mbi canh gée vudng 1i trung binh nhén cua
canh huyén va hinh chiéu cia canh géc vudng dé trén canh huyén.

e Heé thifc (2) con duge phit biéu nhur sau :

Trong mot tam gidc vuong, dudmg cao img vGi canh huyén 1a trung binh
nhan cia hai hinh chiéu ctia hai canh géc vuong trén canh huyén.
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. BIET HAI TRONG NAM YEU TO a, b, ¢, b, ¢’, TINH MOT SO YEU
TO CON LAI
Phuong phap giai

Trudc tién tinh canh huyén (néu cén) réi van dung hé thitc (1) :

2 W 2 L]
b =ab': ¢ =ac.

Vi du 1. Tinh céc d¢ dai x, y trong hinh 2,
Giai
» Ap dung dinh If Py-ta-go ta duoc :
BC? = AB* + AC* =757 + 10° = 156,25. A
Do d6 BC=12,5.
e Ap dung hé thic ¢’ = ac' ta duoc :
AB’ = BC.BH = 7,5° = 12,5x " e
=x=45. Hinh 2
Suyray=BC-BH=125-45=8.

9]

Vidu 2. Tinh cdc do dai x, y trong hinh 3.
Giai
eTac6BC=1+3=4.
* Ap dung he thiic ¢® = ac’ ta duoc :
AB’=BCBH=>x’=4.1=4 x
=X =23 1 3
AC = BC.CH =y’ =43
::ry=2v'§.

Vi du 3. Tinh d6 dai x trong hinh 4.

Hinh 3

Giai

Ap dung hé thiic ci=ac'ta dugc :

138



AB? = BC.BH A
2
(ZJE) =(x+6).6 Vi3
60 = (x + 6).6 £ L] o~ -
X+6=10=x=4. Hinh 4

Vi du 4. Mot tam gidc vuong c6 ti s6 hai canh g6c vudng bing 5 Tinh ti s6 hai

hinh chi€u cia hai canh géc vuong dé trén canh huyén,

Giai

Ap dung hé thic (1) ta cé :

b2=ab'; czzac'

b2 ab’ b
suyra —=—s=—,

¢ ac' ¢

. 2

Néu E=itml=[i] al

c 9 c' 9 81

Vi du 5. Mot tam gidc vudng c6 ti s6 hai canh géc vuéng bang ; canh huyén dai

10cm. Tinh d6 dai cac hinh chiéu ciia hai canh géc vudng trén canh huyén.

. Fa

Giai

Ap dung hé thirc (1) tacé :

c' 16
b' ¢' b'+c¢' 10 2
suyra —=—= —_=—

018 Duls B 8

Do dé b'=%.9=3.6 : c'=§.16=6,4.

139



Dang 2. TINH DUONG CAO UNG VGI CANH HUYEN KHI BIET HAI TRONG
NAM YEU TO a. b, ¢, b, ¢. NGUOC LAL BIET PUONG CAO VA MOT
TRONG NAM YEU TO NOI TREN, TINH MOT SO YEU TO CON LAI

Phuong phip giai

1
Vin dung cic hé thiic h®=b'c' :ah=bc; =—t—. |

Vi du 1. Tinh cdc do dai x, v trong hinh 5.
Giai
Ap dung dinh 1i Py-ta-go ta duoc

2

BC = AB*+ AC = 33+(3J§]
=X =0 3

Ap dung hé thitc ah = be ta dugc
BC.AH = AC.AB 1 -

=6y =333 Hinh 5

_3
=3

=Y

Vi du 2. Tinh dién tich tam gidc ABC trong hinh 6.
Gidi
Ap dung hé thirc h” = b'e' ta duoc
AH’ = HB.HC =12° = HB.16 A
= HB=9.
Do d6 BC=9 + 16 = 25.
Dién tich tam gidc ABC la : B H 16 C

12

S= -.];BCA.H — %.25 12 =150 (dvdt). Hinh 6
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Vi du 3. Tinh do dai AH trong hinh 7.
Gidi
Tac6 HC=75-27=48.
Ap dung hé thiic h” = b'c' ta duge
AH’=HBHC =27.48 = 1296 e —%

i M g5
= AH =3.6. Hinh 7

Vi du 4. Tinh d¢ dai HC trong hinh 8.

Gidi
Tacé BH> = AB’ - AH® = 10°- 6" = 64
= BH=8. 10
Ta c6 AH® = HB.HC
=6"=8HC= HC=45. i : o
Vi du 5. Tinh tich HA.HB.HC trong hinh 9. Hinh 8
Gidi 2
Tacé AH? = AC? - HC® = 34% - 167 = 900.
= AH = 30. %
Ta c6 HA.HB.HC = HA HA? = HA® 16
B H &

3
= 30" = 27000. Hinh 9

Dang 3. CHUNG MINH MOT SO HE THUC HINH HOC
Phuong phap giai

Xem hé thic cin chitng minh gidng hoac gén gidng véi hé thirc nao trong
bon hé thide (1), (2), (3), (4) dé tim cdch vin dung hé thiic d6. Néu cin thi
vé thém dudng phu (thudng la vé thém dudmg thdng vudng géc) sao cho
trong hinh vé c6 tam gidc vuong, c6 duimg cao img véi canh huyén dé van
dung cdc hé thic néi trén.

Vi du 1. Cho hinh thang ABCD (AB // CD) ¢6 D =90° va AC L BD. Chimg minh
ring AD la trung binh nhin cua hai ddy.
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Giai

Qua A v& mot dudng thing vuong géc vdi A B
AC cit dudmg thing CD tai E (h.10).

Ta cé6 AE // BD (vi cing vudng géc vdi
AC). Mat khic AB // DE nén ur gidc
ABDE la hinh binh hanh. Suy ra DE = AB.

Ap dung he thicc h® = b'¢' ta ¢6 AD* = DE.DC
Suy ra AD’ = AB.DC (dpcm).

E D C
Hinh 10

Vi du 2. Cho tam gidc ABC can tai A. V& cic

dudmg cao BE va CD. Tir B vé mot duing A
thing song song véi CD cét tia AC tai F.

Chiing minh ring AC” = AE.AF.
Gidi D, E
BF // CD ma CD L AB nén BF L AB (h.11). B c

Xét AABF vuong tai B ¢6 BE 1a dutmg cao
img v&i canh huyén AF nén AB’ = AE.AF, F

Hinh 11
Suy ra AC® = AE.AF (vl AB = AC).

Vi du 3. Cho tam gidc ABC vubng tai A, dudmg cao AH. Goi D va E l4n luot la

. Mat khic AH? = HB.HC
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hinh chi€u cia H trén AB vad AC. Chimg minh ring DE’ = BD.CE.BC.
Gidi
Ap dung hé thirc b® = ab' vio céic tam gidc vudng HAB va HAC ta dugc :

HB® = AB.BD ; HC® = AC.CE.

— AH® = HB* HC?
= AB.BD.AC.CE.

Nhung AB.AC = BC.AH nén AH* = BD.CE.BC.AH Hinh 12

— AH’ = BD.CE.BC.
Dé thdy tif gidc ADHE la hinh chit nhat nén AH = DE.

Do d6 DE’ = BD.CE.BC.




Vi du 4. Cho tam gidc ABC can tai A, hai dudmg cao AD va BE. Cho biét BE = 2k ;
BC=2m;AD=n.

Chimg minh ring e

.
luc2 m2 n2 A
Giai =

Tam gidc ABC can tai A nén dudng cao AD

ciing la dudng trung tuyén, do d6 DB = DC = m. H
Vé DH L AC thi DH // BE vi DH la dutmg trung

binh ciia AEBC (hinh 13), dod6é DH=~BE=k. ° B e

2 Hinh 13

+—— vao ADAC vubng tai D, ta duge

Ap dung he thirc --1-5- .
h c

bl

| I 1 l | I
hﬂ}' =5 =—3+—2.

= +
DH? DC? AD? k* m® n

Vi du 5. Cho tam gidc ABC vuong tai A (AB < AC), dudmg cao AH. Ldy diém M
trén doan thing HC sao cho HM = AH. Qua M vé mot dudmg thing vuong

. X c 1 1
gbe véi BC, cat AC tai D, Chimg minh rang = - s
AH? AD? AC?

Giai

Ve DK L AH (h.14), ur gidc KDMH la hinh chir nhat nén KD = HM, do dé

KD = AH.
Xét AKAD va AHBA c¢6 : A

E=ﬁ=9'ﬂ°: KD=AH; 1l 2

E=ﬁ (cang phu véi A1) Kp
Do d6 AKAD = AHBA (g.c.g) — ga—
suyra  AD=AB. Hish 14
Ap dung hé thitc hizzb%+c% ta duoc

1 1 1  dlin 16i 1 1 1

= + = + .
AH? AB? AC? AH? AD? AC?
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5%,
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C. BAI TAP TU LUYEN

Cho tam gidc ABC vuong tai A, duimg cao AH. VEé HK L AB (K  AB).
Chimg minh ring :
2

AB® HB

a) ABAK =HB. HC: ——,
AC- HC

Cho tam gidc ABC vudng tai A, canh BC = 5cm va ti s8 hai hinh chi€u coa
AB, AC trén canh huyén biing % . Tinh dién tich tam gidc ABC.

Cho tam gidc ABC vuong tai A, AB = 15cm : BC = 25cm. Tinh d6 dai hai
hinh chiéu ctia hai canh géc vuong trén canh huyén va tinh dudng cao img véi
canh huyén,

Hinh thang ABCD (AB // CD) ¢6 AD=5cm ; AC=12cm vaCD = [3cm.
Biét dién tich hinh thang 12 45cm”,

a) Tinh chiéu cao cta hinh thang.

b) Chimg minh rang AB = %CD ;

Cho tam gidc ABC vuong tai A, duomg cao AH. Vé HD L AB, HE 1L AC
3
(D € AB. E € AC). Chimg minh ring —Bl)——=£3-—
CE AC?

HUGONG DAN GIAI - DAP SO

a) (h.15) Xét AHAB vuong tai H, ta c6 AH" = AB.AK (1).
Xét AABC vudng tai A, ta cd

A
AH® = HBHC (2).
Tir (1) va (2) suy ra AB.AK = HB.HC. K
b) Tinh AB® ; AC” réi lap ti s6 cua ching . -
va it gon 1a dugc diéu phai chiing minh. €
Hinh 15



2.

(h.16) V& AH L BC, tinh duoc HB = 1,8cm ;
HC = 3,2cm. Tir dé tinh duoc AH = 2,4cm.
Dién tich AABC 1a 6cm”.
B&— —>C

Hinh 16

(h.17) Van dung hé thic ¢ = ac, 1a tinh

A
dugc BH = 9cm, tir d6 suy ra CH = 16¢m.
15
Van dung hé thic h® = b'c, ta tinh duoe
AH= 12cm.
B™-..._ H B i

et o
Hinh 17

4. a) (h. 18) V& AH L BC. Xét AADC ¢6

5%,

10. TTKTTodn8/1-A

AD*+AC’=CD* vi5* + 122 =13}
A B

nén AADC la 1am gidc vudng tai A. Van
|
dung he thifc —— = ——+—— ta tinh 7 12
AH® AD~ AC- H
B

D T
dugc AH =4%cm.
: Hinh I8
. _(AB+CD).AH
b) Van dung cong thic S= ——,

ta tinh duge AB = 6,5cm. Do dé AB=%CDL

4

(h.19) Truée hét, van dung cdc hé thic b’ = ab' ; ¢* = ac’ d€ tinh ti s6

AC?
2 A
mdm&-_—ﬁ.
AC? HC
4 2
D
Tudésuyrah—]?"izH_}?['
HC*
> = ABBD: HC’ = AC.CE » " "
TacéHB; : : = .3. Hinh 19
mdéﬂ:AB'BD_Su)lraﬂng
ACY ACCE AC? CE
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§2. Ti SO LUONG GIAC CUA GOC NHON

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Dinh nghia ti s& lugng giac clia géc nhon a

sina =

canh daoi

canhhuyén’

canhddi
O = e ¢
canhké

Nhén xér1 :

e O<sine<l;:0<cosa<l,

cosa =

colga

canh ké

_ canh ké
canh d6i

canh huyén

C,

Bt

canh d6i

@
canh ké

Hinh 20

e Néu hai goc nhon o va ¢ : sina = sinf} ; hodc cosa = cosp : hodc tga =1gf} ;
hodc cotga = cotgf thi a = fi.

o Néua+ B =90° thi sinc = cosp ; cosa = sin ; tga = cotg ; cotga = 1gf.

e Néu a tang thi sina tang, tga ting con cosa giam, cotga giam.

2. Mét s6 hé thirc lugng giac co ban

sina

tgo =

cosa

{1);

tga.cotga=1(3);

colgo =

3 2
sin“o + cos"a = | (4).

cos

_ 2);
sina

3. Ti s6 lugng giac cua mét sé goc dac biét

a 0 a ¥
) ; 30 45 60
Ti 56 luong giac
. 1 V2 V3
sino = , _ —
2 | 2 2
IL 9 1
cosa V3 ’ £ - 1
2 2 2
tea # | 5
3
colga 43 1 ‘—{‘,—i
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TINH Ti SO LUONG GIAC CUA CAC GOC NHON TRONG MOT
TAM GIAC VUONG KHI BIET HAI CANH
Phuong phap giai

« Tinh d¢ dai canh thit ba (theo dinh Ii Py-ta-go). i
® Tinh cdc ti s6 lugng gidc cia mot géc nhon (theo dinh nghia). |
|

e Suy ra cic ti s6 lugng gidc cua géc nhon con lai theo dinh 1i vé 1 s6
luong gidc cia hai géc phu nhau.

Vi du 1. Tam giic ABC vudng 1ai A, AB = 1,5 ; BC = 3.5. Tinh cic u s6 luong
gidc cua goc C rdi suy ra cdc 1 so luong gidc cua goc B.

Gidi
Tac6 ACC=BC’ - AB*=3,5"-1,5=10 = AC=410.

Dodé cosB= s:nC—AB—

22 _210,4286 ; .
BC 35
35

sinB=cosC=AC Y10 _ o035 . ’"’L\,\

BC 3.5

A C

colgB:th—A—B=£={).4?43 ; ik 21

AC 10

AC 10
th=coigC-—=J_=2.IDSZ.

AB L5

Vi du 2. Tinh céc ti s6 luong gidc cua géc B trong hinh 22,

Giai
Tac6 B =AB + ACC=52+12"=169 2
=BC=13. SE\
]
DudusmB——C l—h.LosB=—B=—5-.‘ A 12 C
BC 13 BC 13 |
Hinh 22
AB
1igB= a% E: cmgB=—=-5—L
AB 5 e 12
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Vi du 3. Tam giic ABC vuong tai A c6 BC = 2AB. Tinh cdc i s6 luong gidc cua
g6c C.

Giai

Ta dat AB=m thi BC=2m
suy ra AC’=BC - AB’ =4m’ - m’ = 3m°

B
::-AC=mJ§.
Ta cod s:nC:iE—ﬂ:l: b
2Zm 2 A C
AC mv’_ J" Hinh 23
cosC-—--——
2m 2
AB m AC my3
gl=r—=——+ CD[C——=--—='J§.
TEAC w 4’ B XR T m

Vi du 4. Tam gidc ABC can tai A, ¢6 BC = 6, dudng cao AH = 4. Tinh cic i 56
luong gidc cua goc B.

Giai
Tac6BH=6:2=3; A
AB=44%43% =5, 5
DoddsinB=—éﬂ=i=0.8: 05B=E=g={},6. H c
AB 5 AB 5 i o
AH 4 BH 3
tgB=——=—: cotgB=——==-=0,75. inh 2
g BH 3 g AH 4 Hinh 24
Vi du 5. Tinh t1gC trong hinh 25.
Gidi
- 2 5 7 2 2 A
Taco AH" =AB " -BH =6"-3"=27
6
= AH=33.
BH 3 | B 3 H G
Dodé 1gC=cotgB=—=—f—=—.
B A 38 &

Hinh 25
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Vi du 6. Tinh sinM + cosN trong hinh 26.

Gidi
Tac6 OH>=HM.HN=13=3
0
=OH=43 ;
OM ‘=143 3.
_ OH 3 1 3
Dodé sinM=——=—,
oM 2 M H N
Hinh 26
Mat khdc cosN =sinM =-;JJ§

nén sinM+cosN =~J§.

Dang 2. DUNG GOC NHON a BIET MOT Ti SO LUONG GIAC CUA GOC
PO BANG 2
n

Phuong phap giai

Dung mot tam gide vuodng ¢ hai canh la m va n (m v n twong ing la canh
g6c vuong va canh huyén néu ti s6 luong gidc da cho la sin hoac cosin ; m
va n 1a hai canh géc vudng néu 1 s6 luong gidc di cho 1a tang hoac
cotang) réi van dung dinh nghia d€ nhan ra géc a.

Vi du 1. Dung géc o, biét sin a = 0,25.
Giai
TacH 0,25= L1 i
4
® Dung géc vuong xOy ;

e Tréen canh Ox dat OA =1 ;
e Dung duimg tron (A ; 4) cit canh Oy tai B.

P OA 1 (8] _-‘B y
Khi d6 ABO=a (vi sinct=——==) (h.27) ;
AB 4 Hink 27
Vi du 2. Dung géc o, biét cosa = 0,75.
Giai

Tacod 0,?5:1.
4
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Vi

e Dyng gdc vudng xOy ;
eTréncanh Oy datOB=3;
e Dung dudmg tron (B ; 4) cit canh Ox tai A.

i B
Khi d6 ABO=a (i cosa =B =2 ) (h.28).
AB 4

du 3. Dumg géc a, biét tgae = 1,3,
Gidi

Tach 1,.5=

b | e

& Dumng goc vudng xOy ;
e Tréncanh Ox dat QA =3 ;
® Trén canh Oy dat OB = 2.

Khi 6 ABO=0a (i tga=22=3) nm29).
OB 2

Hinh 29
Vi du 4. Dung géc o, biét cotga = 2.
Giai

® Dumg goc vuodng xOy ;

eTréencanh OxdatOA =1 ; ~

# Trén canh Oy dat OB = 2. et

S OB N .

Khl dé AB‘0= (¥} (\‘Ii Cﬂlgﬂ =6:i_ = 2] [h.3ﬁ) Hinh 30 4

Dang 3. CHUNG MINH HE THUC LUONG GIAC

Phuong phap giai

Sir dung dinh nghia cta cic ti s6 lugng gidc via mot s& hé thie lugng gidc
co ban di biét.

Vi du 1. Cho géc nhon . Chimg minh rang :
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a) sina < tgo ; b) coso < cotga.




Giai

Xét AABC vuong tai A, C = a (h.31). B
2 AB AB

a) Tacod sinoa=—; lga=——.

BC AC
Vi BC > AC nén Ecﬁ suy ra sina < tga. -

BC AC A -

Hinh 31

b) Ta co6 cosa =A—C . cotga :.’l(;._

BC AB
Vi BC > AB nén —C< f'—g . Suy ra cosa < colga.

BC AB

Vi du 2. Chimg minh cdc hé thirc
a]l+[g2u= gewe 5 b]l+cmgza= - lz .
cos” sin” a
Giai

a) ]+tg2{: =I+[ sina |” _ cos utsm o _ I.,

cosa ) cos” @ cos o

2 59 2
b) ]+cotg2u= ]_P(c:nsaJ _sin u-l;cus @ _ 1—» ‘
Lsina sin” o sin” o
Vi du 3. Chitng minh rang :
l+cosa  sina p) lgatl _ I+ cotga
sina l-cosa tga-1 1-colga
Giai

. l+cosa sina

a) Ta c6 — = & (1+cosa)(1-cosa)=sin" a
sino l-cosa

2 =)
e | —cos"a=sin"a
& sin‘o = sinza.

Ding thifc cudi cling ding nén ding thifc di cho 1a ding.
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tga+l
tga—1"

() )

_ l+cotga  1-colga
colga  colga

1 +cotga

b) XétvEtrdi T = A
1 -cotga

vé phii P =

T

T= | +cotga

o 1 -colga
Roring T=P.
Vi du 4. Chimg minh ring : tg°a - sin‘a = lgzu. sin’a.
Giai
Ta bién 461 v& trdi T :
T= lgzu - sin‘a
" sin® a e - sin® a(l - cos® a)
cos” o cos”
2 . 2
sin” c.sin” a .
= — =g . sin"a.
cos™ o
Ta thily v€& trdi bing v¢ phai.
. 2
Vi du 5. Chimg minh ring : 1N e 20' = (sina+cosa)?.
(sina —cosa)
Giai
XétvEwdiT:

o (I —25ina.cnsa}(l+ 2sina.cosa)

(sin @ —cos tx]2

T= (:r.in2 a +cos” o —2sin m.i:tnrs:::)(sin2 o +cos” @+ 2sina. cosu)

(sino— ::lnsct)2

Ts (sina -cosa )’ (sinc+ cnsa}z

(sina—cos u)z
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T = (sinx + mm}z.
Ta thiy vé tréi ding bing v& phai.

Dang 4. BIET MOT TI SO LUONG GIAC CUA GOC NHON, TINH CAC Ti SO
LUJNG GIAC KHAC CUA GOC PO
Phuong phap giai

Vién dung cdc hé thirc co ban :

i f 2 ,‘ Eoy sina
sina=vl-cos"a ; cosa=vl-sin“a ; Iga= i

cosa
cosa 1 1

colga =— ; =\ll+tg2a ;-_—=\jl+colg2u.
sina  cosda sina

Vi du 1. Cho biét sina = 0,6 ; tinh cosa, tga, cotga.

Giai

Tacé cusu=\'ll*sin2u=\(lr(0.6}2 =08 ;

_sina 0,6

lga = =—=0,75;
cosa 0,8
cosa 0,8 4
colga=——=—"—=—
sinae 0,6 3
9
Vi du 2. Cho biét cosa = i , tinh sina, tga, cotga.
Giai
2
Tacd sina:x‘l—cosza= I—(%) =§;
sina Jg 2 Jg
tga = =——=—
cosa 3 3 2
cotga—msa—z'ﬁ——
sina 3 3 5
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Vi du 3. Cho biét tga = JI_:,T tinh cotga. sina, cosa.

Giai

=
g
8
s

2

|||

I

i
vy

ta |&~|

Do ddé cosa=

Vi du 4. Cho biét cotgx = 2. tinh tgx, sinx, cosx.

Giai
. 1
Tacd tgx= ==
cotgx 2
II =J1+colgzx=\"1+22=\fg.
sinx
Do dé sinx:-—l—— :

7
cosx=m=1'l-[%f =72;

Dang 5. TINH GIA TRI CUA BIEU THUC LUONG GIAC VOI CAC GOC DAC
BIET (KHONG DUNG MAY TINH HOAC BANG SO)

Phuong phap giai

e Cin cif vao cdc hé thic luong gidc co ban.

e Can cif vao bang gid tri cdc ti s6 lugng gidc clia cdc goe 30°; 457 ; 60°,
» Can c1f vao ti s6 lugng gidc cia hai géc phu nhau.
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Vidu 1. Tinh gid tri cta biéu thie
a) M =4cos® 45° + /3 cotg30° — 16cos> 60° ;

25in 30° —sin60°

b) N==2 .
cos” 30" = cos60°

Giai
a) M = 4cos” 45° +/3 cotg30° - 16 cos’ 60°

~o 2] (L)

=24+3-2=3.

25in30° —sin60°

b) N=
cos= 30° —cos 60°
o1 W3 . o8
. C - T B
N= = =4-23.
2
BY 132
2 2

Vi du 2. Tinh gid tri ctia biéu thiic
a) P =sin”30° —sin 40° —sin> 50° +sin” 60° ;
b) Q =cos? 25° —cos® 35° + cos® 45° —cos® 55° +cosZ 65°.
Giai

a) P =sin” 30° —sin® 40° —sin” 50° +sin® 60°
=(sin230° +sin? 60°) — (sin? 40° + sin® 50°)
= {s'm2 30° + cos” 30° )-—[sin2 40° + cos® 40")
=1-1=0.

b) Q =cos 25° —cos? 35° + cos> 45° — cos® 55° + cos” 65°

~(cos2 25° +cos2 65°) - (cos? 35° + cos? 55° ) + cos® 45°
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Jff

= (cos? 25° +sin? 25° ) ~(cos? 35° +sin2 35° ) +[—2-

=]1-1+

MI—-
|,||—

Vi du 3. Tinh gid tri ctia biéu thitc sau véi 0° < o < 90° :

2

A =cos” o —1g60° +cotg45® —25in30° + cos” atg’a..
£ £

Gidi
A =cos” o — tg60° +cotgds® —25in 30° + cos> atg’a
1
A =cos? o +cos® a.lgza—v§+ | -—2,;

A=cnszﬂ{]+tg3u]—-ﬁ+]-l
-V3

5
A=cos"a.

1
C052 o

A=1-+3.

Vi du 4. Riit gon céc biéu thirc sau véi 0° < o < 90° :

" et el
a) B =sin® a +cos? a+2sin“acos”q ;
b) C =sin u+cosﬁa+3sm2ucoszu
Giai

2
s . | a 2
a) B= sin? a +cos* a +2sin? o cos? a =(sm2 a+cos” u.} =1.

b) C= sin® o + cos® a+3sin® ocosZ o

" z A ]
=sin®a+ cosﬁ o+ 3su12 ct»::nn:ns2 o [sm2 o +cos” r.:)

3
=(sin1{x+cosz u) =1,

sin2 a-cos> a
1+2sinacosa
sino —cosa
sino+cosa

Vi du 5. Cho biu thitc A =
a) Chimg minh ring A =

b) Tinh gid tri cia A, biét 1ga = %
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Giai

i sin® o —cosZ o (sina—cosa)(sina+cosa)
R = _ )
1+2sinacosa (sina+cosa)
siN0 —cosd

As e,
sino +coso

b) Chia ca tr vi miu cua A cho cosa, 1a duoc :

sina cosa 2 [
A=Cosa coso _fge-1_3 1
sinc.  cosa 2 .
45080 ga+l 2., 5
COSL  CosQ 3

Dang 6. SO SANH CAC Ti SO LUUNG GIAC MA KHONG DUNG MAY TiNH
HOAC BANG SO

Phuong phéap giai

Diing dinh Ii ti s6 luong gidc cia hai géc phu nhau (néu cin) va cén cif vao
nhimg tinh chat sau :
a) Khi géc nhon a tang tir 0° dén 90° thi :

* sing tAng va tga 1Ang ;

® cosaL gidm vi cotga giam.

b) sina < tga ; cosa < cotga .

Vi du 1. Sap xé&p cdc ti s0 lugng gidc sau theo thir tr tang din :
a) sin70°, cos30°, cos40°, sin51°;
b) cos34”, sin57°, cotg32”.
Giai

a) Ta c6 c0s30° = sin60” ; cos40” = sin50°.

Vi sin50° < sin51° < sin60° < 5in70°

nén cos40” < sin51° < cos30° < sin70°.
b) Ta c6 cos34” = sin56" : ::Dlg32" = thS".

Vi sin56° < sin57° < sin58” < 1g58”

nén cos34” < sin57° < cotg32”.
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Vi du 2. Sdp x&p cic ti s6 luong gidc sau theo thif tu tang dén :
a) cotgd0°, sin40°, cotgd3’, 1g42° ;
b) 1252°, cotg63°’, 1g72°, cotg31°, sin27".
Giai
a) Ta cb cotgd0°® = tg50° ; cotg43” = 1g47".
Vi sind0° < 1g40° < 1g42° < 1g47° < 1g50°
nén sin40° < 1g42° < cotg43° < cotga0’.
b) Ta cé cotg63” = tg27° ; cotg31” = 1g59°.
Vi sin27° <1g27° < 1g52° < 1g59° < 1g72°
nén sin27" < cotg63° < 1g52° < cotg31° < tg72".
Vi du 3. Cho 25° < a < 50°, hay sdp xép céc ti s6 luong gidc sau theo thif tu giam
din : sina: cos(a +40%) : 1g(a + 10%).
Giai
Vi25®<a<50° néna+ 10°>a>50° - a.
Mat khdc gée 50° — o phu véi goc a + 40°.
Ta ¢6 tg(a + 10°) > sin(a + 10%) > sina > sin(50° - o)

Do d6 tg(a + 10%) > sina > cos(a + 40%).

- 0
Vit . Sovissiihy B a8 ook s, Dl iy oo LENE. .
cos65° 1g35°
Gidi

Tacém—SiHSDﬂ—SinSUODsSinzSG—I* o
cos65° sin25°  sin25°

e cotg70° B 1g20° e tg35° 1
(g35°  135° 1g35°

Tir(1) va (2) suyram>n.

(2)
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Dang 7. GIAI PHUONG TRINH LUONG GIAC
Phuong phap giai

* Vin dung cdc hé thic luong gide co ban dé bién d6i phuong trinh vé
dang phuong trinh coban:  sinx =m ; cosx =m; tgx =m: colgx =m.

* Giai phuong trinh lugng gidc co ban, ching han sinx = m theo méu :
SinX = m <= sSinX = sinu <> X = d.

Vi du 1. Tim géc nhon x, biét :

a)dsinx-1=1; b) 2J§—3tgx=~f§.
Giai
a) 4sinx—-1=1;
<> 4sink =2 r:::»sinx=%

<> sinx =sin307 < x = 30°.

b) 23 -31gx =3

¢>43tgx=~f§-2 o tgx=—o

pa)

3
<> tgx =1g30" < x = 30",
Vi du 2, Tim géc nhon x, biét :
a) 7sinx — 3cos(90° — x) = 2.5 ; b) (2sinx- V2)(4cosx-5)=0.
Giai

a) 7sinx — 3cos(90” - x)=2.5
< Tsinx — 3sinx = 2,5
& dsinx = 2,5 <> sinx = 0,625
<> sinx = sin38°41' < x = 38%41",

b) (2sinx -v2)(4cosx-5)=0

SII'II“""i

Faing =7 = e
o | 28InX -E OQ 2
4cosx—-5=0 35

4
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e Xél sinx = Tz &> sinx = sind5° & x = 45°.
e Xét cosx =§ : khong ¢6 géc nhon nio ma cosin cha né 16m hon 1.

K&t luan : x = 45°.

Vi du 3. Tim géc nhon x, biét :

... 1 .5

3
a) cos’x — 3sin’x = 0,19; b) l-:a:;s X+—sin"x=—.
3 2 8

Gidi
2 o

a) cos'x — 3sin"x =0,19

& cosTX — 3(1 - coszx) =0,19

=3 coszx -3+ 3c052x =0,19

& deos’x = 3,19

& cos’x = 0,7975

<> cosx = 0,8930 (vi cosx > 0)

&> cosx = c0s26°45'

&> X = 26°45'.

1 3
b) —::()s“E x+lsm2 X =§

3 2 8
<= Ecoszx +l2sin2x =9
& 8(1-sin’x) +12sin’x =9
=% 4sin2x =] &5 sin2 xX= ;lI
<> sinx = % (vi sinx > 0)
<> sinx = sin30% < x = 30°.

Vi du 4. Tim géc nhon x, biét :

a) sinx —cosx=0; b) sinx + cosx = 1.
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Giai

a) sinx —cosx =0

<> sinx = cosx

<> sinx = sin(90° - x)

=x=90"-x

&2 =90 x =45
b) sinx + cosx = 1

= (sinx + cosx)z =1

<> 2sinxcosx =0

sinx=0
—
cosx =0.

Khéng c6 goéc nhon x nao ma sinx = 0, cosx = 0.

|
3 —-igx=1.
cos” X

Giai

Vi du 5. Tim géc nhon x, biét :

5 —-gx =1
cos” X

<1 +tgzx—l‘.gx= 1
=1 Igzx —1gx=0
< tgx(tgx—-1)=0
35 [[gx =0
tgx=1.
Xét tgx =0 : Khong c6 goc nhon x nao ma tgx = 0.
Xéttgx = 1 < 1gx = 1g45° < x = 45",

€. BAI ‘I'M TV I.l.lﬂll
A
1. Cho hinh 32. Tinh sinC va tgB.
2. Chimg minh déng thitc
1 2
1-2cos? a _sina-cosa B H C
1+2sinacoso  sino+coso Hinh 32
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3. Cho géc nhon a.
a) Biftcosa = % . hdy tinh sino va tga.

b) Biét tga = 2, hdy tinh sina va cosa.
4. Khong ding mdy tinh hodc bang s6, hay
a) Tinh gid tri clia biéu thic
M = 5in220° + cos>30° — sin’40° — sin’50° + cos’60° + sin>70°.
b) Sép xé&p cdc ti s6 luong gidc sau theo thi tr ting din
sind1° ; cos58° ; cotgd9” ; cos75° ; sin25°.
§*. Cho tam gidc nhon ABC, do dai cdc canh BC, CA, AB ldn luot bang a, b, c.
a b c
sinA _sinB_sinC
b) Chimg minh rang néu a + b = 2c thi sinA + sinB = 2sinC.

a) Chimg minh ring :

HUGNG DAN GIAI - DAP SO

1. Tac6 AB’=BCBH=3.1=3 = AB=43;
AH?’=BH.CH=12=2 = AH=42.

AB 3 AHJ_J—

Dod6 sinC=—=—; 1gB=
BC 3 BH

1-2cos’ o - sin® o+ cos” a—2cos> a _sinzoz—coszo;

: ey 2 : s 2
I+2sinocosa  sin”o+cos” a+2sinacosa  (sina+cosa)

_sinc—cosa
sinct+cosa

3. a sinu=¥ : Igu=2-ﬁ.

b) cosa = ] 2\'{5

—_— sing =——.
Js 5
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4. a)l; b) cos75° < sin25” < cos58° < sind1° < cotg49°.

5. a) VECH L AB (hinh 33). Tacé:

A
sinA:Eﬂ;sinB=ﬂ.
AC
poag B _LH.CH WC & -
sintB AC BC AC b
a b
Suv ra =—, B
y sinA sinB ¥
) b c Hinh 33
Chimg minh tuong tu ta duge ——=——,
sinB sinC
Va}l .E = b = ¥ !
sinA sinB sinC
b) Tir két qua .a = _b = .c suy ra
sinA sinB sinC
a b c 2c a+b

sinA sinB sinC 2sinC sinA+sinB’
Via+ b= 2cnén sinA + sinB = 2sinC.

§4. MOT SO HE THUC VE CANH VA GOC TRONG TAM GIAC VUONG
§5. UNG DUNG THUC TE CAC Ti SO LUONG GIAC CUA GOC NHON

A. TRONG TAM KIEN THUC
1. Dinh i
Trong mot tam gidc vuong, mdi canh géc vudng bang :
a) Canh huyén nhan véi sin géc d6i hodc nhin véi cosin goc ké ;

b) Canh goc vuong kia nhan vdi tang géc doi hoac nhan véi cotang goc ké.
Trong hinh 34, tacé : A

b = a.sinB = a.cosC;

c b
c=asinC=acosB;
b=c.tgB=c.cotgC;
—bth-*b th B . =
RIS Hinh 34
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2. Giai tam giac vuéng

Giai tam gidc vudng la tim 14t ca cic canh con lai va cdc géc con lai coa tam
gidc vuong dé néu biét trude hai canh hodc mot canh va mot goc nhon.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. GIAI TAM GIAC VUONG
Phuong phap giai

Diing cdc hé thirc gilta canh va géc trong tam gidc vuong va ding bang
luong gidc hoac mdy tinh dé tinh céc y&u t6 con lai. Néi chung, néu biét
hai canh ctia tam gidc thi nén tim géc nhon trudc, canh kia sau bang cich
diing dinh 1i Py-ta-go hodc mot trong bén hé thiic trén.

Két qua, cdn lam tron dén phiit (d6i véi gbéc) va dén chit s thap phéin thi
nhat (d6i vdi do dai).

Vi du 1. Gidi tam gidc ABC vuong tai A, bict AB=3,5; AC=42.

Gidi
Ta c6 tgﬂ=%=::—§zlgﬁﬂ'312'. A
Viy B=50°12': C~90°-50°12'=39°48" ; 33 g
BC=y3,5%+4,22 = 5,5
YL SRS, R ; Hinh 35 ’

sinB  in50°12"
Vi du 2. Giai tam gidc ABC vuong tai A, biét AB=3,0; BC=4.5.
Gidi
Tach HnC=20 22 o oindi%s". 3
BC 4,5
Vay C=41°49' ; B=90° —41°49' = 48°11" :

Ja.52-30 =
AC=y4,5"-3,0% =34 g e .,

(hoac AC = BC. sinB = 4,5.5in48°11'= 3,4).

Hinh 36
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Vi du 3. Gii tam gidc ABC vuong tai A, biét B=50° ; AB=37.
Gidi
Tac6é C=90°—B=90°-50° =40° ;
AC=AB.gB=37.1g50°= 44 ;
AB 37 i

=58. B -
cosB  cos50° Hinh 37

BC =

Vi du 4. Giai tam gidac ABC vuong tai A, biét B=57° ;i BC=475.
Gidi A
Tacé C=90°-57° =33° ;
AB =BC.cosB=4,5.c0s57°= 2,5 ;

AC = BC.sinB = 4,5.5in57° = 3.8. B

57° 45

]

Hinh 38
Vi du 5. Cho tam gidc ABC vuong tai A, »

dudmg cao AH. Biét AB=2,5; BH = 1,5. Tinh B, C va AC.
Gidi
Xét AABH vuong tai H (hinh 39), ta c6

COSB=E=£ ~c0s53°8".
AB 2.5 i

Do dé B=~53%8' :

B 15 H C
Hinh 39

C =90° -53°8' =36°52".
Xét AABC vuong tai A, ta c6
AC = AB.tgB = 2,5.1g53%8' = 3,3.

Dang 2. GIAI TAM GIAC NHON
Phuong phép giai

Vé thém dudmg cao d€ van dung cdc hé thic vé canh va géc trong tam
gidc vuong (ding do dai dudmg cao lam trung gian).
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Vi du 1. Cho tam gic ABC c6 B=65° ; C=45° ; AB = 2,8cm. Tinh céc géc va
cdc canh con lai clia tam gidc d6 (goi 1a giai tam gidc ABC).

Giai

Tacé A =180° —(65° +45°) =70°.
V& duong cao AH (hinh 40).
e Xét AABH vuong tai H, tacé

AH = AB.sinB = 2,8.5in65" = 2,54 (cm) ;

BH = AB.cosB = 2,8.cos65° = 1,18 (cm).
Tam gidc HAC vuong can tai H nén AH = HC.
Dodé BC=2,54 + 1,18 = 3,7 (cm). B

* Xét AAHC vuong tai H, ta co Hinh 40
AH 2,54

o~
=

sinC  5in45°

o e ——— >

AC=

= 3,6 (cm).

Vi du 2. Giai tam gidc ABC, biét B=65° ; C=40° va BC =42cm.
Gidi
Tacé A =180° - (65° +40°) =75°.
VEé BH L AC (hinh 41).
e X¢ét AHBC vuodng tai H, ta cé
BH = BC.sinC = 4,2.5in40" = 2,70 (cm).
» Xét AABH vudng tai H, tacé

" BH - 2,70
sinA  5in75°

AB

w28 (nd Hinh 41

Ta c6 AC = AH + CH = BH.(cotgA + cotgC)
= 2,70.(cotg75" + cotg40®) = 3,9 (cm).

Vi du 3. Giai tam gidc nhon ABC, biet AB=2,1 ; AC=38; B=170°.

5 A

Giai
V& AH L BC (hinh 42).
* Xét AABH vuobng tai H, ta cé
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AH = AB.sinB = 2,1.5in70" = 1,97 ;

A
BH = AB.cosB = 2,1.cos70° = 0,72. |
* Xét AAHC vuong tai H, ta c6 . i
sinC=£=ﬂ=sin3]°I4' B !'-? C
AC 3'8 Hinh 42
do d6 C=31°14"; A = 180° —(70° +31°14") = 78°46 . :

Ta ¢6 HC = AC.cosC = 3,80.cos31°14' =3,25;
suyraBC=BH + HC=0,72 + 3,25 =3,97 = 4,0.

Vi du 4. Gidi tam gidc nhon ABC, biét B=60° ; AB=3,0; BC=4,5.
Gidi
V& AH L BC (hinh 43),
Ta c6 AH = AB.sinB = 3,0.5in60° = 2,6 ;
BH = AB.cosB = 3,0.cos60° = 1,5.
SuyraHC=4,5-1,5=3,0.

Tacé AC = VHC? + AH?

o e 2 _ B —>C
=\30%+262=40; = PY_H O

AH 26 ~
tgC = — = =— = 1g40°55' = C = 40°55". i
£ HC " 3.0 =18 S0C= Hinh 43

Do d6 A =~ 180° —(60° +40°55') = 79°5" .

e e T

Dang 3. TINH DIEN TICH TAM GIAC, TU GIAC
Phuong phap giai

Tinh cic y€u 16 cin thiél réi thay viio cong thikc tinh dién tich va thuc hién
cic phép tinh.

Vi du 1. Cho hinh 44, Chimg minh rang tam gidc ABC c6 dién tich la

S =lb,c.sina i
2
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a)
Hinh 44

Giai
V& dudmg cao BH clia AABC (hinh 45).

a) b)
Hinh 45
Xét AABH vuong tai H, ta c6
BH = AB. sinA = c.sina.
Dién tich tam gidac ABCla:
1
Z

S=—ACBH= %b.c. sino .

Nhdn xét : Qua vi du nay ta cé thém mot cach tinh dién tich tam gidc :
Dién tich tam gidc béng nira tich hai canh nhan véi sin cia géc nhon xen giita
hai dudmg thing chita hai canh dé.
Vi du 2. Tir gisdc ABCD trong hinh 46 c6 AC = 3,8 ; BD = 5,0 va a = 65°. Tinh
dién tich cia nf gidc dé.
Gidi
Vé AH L BD; CK L BD.
Tacé AH=OA.sina ;
CK = OC.sina.

T %BD.AH =%BD.OA. sin.

Hinh 46
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SACBD = %BD.CK = %BD.DC. sinct.

SABCD =SMBD +S.ﬂCBD —_-%BD.SiﬂCI(DA‘l- OC)
1 .
=—BD.ACsina

.5,0.3,85in65° = 8,6 (dvdt).

R =

Vi du 3. Tam gidc ABC c6 B+C =60° ; AB=3; AC = 6. Tinh d¢ dai cua dudng
phan gidc AD.

Gidi
Vi B+C =60° nén BAC =120°. A
Suy ra BAD = CAD =60°. 3 g
« Dién tich AABC 1a Si 2
B D C
= %AB.AC. sin 60° Hink 47
= E.sinﬁﬂ“. (1
2

e Dién tich AABD 1a S, = % AB.AD.sin60° = %ADsin 60°. (2)
e Dién tich AACD1a S, = %AC.AD.sin 60° = gAD sin60°. (3)

ViS=S§, + S, néntir(1), (2), (3) suy ra
Esimsﬂ“ =2 ADsin60°

2 2

Do do AD = 2.

Vi du 4. Hinh binh hanh ABCD ¢6 AC L AD va AD =35 ;ﬁ=50°. Tinh dién
tich cia hinh binh hanh.

Giai
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Xét AADC vuong tai A (h.48),tacé: A B

AC= AD.gD e
= 3,5.1g50°.
Dién tich hinh binh hanh 1a 500
S= AD.AC =3.5.3,5.tg50° Q c
S = 14,6 (dvdt). it

Vi du 5. Hinh thang ABCD (AB // CD) ¢6 D=90°; C=38° ; AB=35;AD=3,1.
Tinh dién tich clia hinh thang dé.

Gidi
V& BH L CD (h.49), ta dugc BH = 3,1 ; 0
DH = 3,5. Xét tam gidc BHC vuéng tai H, % i
ta c6 : HC = BH.cotgC = 3,1.cotg38" ~ 4,0. I
Tac6 CD=DH +HC=35+40=75. b o .
Dién tich hinh thang ABCD la : Hinh 49
g (AB+CD)BH (35+7.531 ., (dvdt).

2 2

Dang 4. XAC PINH KHOANG CACH VA CHIEU CAO KHONG TG1 BUGC
Phuong phap giai

Xdc dinh cdc s6 liéu can thiét r6i tinh todn theo cdc hé thirc gifta canh va
g6c trong tam gidc vuong.

Vi du 1. Tinh khodng céch gilta hai diém A vi B trén bd mot hé nuée sau, biét
C=58° ; CB = 13m ; CH = 44m (hinh 50).

Xét AHAC vuong tai H, tacé :
HC 44
cosC  cos58°

Do dé AB=AC-BC=83-13=70(m).

AC= = 83 (m).

Hinh 50
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Vi du 2. Trong hinh 51, tinh chiéu rong

Ta c6 AC = OC.1g74” ; BC = OC.1g23°.

hay AB = 47.(tg74° — 1g23°) = 144,0 (m).

AB cua con song, biét OC = 47m ;
AOC =74°; BOC=23°.
Giai

Do d6 AC — BC = OC(1g74° - 1g23°)

Hinh 51

Vi du 3. Khoing cich giira hai chian thip AB va MN la a (hinh 52). Tir dinh A cta

thdp AB nhin lén dinh M cua thip MN ta dugc géc a. Tir dinh A nhin xuéng
chan N cia thdp MN ta duoc géc B (so vdi phuong nam ngang AH). Hay tim
chiéu cao MN néu a = 120m, a = 30°, B = 20°.

Giai
Xét AMAH vuodng tai H,ta c6 : u
HM = AH.iga.
Xét ANAH vubng tai H, ta cé : AT -
HN = AH.1gp.
Vay MN = HM + HN
B a N
= AH(tgo + tgf) .
= 120.(tg30° + 1g20°%) = 113,0 (m).
C. BAI TAP TV LUYEN
Giai tam gidc ABC vuong tai A, biét :
a) AB=27;AC=45; b) AC=4,0;BC=428.
Giai tam gidc ABC vuong tai A, biét :
a)BC=45; C=35°; b) AB=3,1; B=65°.
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3. Cho tam gidc ABC can tai A, dudmg cao BH. Biét A =50°, BH = 2,3. Tinh

chu vi cia AABC.

4. Hinh thang ABCD c6 A =D=90°. Biét AB = 2,6 ; CD = 4,7 va C=35°.

Tinh dién tich hinh thang.

5*. Cho tam gidc nhon ABC, AB > AC, dudmg cao AH va dudng trung tuyén AM.

Goi o la s6 do goc HAM. Chimg minh ring :

a) HB-HC=2HM; b) tga =

cotgB - cotgC
S

HUGNG DAN GIAI - DAP SO

1. a) B~59°2'; C=~30°58'; BC~5.2.
b) Bx56°27"; C ~33°33";AB = 2,7.

2. a) B=55°;: AB~26:AC=37.
b) C=25° : AC~6,6: BC=~73.

3. (h.53) Tinh duge gée C réi tinh
AB~3,0;BC=~25.
bédp so : B,5.

4. (h.54) VEBH L CD, tinh dugc DH=26;
HC=2,1;BH= 1.
S=35,5 (dvdr).

5%, (h.55)a) Tacé HB - HC
= (HM + MB) - (MC - MH) = 2ZHM.
b) Tadat AH=hthi:
HB = h.cotgB ;
HC = h.cotgC.
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Suy ra HB — HC = h(cotgB - cotgC) ' L
hay  2HM = h(cotgB - cotgC). (1)
Xét AAMH vuong tai H, ta cé
HM = h.tga = 2HM = 2h.tga.  (2)
Tir (1) va (2) suy ra
2h.tga = h(cotgB — cotgC).

B M H C
Hinh 55

cotgB - cotgC

Do do6 tea =
- 2

ON TAP CHUONG |
A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Céc hé thirc vé canh va dudng cao trong tam giac vuéng

eb’=ab'; ¢’ =ac. (1)

o h% = b )

e ah = be. (3)
1 1 1

PR o

Hinh 56

2. Dinh nghia céc ti s6 lugng gidc clia géc nhon

: canh d6i canh ké
® sing =—mm— ; COSO = ——e—e ©
canh huyén canh huyén
_canhdoi P canh ké
canhké ’ 8 canhd6i

3. M6t sé tinh chét cua cac ti s6 lugng giac
e Néu o +  =90° thi :

sina = cosP ; cosa = sinf ; tga = cotgp ; cotga = tgP.
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e Néu 0’ <o <90% thi;
: 3 2
O<sina< |l ;0<cosa<];sina+cosa=1;

sina

cosa
cotga = tga.cotga = 1.

tga = : -
coso s

4. Cac hé thirc vé goéc va canh trong tam giac vuéng

b=asinB; c = a.sinC A

b=a.cosC; ¢ =a.cosB : € b

b=c.agB; ¢ =b.agC

b=ccotgC:  c¢=b.cogB. B .
Hinh 57

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. SO SANH CAC Ti o) LUONG GIAC
Phuong phap giai

C6 thé dua vao nhimg tinh chét sau :
a) Vai hai gbcnhonavaBmaa < thi:
sina < sinf3 ; tga < 1gP ;
cosa > cosP ; cotga > cotgf.
b) Véi géc nhon a thi :
sina < tga ; cosa < cotga.

Vi du 1. Sip xép theo thif tu tang dén : cos72°, sin65°, sin10°, cotg25°, sin40°.
Giai
Ta c6 sin10° = cos80° ; sin65° = c0s25° ; sin40° = cos50°.
Vi c0s80° < c0s72° < c0s50° < c0s25° < cotg25°
nén sin10” < cos72° < 5ind0° < sin65° < cotg25°.
Vidu 2. So sinh :
a) sin55° ; cos55° ; IgSS" :
b) cotg20” ; 5in20° ; cos20°,
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Giai
a) Ta c6 cos55° = 5in35° < sin55°
Do d6 cos55° < sin55° < 1g55°.
b) Ta c6 sin20° = cos70°.
Vi cos70° < c0s20° < cotg20°

nén sin20” < c0s20° < cotg20”.

Vidu 3. Cho 0° < o < 45°, Chimg minh rang :
a) sina < cosa ; b) tga < cotga.
Giai
Vi a <45 nén 90° - o > 45°,
Suy ra a < 90° - q.
a) Ta c6 sina. < sin(90° = &) = sina < cosa.

b) Ta c6 tga < 1g(90° - a) = tga < colga.

Vidu 4. Cho tam gidc ABC vuong tai A c6 B>C.
Hay sip x€p theo thif ty tang ddn : sinB, cosB, 1gB, sinC, cosC, cotgC.

5 #s

Giai

Vi tam gidc ABC vuong tai A nén B+C =90°.

Tacé sinC = cosB ; cosB < cosC ; cosC = sinB ;
sinB < 1gB ; tgB = cotgC.

Do dé sinC = cosB < cosC = sinB < 1gB = cotgC.

Dang 2. RUT GON VA TINH GIA TRI CUA BIEU THUC LUUNG GIAC
Phuong phéip giai

Dua vao cic hé thitc lugng gidc co ban, ti s6 lugng gidc cua hai goc phu
nhau ta bién déi biéu thic da cho vé dang don gian hon rdi sir dung ti s&
lugng gidc cha cdc goc dac biét dé tinh gid tri.
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Vi du 1. Rit gon c4c biéu thic

2

. 2 2
a) sin"o.cotga—cosa+1;

b) (1go - cmga}z - (tga + n::ic:-lgt:t.)}2 ;

. 4 4 .

¢) sin*o — cos*a — cos’a — 3sin’a.
Giai

a) sinza.cotgzu — cos’a + 1

5 os? 2
=sin” a.——5——cos a+l
sin“ a
2 2

=cos'a—cosa+1=1.
b) (t1ga — -::-::-tgcrg,‘l2 - (1go + cotgu.)2
= tgza -2+ cmgza - (I:gzu +2+ colgzu] =4,

2

. 4 4 s 2
c) sin‘a—cos o0 —cos o — 3sin‘a

= {sinzu + coszu]{sinzu - coszo'.} - coszu - 3s'm2t;1

’a - 3sin’a

= l.(sinzu - coszu] — CoS
&= —2(sinza - coszu) =-2,
Vi du 2. Tinh gia tri clia biéu thitc
a) sin30° + cos60° — tg45° + 4c0s30° ;
b) cos”30° - cotg’60° + tg*30° - 1 ;
cotg?45° — cos” 45°

c)
2sin? 60°

Giai
a) sin30° + cos60° — 1g45° + 4cos*30°

2
=l+1-|+4.[£J =3
272

2

b) cos>30° - cotg?60° + 1g°30° - 1

176



(S
J

2 2 40 ¥l
cotg“45° —cos” 45° _ 2

|
2sin’ 60° BGY ¥
2| X2
2
Vi du 3. Tinh gi4 tri cha biéu thitc

2) 1g20° : cotg50° :

cotg70®  1gd0®
b) tg46°.1g45° 1g44°.

Gidi

tg20° ” cotg50° B 1g20° . tg40°
cotg70°  t1g40°  1g20° 1g40°

=1+1=2.

a)

b) 1g46°.1g45° 1g44° = (1g46° cotgd6°).1g45° = 1.1 = 1.
Vi du 4. Tinh gid tri cta biéu thiic
a) cos-33° + cos°41° + cos’49° + cos*57°;
b) sin>35° + sin>39° + sin’43° + sin’47° + sin’51° + sin>55°,

Gidi
a) c0s°33° + c0s’41° + cos?49° + cos?57°
= (c0s°33° + c0s°57°) + (cos’41° + cos’49°)
= (c0s°33°+5in’33%) + (cos"41° +sin"41%) = 1 + 1 =2,
b) sin®35° + sin°39° + sin’43° + sin’47" + sin’51° + sin’55°
= (sin*35% sin>55°%) + (sin>39° + sin°51°) + (sin°43° + sin°47°)
= (5in*35%+ c05235°) + (5in>39° + c05°39°) + (sin*43° + cos°43°)

=1+1+1=3.
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Vi du 5. Tinh gi4 tri cha céc biéu thic sau :

a) M=M vai sina + cosa = 1,5 ;
1+2sinacosa
L i + i
b.) N:M le tgu:g
2sina —cosa 2
Gidi
3 M < 28ina+2cosa 2(sine+cosa)
1+ 2sinacosa (sina+msa}2
e B b
sina+cosa 1,5 3
b) N= 2sin o+ cosa ﬁ(Esinu +cosu]_(255nu_cosu)
2sina —cosa cosa coso) \ cosa cosa

N=[21gu+]}:(Ztgu-—])=(2%+IJ:[E%—]J:Z.

Dang 3. GIAI PHUONG TRINH LUONG GIAC
Phuong phap giai

* Bién ddi phuong trinh vé dang sinx = m (hodc cosx = m ; 1gx =m).
 Diing may tinh hoac bang s6, dua dén phuong trinh
sinx = sina (hodc cosx = cosa ; tgx = tga).

* Suy ra x = o (v6i 0° < o < 90°).

Vi du 1. Tim géc nhon x, biét (2:05x—1)(4sinx-—21f17]=0,
Gidi

Taco (‘?cosx-l(4smx 24‘5) 0

COsSX =

1
J:2msx=1 2 cosx = cos60° x =60°
s o
E

= J_c:
T i ozl _ain
4sinx =242 i 22 sinx = sin 45 x=45".

178 12. TTKTTodn9/-8



Vi du 2. Tim géc nhon x, biét Scosx + 4sin(90° — x) = 2.
Giai
Scosx + 4sin(90° - x) = 2

<> 5cosx + 4cosx = 2 <> 9cosx =2 <> cosX =§
&> cosx = cos77°10' &< x = 77°10'.

. . 1
Vi du 3. Tim goc nhon x, biét sin” x —cos’ x = e

Giai

2

= g 2
Tacd sin“x—cos"x=

2 __3 2

; 3
X=— &> sin“x=—
2 4

1
2
1 :
— & 2sin
2

& sin? x—(l—sin2 x]=

) 3 ] .
= smx=—2— < sinx = sin60° < x = 60°.

Vi du 4. Tim géc nhon x, biét
a) 1gx = sinx ; b) 1gx = cotgx.

Giai

a) tgx = sinx

Suy ra SRY =sinx
COSX

Do do =1 (vi sinx #0)
cos X

Viay cosx = 1.

Khong c6 gée nhon x nao ma cosx = 1.

b) Ta cé tgx = cotgx

1
e lgx=—o
1gx

@lgzx =leotgx=1(vitgx>0)
& tgx =1g45° & x = 45°
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Dang 4. TINH DO DAI POAN THANG. TINH SO b0 GOC
Phuong phip giai

Diing hé thidc luong trong tam gidc vuong, hé thiic gifta canh va géc trong
tam gidc vudng, dinh nghia cha cdc ti s6 lugng gidc.

Vi du 1. Cho tam gidic ABC can tai A, dudmg cao AH. Biét A =44° ; AH = 9cm.
Tinh chu vi tam gidc ABC.

Giai
Tam gidc ABC cén 1ai A, AH la dudmg cao nén AH ciing l1a duong phin gidc,
dudng trung tuyén (h.58). A
Xét AAHC vuodng tai H, tacé : )
AC = i S =97 (cm); 9

cosA;  c0s22°
HC = AH.1gA, =9.1g22° = 36 (cm).
Chu vi tam gidc ABC 1a (9,7 + 3,6).2 = 26,6 (cm).

B H C
Hinh 58
Vi du 2. Cho hinh thang ABCD (AB // CD].E =36° ; D=50°. Biét AB = 4cm i
AD = 6cm. Tinh chu vi ctia hinh thang.
Giai
Ve AH L CD; BK L CD (h.59)
ta duoc AH = BK vi HK = AB = 4cm. A_4 B

Xét AADH vuong tai H, ta cé : 6
DH = AD.cosD = 6.cos50°
50° 36°
=39 (em) ; b H K c

AH = AD.sinD = 6.5in50° = 4,6 (cm).
Xeét ABKC vuong tai K, tacé :
KC = BK.cotgC = 4,6.cotg36” = 6,3 (cm) ;
_BK _ 46
sinC  sin36°
TacoDC=DH+HK +KC=39+4+63= 142 (cm).
Do dé chu vi clia hinh thang 14 : 4 + 7,8 + 14,2 + 6 = 32 (cm).

Hinh 59

= 7.8 (cm).
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Vidu 3. Cho tam gidc ABC vuong tai A, dudng cao AH. VE HM L AB; HN L AC.
Biét AB=3cm ; AC = 4cm.

a) Tinh d6 dai MN.
b) Tinh s6 do cdc géc cia tam gidc AMN,
c¢) Tinh dién tich nit gidc BMNC.
Gidi
a) (h.60) Ap dung dinh i Py-ta-go ta tinh dugc BC = Scm.
Ap dung hé thic ah = bc
tac6 AH.BC = AB.AC

o ABAC

=3—:'_,4=2'4 (cm). Hinh 60

Tit gidc AMHN la hinh chir nhat nén MN = AH =24 (cm).
b) Xét AABH vuong tai H,tacé :

2 2
AH? = AM.AB = AM:EQ—‘H—:E!'!—:] 92 (cm).
AB 3
2 2
4
Tuong ty, ta cé AN = i=2—-1 44 (cm).
AC 4
Xét AAMN vuodng tai A, ta c6 tgM = D i s 236°52".
AM 1,92

Do dé M =36°52" :
N = 90° -36°52'=53°8".
¢) Spmne = Sapc — Samn

= %.3.4 —%.1. 92.1,44 = 4,6 (cm?).

Vi du 4. Cho tam gidc ABC vuéng tai A, BC = 4cm. V& duong cao AH ; vé HI L AB,
HK L AC. Tim gi tri I6n nhat cia dién tich t gisc ATHK.
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Giai
Xét AABH vuong tai H, ta c6 AH? = ALAB

2
AB %
Xét AACH vuong tai H, ta c6 AH? = AK.AC ;
2
AH
= AK=——
AC B H M
Ti gidgc ATHK 1a hinh chi¥ nhat, c6 dién tich la Hinh 61

AH? AH? AH' AW’
AB  AC AHBC BC

S=ALAK=

Goi M la trung diém ciia BC, tacé AM = %BC =2 (cm).

Tacé AH < AM =2 nén
3 3
S=A]-l 2 -2(cm}
BC 4

Do d6 maxS = 2em?, dat duoc khi AH = AM uic 1a khi AABC vudng cin tai A.

Dang 5. CHUNG MINH HE THUC GIUA CAC Ti SO LUONG GIAC
Phuong phap giai

Dua vao dinh nghia cha cdc ti s6 luong gidc, cdc hé thiic lugng gidc co
ban, ta tim quan hé giita v&€ nay vdi vé€ kia ctia hé thic.

cos? o —sin2 o+ sin? a

Vi du 1. Chitng minh hé thiic - =cotg*a.
sin“o—cos“a+cos o
Giai
i cos® a—sin® a+sin® a COSz{I—Siﬂzﬂ(]—Siﬂz o)
Tacé 2 2 4 2 2 2
sin“ ot —cos“ o +cos sin“o—cos” ol —cos” a)
2

1:05 a —sin’ o.cos® a cos a(l- —sin? a)

s:nzu —cos as:nzm sin a{l—cosza)

(=]

_Cos a. C'DS o

Sll'l2 L. SI.]'!I2 a

=cotg’a.cotg’a =cotga.
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Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC, cic dudmg cao AD va BE cit nhau tai H. V&
dudng trung tuyén AM. Goi G 1a trong tam cia tam gidc. Cho biét HG // BC,
chimg minh ring tgB.1gC = 3.

Gidi
e Xét AABD vuong tai D, ta cé

AD
tgB=—o.
£ 8D
e Xét AACD vuong tai D, ta c6

AD
gC=2"o.
CD

2

BD.CD
Ta ¢6 ABDH  AADC (g.g)
e E=§=:» BD.DC = AD.DH.
AD DC
Thé BD.CD = AD.DH vio (1), ta dugc
AD”__AD
ADDH DH'

Suyra tgB.1gC= (n

1gB.1igC =

Xét AADM c6 HG // BC nén £=ﬂ= 3
DH GM
Do d6 1gB.tgC = 3.

C. BAI TAP TU LUYEN

1. Cho biét cosa = %

a) Tinh sina.
b) Chimg minh ring tga = 4sina.

2. Chobigy S0504SINC _ o 1ioh tga.

cosoL—sino
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Tinh s6 do cta géc nhon x. biét : A
a) 3cosx + 4sin(90° - x) = 0,28 ;

b) Ssin’x — 3cos’x = —1. 3
Tinh d6 dai cdc canh va s6 do cdc goc

nhon cta tam gidc ABC vuong tai A trong
hinh 63. Hinh 63

Cho hinh thang cin ABCD (AB // CD). Biét AD = 2,lcm ; CD = 6,0cm va
D=48°,

a) Tinh d6 dai AB.

b) Tinh dién tich hinh thang ABCD.

: B AC
Chot idc ABC vudng tai A. Chu inh ring tg—= y
o tam gidc vudng tai tmg min g 32 AB+BC
HUONG DAN GIAI - PAP SO
a) sina = @ : b) tga = J15 suy ra tgo = 4sinao.
2
3
a) 87°42';  b)30°
BC=6,5;AB=36;AC=~54; B~56°19" ; C=~33°41".
V& cdc dudmg cao AH va BK.
a) AB=3,2cm ; b)S= '?.2cm2+
V& dudng phan gidc BD (h.64).
A

Xét AABD vuong tai A, ta c6 : 1gB) = 20
AB D

Mt khsc 22 . AB_ AD _CD _AD+CD
DC BC AB BC AB+BC
AC

AB+BC’

Hinh 64

B
dodd tg—=
g2



cauonG 11
PUONG TRON

§1. SU XAC DINH DUONG TRON

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Dinh nghia dudng tron

Pudmg tron tam O ban kinh R (R > 0) 12 hinh gém cdc diém cdch diém O mot
khodng bing R.

Ki hiéu : (O ; R) hoac (O). .
¢ Mnimtrén(O:R)<= OM=R.

e Nnim trong (O; R) <> ON <R.
e Pniam ngoai (O;R)< OP>R.

P

Hinh 65
2. Sur xac dinh dudng trén

!
e Mot dudng tron duge xdc dinh
khi biét tam va bén kinh hoac biét :
dudmg kinh. A v B
¢ Qua ba diém khong thing hang,
a) b)

ta v& dugc mot va chi mot dudmg tron,
Hinh 66

3. So sanh dd dai cua duéng kinh va day
Trong cédc day cua mot dudng tron, day 1ém nhdt 1a dudng kinh.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. CHUNG MINH NHIEU PIEM CUNG NAM TREN MOT DUJNG TRON
Phuong phap giai

Chimg minh cdc diém da cho cdch déu mot diém c6 dinh.
Diém c6 dinh dé 1a tAm clia dudmg tron.
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Vi du 1. Cho hinh chit nhat ABCD c¢6 AB = a, BC = b. Chiing minh réng bén diém

A, B, C, D ciing thuéc mot dudng tron. Xdc dinh tam va tinh bdn kinh cla
dudng tron do.

Giai
Goi O 1a giao diém ciia hai dudmg chéo AC va BD (h.67). Theo tinh chét hai
dudmg chéo ctia hinh chir nhat, ta ¢6 :

0A=OB=DC=0D(=%AC=%B]’J).

A ~ B
A 2 1
Viy bon diém A, B, C, D cung thude (O ; > AC).
b
8]
Ap dung dinh Ii Py—ta—go vao tam gidc vuong  p ()
ABC, tacé:
2 _an? A
AC”=AB" +BC" =a"+b". Hinh 67

Do d6 : R=%AC=%Jaz+b2.

Vi du 2. Cho tam gidc ABC, cdc dudng cao BD va CE. Trén canh AC ldy diém M.

186

Ké tia Cx vuong goc véi tia BM tai F. Chimg minh rang nam diém B, C, D, E,
F ciing thudc moét dudmg tron.

]

Gidi

Goi O la trung diém cia BC. Ta c¢6 BD 1a dudng cao nén BD L AC, hay tam
gidc BDC vudng tai D (h.68).

Trong tam gidc vuong BDC c6 DO la trung tuyén ung voi canh huyén BC
nén :

OD=0B = =%BC. )

Twong tu, ta cé : DE=OB=0C=%BC(2)

va op:os=oc=%ac. 3)

T (1), (2)va(3)suyra: OB=0C=0D =
OE = OF. Do d6 nam diém B, C, D, E, F ciing

thudc dudng tron (O ; R) véi R=%BC. Hinh 68




Chii y : 1. Tam dudng tron ngoai tiép tam gidc vudng la trung diém cia canh
huyén.
2. Mot tam gidc ¢6 mot canh 1a dudng kinh ctia dudng tron ngoai ti€p
no thi tam gidc d6 vuodng tai dinh d&i dién véi canh Ay.

Vi du 3. Chimg minh ring bén trung diém cta bn canh hinh thoi ciing thudc mét
dudmg tron.

. #a

Gidi
Goi M, N, P, Q ldn lugt la trung diém cha bon canh AB, BC, CD va DA cla
hinh thoi ABCD (h.69).
Goi O 1a giao diém cia AC va BD. Ta c6
AC 1 BD. Theo tinh chét duimg trung
tuyén img véi canh huyén cua tam gidc
vudng, ta dugc :

A

OM = AB: ON = L BC:
2 )

1 1
OP=5CD:0Q=5AD. Hinh 69

Mit khic AB = BC = CD = DA nén OM = ON = OP = 0Q.
Do d6 bon diém M, N, P, Q cling nim trén mot dudng tron.

Dang 2. TINH BAN KINH CUA BUONG TRON

Phuong phap giai

¢ Sir dung dinh i Py-ta-go.

¢ Sirdung ti s6 lugng gidc cha goc nhon.

¢ Sir dung céc tinh chat cha mot s6 hinh dic biét (vi du : tam gidc déu,
hinh thoi, ...).

Vi du 1. Tinh bdn kinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC déu, canh 3cm.
Giai
Goi O la tam dudng tron ngoai ti€p AABC, M 1a trung diém cta BC (h.70). Vi
tam gidc ABC déu nén O ciing 14 tric tAm, trong tim ctia AABC.

Ap dung dinh If Py-ta-go vao tam gidc vuong AMC c6 :
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AM =vVAC?-MC? = JAC'?
. A% [3) .
\} 2 2

Ban kinh dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC la :

R=0A=—-AM=———=+/3 (cm). Hinh 70

Chi y. Ta c6 cdch giai khdc nhur sau :
Trong tam gidc vuong ABM c6 :

AM W3
S,

sin ABM AN hay sin60° =—— = AM =3.5in60° =
AB 3
Dodé : R =%AM =3 (cm).

Vi du 2. Trong hé truc toa d6 Oxy cho céc diém M(-1 ; =2), N(1 ; 2) va P(-5 ; 0).
Tinh ban kinh dubng tron ngoai tiép tam giaic MNP.

Giai
Ap dung cong thiic tinh khoang cdch giira hai diém A(XA3¥a), Blxgiyp) :

AB=y/(xg -x2)2 +(yg YA ) .
ta tinh dugc MN =2/5, MP =25, NP=24/10.

Do d6 : MN? + MP? =20+ 20 = NP? = AMNP vuong tai M (dinh If Py-ta-go
dio).

Suy ra bdn kinh duéng tron ngoai ti€p AMNP la : R =%NP=JE (do trong tam
gidc vudng dudng trung tuy€n g véi canh huyén thi bing nira canh huyén).

Vi du 3. Cho tam gidac MNP c6 MN = MP=ava NMP=120°. Goi O latam var

la ban kinh cia dudmg tron ngoai tiép tam gidc MNP. Tinh ti s6 4 Vi
T

d=NP.
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Gidi M
Vé MH L NP thi NMH = HMP =60° (vi a1 8
ANMP can tai M) (h.71). Trén tia MH lay N P
diém O saochoMO =MN =MP=a. H
Xét tam gidc MNO c6: MN = MO =a ;
NMO =60° nén tam gidic MNO déu, suy )
raON=0M =a, Hinh 71

Tuong ty, ta c6 tam gidc OMP déu va OM = OP = a. Do d6 O la tam dudng
tron ngoai ti€p ANMP va bdn kinh clia dudng tron nay bing a (r = a). Ta co

d=NP=2NH=2Ja3—[%]- £ 2“2"E=a\f§=>9=ﬁ=\f§.
r a

Dang 3. XAC DINH VI TRi TUONG DOI CUA BIEM M VO DUSNG TRON (0)
Phuong phéip giai

Tinh khoang cich OM =d.
#d>R <> M ndm ngoai (O;R);
sd=R < Mnimtrén (O;R);
¢d<R < M nim trong (O ; R).

Vi du. Cho dudmg trén (O ; R) va hai diém M, N sao cho M nim trong va N nim
ngoai (O ; R). Hay so sdnh OMN va ONM.
Giai
(h.72) Ta ¢6 M ndm trong (O ; R) nén N
OM <R : N ndm ngoai (O ; R) nén ON > R.
Trong tam gidc OMN, ¢6 OM < ON (vi 5]

—

OM < R, ON > R) nén OMN > ONM
(trong mot tam gide, goc doi dién vai canh
16m hon thi 16n hon). Hinh 72
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Dang 4. SO SANH DO DAI HAI POAN THANG
Phuong phéap giai

e Xic dinh dudng tron c6 hai doan thing cin so sidnh déng vai o day
cung va dudng kinh.

» Sirdung dinh 1i : Pudng kinh 14 day 1én nhét trong mét dudng tron.

Vi du 1. Cho tam gidc ABC, dudng cao BH. Lay )

mot diém M trén canh AB (M = A, M = B).
Qua B ké tia Bx vuong géc vdi tia CM tai K. x H
So sdnh BC va HK.

P

Giai
Goi O la trung diém ciia BC (h.73). Vi tam 0
gidc BKC vuong tai K, tam giac BHC vuong
tai H, nén bon diém B, K, H, C ciung thudc
duong tron tdm O dudng kinh BC. Do dé :
-HK < BC.

Hinh 73

Vi du 2. Cho tam gidgc MNP vuong tai M, NP = 2a. Trén canh MN ldy diém A
(A # M, A # N), qua trung diém I ctia NP v& tia Ix vuéng géc véi IA, tia Ix
cat dudng thing MP tai B. Xic dinh vi tri ciia diém A dé do dai doan AB nho
nhat.

Giai

Tam gidc vudng MNP ¢6 dudng trung tuyén
MI tmg v&i canh huyén NP nén :

O P O
5

Ta c6 AMB =90° AIB =90° do d6 bon diém
A, M, B, I cing thudéc dudmg tron dudmg kinh Hinh 74
AB. Suy ra AB2 Ml hay AB 2 a.

Vi vay : minAB = a <> MI 1a dudmg kinh <> MAI =90° < Al // MP
<> A la trung diém clia MN (vi I la trung diém cta NP) (h.74).
Vay khi A 12 trung diém clia MN thi minAB = a.
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C. BAI TAP TU LUYEN

Bon dinh cua mot hinh chir nhat kich thuéc 5x12 cing ndm trén mot dudmg
tron ¢6 ban kinh bang bao nhiéu ?

Cho hinh thoi ABCD. Puémg trung truc ciia canh BC cét dudng thing AC tai
M va cét dudmg thang BD tai N. Chimg minh ring M va N lan luot 13 tam coa
dudng tron ngoai ti€p cdc tam gidc BCD va ABC.
Cho tam gidc ABC, canh BC c6 dinh, AB = 4cm.

a) Hoi diém A di dong trén dudng nao ?

b) Trung diém M cta AC di dong trén dudmg nao ?
Cho dudmg tron (O ; 1,5cm), duong kinh AB. Goi C 1a mot diém bat ki trén

dudmg tron. V& diém M sao cho C 12 trung diém cua AM. Tinh do dai 16n nhat
ciua AM.

Trong hé truc toa do Oxy cho E(0 ; 4), P(2 ; 0) va M 1a diém thudc doan EP
sao cho tung do ciia M béng 2. V& dudng tron tdm M béan kinh MO, Xic dinh
vi tri tuong déi cua E, P so véi dutmg tron (M ; MO).

Cho tam gidc ABC nhon, cic dudng cao AD, BE, CF cit nhau tai H. Goi O,
0,, 05 lan luot 1a tim dudmg tron ngoai ti€p cdc tam gidc AFH, BDH, CEH.

Goi x, y tuong ting 1a chu vi clia céc tam gidc ABC va 0,0,05. Tinh ti s6 ?

HUOGNG DAN GIAI - AP SO

Tacé 2R=v122+52 =13 nénR =6,5.

(h.75) Trong hinh thoi, méi dudng chéo la B ;
dudng trung truc cua dudng chéo kia. !
Diém M Ia giao diém hai dudng trung truc
ctua tam gidc BCD nén M la tAm dudng tron
ngoai tiép tam gidc BCD.

Diém N la giao diém hai dutmg trung truc cia
tam gidc ABC nén N la tdm dudng tron ngoai
tiép tam gidc ABC.
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3. (h.76) a) Diém B c6 dinh. Diém A cich B
mot khoang 12 4cm nén A nidm trén dudmg
tron (B ; 4cm).

b) Goi O 1a trung diém cia BC thi O 12 mot
diém c6 dinh, Taco OM = % AB=2cm.

Hinh 76

M
Diém M cich diém O mot khoang 2cm nén
M ném trén dudmg tron (O ; 2cm).
4. (h.77) Ta c6 AC < AB = 3cm (lién hé gita A B
day va dudng kinh). Suy ra 2AC < 6ecm. Do

do AM < 6cm. Vay do dai I6n nhdt cia AM

12 6¢cm (khi C = B). Hinh 77

5. (h.78) Tung do ciia M bing 2 nén M Ia trung k
diém cua PE. Tam gidc POE vuong tai O nén I
S

MO = ME = MP. Do d6 E, P thutc (O ; MO).

Hinh 78

A
6. Tacé O;,0,,04 ldn luot la trung diém cia s
HA, HB, HC nén : W
0,0 0,0, 050, 1 X
12 D2 Ot o
y B D c
Hinh 79

§2. DUONG KINH VA DAY CUA DUONG TRON
§3. LIEN HE GIUA DAY VA KHOANG CACH TU TAM DEN DAY

A. TRONG TAM KIEN THUC
1. Tinh chat déi xiing cua dudng tréon A A'
¢ Dubdng tron 1a hinh cé tam d6i ximg. TAm cua
dudng tron la tam d6i xing cia dudmg tron do.

Hinh 80
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* Dudmg tron 1a hinh c6 truc d6i ximg. Bat ki dudng kinh nao ciling 1a truc d6i
xumg cua dudng tron.

2. Quan hé vuéng géc giira dudng kinh va day

A

BDinhli 1. Trong mét dudng tron, duong kinh

vuong goc voi mot day thi di qua trung

diém cua day ay.
Dinh li 2. Trong mot dudng tron, dudmg kinh di ‘h e

qua trung diém clia mot day (day khong

di qua tam) thi vuong géc vdi day dy. B

Hinh 81

3. Lién hé giira day va khoang cach tir tim dén day
Pinh Ii 3. Trong mot dudng tron :
« Hai day bang nhau thi cdach déu tam.
» Hai day cich déu tam thi bang nhau.
e Diy nao 16n hon thi day dé géin tam hon.
* Day niao gén tdm hon thi day d6 1ém hon.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TINH PO DAI CUA MOT DAY. TINH KHOANG CACH TU TAM
PEN DAY
Phuong phap giai

V& dudng kinh vuong géc véi day r6i dp dung dinh Ii Py-ta-go ; hé thic
lugng trong tam gidc vuong dé tinh todn.

Vi du 1. Cho dudmg tron (O ; 10). Liy mot diém A tiy ¥ thuoe (0). Vé day MN
vuong géc vai OA tai trung diém cua OA. Tinh do dai day MN.

Gidi
Goi I 12 trung diém cua OA (h.82). Tacé :
0]:10A=1.IU=5. ‘
2 2 A
Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao tam gidc vuong IMO, ‘
ta duoc :

i

2 2 2 2 2
IM* =0OM*- -0I° =10 =5 =?5::=IM=5J§. Hinh 82
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Ta c6 MN vuong géc véi OA tai trung diém I cia OA, nén :

IM:IN:—;—MN:&MN:ZIM:Z.SJE:IUJS.

Vi du 2. Trong hinh bén cé6 mot bang gidy hinh chir
nhat che khudt mot phdn cia dudmg tron (0). Cho
biét AB = lcm, BC = 4cm, MN = 2c¢m. Tinh do6 dai
doan DN.

Giai
V& OH L BC1ai H thi OH L ND (vi BC // ND) (h.83).
Goi giao diém coa OH va ND 1a I thi DN = 2IN
(dinh Ii duong kinh — diy cung).

Taco: HB=HC=%BC=%.4=2 (vi OH 1 BC).

Do ur giac AMIH la hinh chir nhat nén
IM=AH=AB+HB=1+2=3(cm)
=IN=IM-MN=3-2=1 (cm).
SuyraDN=2IN=2.1=2 (cm). Hinh 84

Vi du 3. Cho dudng tron (O : R) va day MN = R. Hay tinh khoang cich tir tam O
dén day MN.

= #a

Giai

(h.85) V& OH L MN tai H thi MH = HN:%MNz%.

Ap dung dinh If Py-ta-go vio tam gisc OMH c6 : OM? = OH? + MH?

, A :
=>0H2=0M2_MH2=R2_(5) _3R%
2 4 -
2 \
= 0OH = iz_Rﬁ i
\I 4 2 ’
R\3

Vay khodng cdch tir tam O dén day MN Ia o

Chit y : Ta c6 cach giai khiac nhu sau :
Vi OM = ON = MN =R nén tam gidic OMN déu.

Vé OH L MN = HON =30°. Hinh 85
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OH R3

Trong tam gidc vuéng OHN c6 : cos30° = o = OH =0N.cos30° = & B

Vi du 4. Cho dudmg tron (O ; OA), dudng kinh AD = 12,5cm. Lay diém B thuéc
(O ; OA) sao cho AB = 10cm. Ké day BC vudng géc véi dudmg kinh AD cia
(O ; OA). Tinh khoang cdch tir tim O dén cdc day AB va BC.

Giai

Do AD Ia dudng kinh ctia (O ; OA) nén ABD =90° (h.86). Ap dung dinh Ii
Py-ta-go vao tam gidc vuong ABD, tacé :

BD? = AD?-AB? =12,52-10% =56,25=BD =7,5 (cm).

Ké OH L AB= OH //BDva OH= % BD (dinh I dudng trung binh).

Do d6 khoang cdch tir tam O dén day AB la B

OH= %.?.5 =3,75 (cm).
Ap dung hé thic b =ab' vao tam gidc vuong A 5——JP
ABD,taco:

2 2
AR? = AKAD =5 AR = 20 2 o g (i)
AD 12,5 C

Suy ra khoang céch tir tam O dén day BCla : Hinh 86

OK = AK—0A = 3—1—25‘—51 1,75 (cm).
Chu y :
1. Trong ba dai lugng : ban kinh, day va khoang cdch tir tim dén day, dé tinh
mot trong ba dai lugng thi ta phai biét hai dai lugng kia.

2. Vin dung linh hoat dinh 1 Py-ta-go, hé thic luong trong tam gidc vuong va
ti s6 luong gidc cla géc nhon dé tinh todn.

Dang 2. SO SANH HAI POAN THANG
Phuong phap giai

* Van dung dinh I dudmg kinh vuéng géc véi mot day.
® Van dung dinh i vé lién hé giira day va khoang cach tir tam dén day.
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Vi du 1. Cho dwong tron tim O béan kinh R = Scm, day AB = 8cm. Goi I 1a diém
trén diy AB sao cho Al = lem. Ké day CD di qua diém I va vudng goc véi
day AB. Ching minh ring AB = CD.

C
Gidi
Ve OH L AB; OK L CD (h.87). Suyra: T o
KJ
HA=filad AR fom), ! ;
2 2 . ko
AN " B
Taco:IH=AH-Al=4-1=3 (cm). DV
Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao tam giic vuong HOB, ta cé : Hinh 87

OH> =OB* -HB? =5 -42 =9= OH =3 (cm).
Suy ra tif gide OHIK 14 hinh vuong. Do d6 OH = OK (= 3cm) = AB = CD.
Vi du 2. Cho hinh 88, biét AB > CD. Khing dinh
nio dudi day sai ?
(A). OH<OK;
(B). MH > MK ;
(C). ME < MF;

(D). Trong ba khéng dinh (A), (B), (C) chi ¢6
mot khing dinh sai.

i Hinh 88
Giai
Chon (C) vi trong dudng tron nhd ¢6 AB > CD nén OH < OK. Trong dudng
tron Iém ¢6 OH < OK nén ME > MF. Do dé (C) sai.

Vi du 3. Trong hé truc toa do Oxy vé duong tron tim
I(1 ; 1) bdn kinh R = 3. Dudmg tron (1) cét truc
hoanh tai hai diém M va N, cét truc tung tai hai
diém P va Q nhu hinh 89,

i) So sdinh MN va PQ.
b) So sdanh MP va NQ.
Giai
a) Ke IH L Ox tai H, IK L Oy tai K thi
IH=1IK=1(vil(l:1))= MN=PQ.
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b) Taco MN =PQ = -%MN:%PQ hay MH = HN = PK = KQ.

Do tif gidc OKIH la hinh vuong (hinh chir nhét ¢6 hai canh bén bing nhau) nén :
ON = OP va OM = 0Q.
Do d6 : AMOP = AQON (c.g.c) = MP = NQ.
Vi du 4. Cho dutmg tron tam O, cdc day AB va CD cét nhau tai mot diém M ndm

ngoai dudng tron, trong d6 AB > CD. Goi H va K ldn luot 1a trung diém cla
AB, CD. Chimg minh ring :

a) MH > MK ; b) OMH < OMK.
Giai

a) Ta ¢6 H, K tuong ing 1 trung diém cia
AB va CD nén : OH L AB, OK L CD. Ap
dung dinh Ii Py-ta-go viio tam gidc vuong
OMH, ta duogc : MH?> =OM? —OHZ. (1)

Ap dung dinh 1f Py-ta-go vio tam gidc vuong
OKM, ta duoc : MK2 =OM? -0K?2.  (2)
Trong dudmg tron (O) cé AB > CD nén OH < OK. (3

Hinh 90

Tir (1), (2) va (3) suy ra MH? > MK?, do d6 MH > MK.

b) Trong tam gidc vuéng OMH c¢6 sinOMH = —gg—- .

Trong tam gidc vuong OMK ¢6 sinOMK = -g% .

Ma OH < OK nén

——

sin OMH <sinOMK hay OMH < OMK (vi OMH, OMK nhon).

Dang 3. CHUNG MINH MOT SO QUAN HE HINH HOC — HINH DAC BIET
Phuong phap giai

® Vin dung dinh li dudng kinh vudng géc vdi mot day.
* Van dung dinh Ii vé lién hé giiia day va khoang cdch tir tam dén day.
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Vi du 1. Qua diém A nim ngoai duémg tron (O) vé hai dudng thing a va b. Duimg

thing a cit (O) tai M va N (AN < AM), dudmg thing b cit (O) tai P va Q
(AQ < AP). Néu MN = PQ, chimg minh ring OA L PM va MP // NQ.
Giadi

Vé OE L MN tai E, OF L PQ tai F (h91).
Khi d6 : ME = %MN.FF=%PQ.

Trong dutmg tron (O) ¢6 : MN = PQ = OF = OF
= AOEA = AOFA (canh huyén, canh géc
vuong) = AE = AF = AE + EM = AF + FP

(vi ME:PF:%MN:%PQ)hayAM=&P.

Ma OM = OP (vi P, Q thudc (0)) nén OA 1a trung tnye chia doan MP = OA L MP,
Chimg minh tuong tr duge OA L NQ = MP // NQ.

Vi du 2. Cho nira dutmg tron thm O, duomg kinh AB. Goi M, N ldn luot la trung

diém cia OA va OB. Tir M va N v& hai tia Mx, Ny song song véi nhau, cit
nira dudmg tron 1dn lugt tai P va Q. Chimg minh ring PM L PQ.

Giadi
Goi I 12 trung diém cia PQ = OI L PQ tai |
(h.92),
Xét hinh thang MNQP (vi MP // NQ) ¢6 1 Ia
trung diém cia PQ va O 1a trung diém cla
MN = OI la dudmg trung binh cha hinh thang
nén OI // MP /] NQ.

Do d6 PM L PQ tai P.

Hinh 92

Vi du 3. Cho dudmg tron (O ; R) vaday AB=R V3. V& OH L AB. Tia d6i cla tia

198

OH cit dudng tron tai C. Chimg minh ring tam gidc ABC déu.
Gidi

Ta c6 OH L AB nén HA = HB (h.93).

Dudmg thing OH la duimg trung truc cha AB
nén CA = CB, tam gidc CAB céan tai C.
R\3

Tach AH=—ABm—22.
2 2

Hinh 93



Ry3
Trong tam gidc AOH c6 sinﬁ}:%:%:%:}a{:ﬁo“

= A, =90°-0, =30°.
Vi O, =A,; +C, =2A, (vi tam gidc OAC cn tai O) nén A, =30°.
= BAC =A, + A, =60°, do d6 tam gidc ABC déu. .
Chii §. Vi du 3 cho ta mot céch vé day AB = R+/3 ciia (O ; R) nhu sau :
e Cdch I : Vé AOB=120° thi AB=R 3.
e Cdch 2 : V& tam gidc déu ABC noi tiép (O ; R) thi AB= R\E.
Vi du 4. Cho dudng tron (O ; R) va hai day AB=R+/3 va AC=R+2 (B, C nim
khéc phia d6i véi dudmg thing AO). Hay tinh cdc géc clia tam gidc ABC.
Gidi

Tam gidc AOCc6 OA=0C=R,AC= R2 suy ra tam gidc AOC vudng cin
dinh O (dinh li Py-ta-go dao) = OAC = OCA =45° (h.94).

1 RY3

Ké OI L ABtai [ thi Al= ———-.

= 0I=vOAZ-AI® = JR" R‘r %

=5 OAI =30°=> BAC 45°+30°=75°.
Ta c6 - Hinh 94

——— e, e —

20BC = OBC+0CB ABC- B, + ACB-C, = ABC+ACB-(B, +C,)
=(180°~BAC)— (A, + A,) = 180°~75°— 75° = 30°

= OBC = OCB =30°:2=15°= ABC = 30°+15° = 45°,

ACB = 45°+15° = 60°.
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Dang 4. BAI TOAN LIEN QUAN DEN CUC TRI HINH HOC
Phuong phap giai

* Van dung tinh chdt duomg xién va dudmg vuong A
g6c AH < AM (dfiu “=" xdy ra khi M = H). %
¢ Vin dung dinh i dudng kinh va day AB < 2R (ddu
¥ 4 . |

“=" xay ra khi A, O, B thing hang).

¢ Vian dung mot s6 bat dang thirc dai s6. W

Vi du 1. Cho nira dudmg tron tam O, dudmg kinh AB = 10cm. Mot day CD = 8em,
¢6 hai ddu mit di chuyén trén nira dudmg tron. Goi E, F theo thit tr 1a hinh
chi€u vudng géc clia A va B trén dudmg thing CD. Xdc dinh vi tri coa CD dé

dién tich ur gidc ABFE lém nhdt.

Gidi
Ké OI L CD thi I 1a trung diém cla CD (h.95). Do dé6 : F
IC=ID=1cD=18=4 (cm). E
2 2
Ap dung dinh If Py-ta-go vio tam gidc vudng A 0
OID, 1a dugc : Hinh 95

012 =0D?-ID? =R?-ID? =52 -42 =9= Ol =3 (cm).

Ta lai ¢6 : AE // Ol // BF (vi cing vudng géc v CD) via OA = OB nén Ol 1a

dudmg trung binh cua hinh thang vuéng ABFE. Do dé6 :

AE +BF
2

=0l =3cm.

Tir A ké AH L BF suy ra AH £ AB = 2R hay EF € AB (dinh Ii dudng vuong

goc va dudmg xién). Khi do :

AE+BF 1k <OLAB=3.10=30 (cm?) ;

SABFE =
SABFE =310 AH=AB H=B& CDHA.B.
Vay khi CD // AB thi dién tich uf gidc ABFE dat gid tri 1én nhat.

Vi du 2. Cho nira dudmg tron tam O, dudng kinh AB = 2R. Ldy diém I trong doan
OA sao cho OI = x (0 < x <R). Qua I v& dudmg thing d vudng goc vdi AB va
cit nira dudmg tron tam O tai M. Xéc dinh x dé€ chu vi tam gidc IMO 16n nhat.
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Giai
bat IM =y (0 < y <R) (h.96). Ap dung dinh If Py-ta-go vao tam giic vuong
10M, ta duoc :

OM? =012 +IM? & x% +y% =R2,
Ap dung bit ding thirc (x +y}2 gz(xzﬂ;z).
ta duoc : (x+y]2$2R2::-x+y£RJ5.

RJ_A

Diu “=" xdy rakhi vachikhix =y =

Hinh 96

Chu vi tam gidc IMO la :
C=0I+IM+OM=x+y+R<RV2+R= (2 +DR.

Vay : maxC = (ﬁ+|}Rax=y=RT"E.
RV2
2

Do dé, khi x =

thi chu vi tam gidc IMO Ién nhat.

Dang 5. DUNG HINH
Phuong phap giai

Sir dung dinh Ii duomg kinh va day cung.

Vi du 1. Cho hai duong tron déng tam O, ban kinh R; <R, . Hay dung mot duing
thang cét hai dudng tron theo thit tr tai A, B, C, D sao cho AB = BC = CD.
Giai
Phdn tich : Gia sit ta dung duoc duémg thing

thoa man yéu cdu bai todn nhu hinh 97. Khi dé :
AB=BC=CD.

TavéOIJ.BCthiBI:IC:%BC

T
2 3

Ké BK // O1 (Kthul&cAO] =—-+=—:>AK=§OA=§R2.
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Vi BK // O1, OI L BC = KB L BC = ABK =90° nén B nam trén dudng tron
dudmg kinh AK.

Cdch dung : — Ly A la diém tdy § trén (O ; R, ) (dudng tron 1én).
— Ldy K trén OA sao cho AK = %Rz.

~ Dung dudmg tron dudmg kinh AK (goi 1a (K)).

— Dung B 12 giao diém cia (K) vé6i (O ;R;).

— Dudmg thing AB cdt (O ;R;), (O ;R,) twong {ng tai cic diém
thit hai C, D.

Chimg minh va bién lugn : Danh cho ban doc (Goi ¥ : so sinh R va 5_3 ).

Vi du 2. Cho hai diém A, B nim trong géc xOy. Hay dung dudmg tron di qua hai

diém A, B va dinh ra trén Ox, Oy nhimg day cung bang nhau.
Giai

Phdn tich : Gia sit dung dugc dudng tron (I) théa man yéu cdu bai todn nhu
hinh 98. Khi d6 MN = CD = [H = IK = I cédch déu hai canh Ox, Oy cia géc
xOy = I ndm trén tia phan gidc cia géc xOy (tia O).
Ma IA = IB nén I nim trén dudng thing d 1a trung truc clia AB.
Suy ra I 1a giao diém cua tia Ot va dudmg thing d.
Cdch dung :
— Dung tia Ot la phan gidc ctia goc xOy ;
— Dung dudmg trung truc d cua doan AB ;
— Dung 1 1a giao diém cta tia Ot va dudng
thing d ;
— Dumng dudmg tron (1 ; TA).
Chimng minh va bién ludn : Danh cho ban doc.

Vi du 3. Cho dudmg tron (O) va hai diém A, B ndm bén trong dudmg trdn va khong
ciing thuéc mot dudmg kinh. Dung hai day song song va bing nhau sao cho
diém A ndm trén moét day va diém B nim trén day con lai.

Giai
Phan tich : Gia sir dung dugc hinh théa man yéu cdu bai todn nhur hinh 99.
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Khi d6 CD // EF va CD = EF = AH // BK va OH = OK.

Ldy I 1a trung diém cia AB = IO 1a dudng
trung binh ciia hinh thang AHKB /_\
c A H D

= AH //10 /{ BK = CD /{10 // EF. o
Cdach dung : ( PL o] )K
— Dung trung diém I clia AB ; B—a——t
— Dumg day CD qua A va song song véi 1O ; v
— Dung day EF qua B va song song vdi 10. Hinh 99

Chimg minh va bién ludn : Danh cho ban doc.

C. BAI TAP TV LUYEN n
Trong hinh 100, biét OE = OF. Chiing minh ring A= B

AE = BF.

Trong hinh 101, biét AB L CD, AE=2,EB=6,
EC = 4 va ED = 3. Tinh d6 dai dudng kinh clia
dudng tron (O).

Trong hinh 102, R ¢6 do dai bing bao nhiéu
(AH=8,CH=4vaHB=8)?7

Cho dudmg tron tam O, dudng kinh AB = 2R. V&
day CD vudng géc véi OA tai trung diém cua
OA. Chimg minh ring tam gidc BCD déu.

Cho hai dudmg tron (O) va (O') cit nhau tai A va B. Qua A vé dudng thing
song song vai 00", cit dudmg tron (O) va (O) 14n luot tai C va D. Chilng minh

ring DO'=%CD.

Hinh 102
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o,

204

Cho dudmg tron (O ; 2ecm), day AB sao cho AOB=120°. Goi M la trung diém

cua AB. Hoi khi A, B di dong trén (O) sao cho AOB vin luon bang 120° thi
diém M di dong trén dudng nio ?

Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (0). Goi D, E, F ldn luot 1a trung diém
cua AB, BC va CA. Hiy so sidnh OD, OE va OF, biét DF > DE > EF.
Cho diém M nam trong duimg tron (O ; R) véi OM = % . Trong cic day cua

(0) di qua M hay tim day c6 do dai nhé nhat.

Trong hinh 103, cho bi€t hai day song song cé
do dai 14n luot 14 10 va 14, khoang cich giira
chiing la 6. Mot day cung song song va cach déu

hai day &y c6 do dai 1a va . Tinh aZ.

Hinh 103

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Vé OH L AB (hinh 104), ta dugc HA = HB
(dudmg kinh wvuong géc véi mot day). Mat
khic, tam gidec OEF can, OH la dudng cao nén
HE = HF.

Suy ra HA — HE = HB - HF hay AE = BF.
V& OH L CD, vé OI L AB (h.105), ta dugc :

IB=%=4 vi DI=HE=CE——%

=4-

2 Hink 105
Tacé 2R =2VIB? +0I% =2 4%['} =J65.

2

ta |~
| -

Tac6:OH=R - 4.

Ma 0A% =HA2 +OH? & R? =8% +(R-4)* =R =10.



4.

Vi dudmg kinh AB vuong géc véi CD nén ABCD C

can tai B va MC = MD. ‘\

Ap dung dinh If Py-ta-go vao tam gidc MOD ta [ , | B
|

tinh duoc MD:RTJE:C]:):RJE. ‘U

Ap dung dinh 1i Py-ta-go vio tam gidc MBD ta
tinh duoc BD = R+/3. Vay ABCD déu.

Trudng hop O va O' thudc hai nira mat phing doi

nhau b AB (hinh 107). /N/—\
C H D

VEOH L AC; OK L AD, ta dugc : K

O o
HC=HA=’-°‘ZE; KA:KD:A—ZDu.

Tt gide HKO'O la hinh chit nhat nén OO' = HK.

Taco: HK=HA+KA=§2-C-+$=C—P =00'=1cD,

Hinh 107

Truémg hop O va O ciing thuéc mot nira mat phang bdy AB chitng minh
twong tu.

Vi MA = MB nén OM L AB (h.108). AAOB cén tai
O, AOB=120° nén A =30°, suy ra

OM =%OA =lcm. ,Ah

Diém M céch diém O mot khoang 1cm nén M di

dong trén dudng tron (O ; lem). i
Vi D, E, F ldn luot 1a trung diém cua AB, BC, CA A
nén OD L AB; OE L BC; OF L AC (h.109). Theo
tinh chit dudng trung binh clia tam gidc, ta c6 : 5 Q
O

DE=—1-AC;EF=lAB;DF=~I~BC. ht C
2 2 2 v
Vi DF > DE > EF nén BC > AC > AB.

Suy ra OE < OF < OD (trong mét dudng tron, day
nao 1én hon thi gdn tam hon).
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Ta c6 : day PQ nho nhit < PQ L OM.

Ap dung dinh Ii Py-ta-go ta tinh dugc PQ = N—%,

Goi x, y lan luot 1a khoang cdch tir taim O dén cdc day c6 do dai 10 va 14. Goi
R 12 bén kinh ctia duémg tron. Tac6: x° +25= R? va yz +49=R? suyra:

x> +25=;,r2 +49 = (x-yix+y)=24.
Vi khoéng céch giira hai day biing 6, nén ta ¢6 :

e Trudmg hop 1 : x — y = 6 (hai day & cing phia so v&i tam O) nén x +y = 4.
Do dé:x=5vay=-1 (loai).

e Trudmg hop 2 : x + y = 6 (hai diy & khéc phia so véi tim O) nén x -y = 4.
Dodéx=5vay=1,suyra R =50 va day co6 do dai Ja cdchtam 1a 2.

J;')

Tacé: R? =22 +[TJ c:»a=lB4=>a2 =33856.

§4. VI TRI TUONG DOI CUA DUONG THANG VA DUONG TRON

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Ba vi tri tuong déi clia dudng thing va dudng tron

Vi tri tuong doi i ;
i 2 Sireer Lién hé giira
cua duong thang Hinh vé S6 diém chung bt gt
g dvaR
va duimg tron
Dudmg thing va
dudng tron cat o 2 d<R
nhau H_/
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Dudmg thing va

dudng tron tiép I 1 d=R
xtic nhau

. a
Dubdng thing va
dudmg tron khong qH 0 d>R
giao nhau

Trong dé : d 1a khoang céch tir tam O cia duong tron dén duomg thing ; R la

bdn kinh ctia dudmg tron.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. XAC DINH VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA DUONG

TRON
Phuong phap giai

cua dudmg tron. Hay so sanh d v6i R :

Xic dinh khodng c4ch d tir tam dudng trén dén dudmg thing va bén kinh R

Néud > R (d <R hoic d = R) thi dudng thing khong cat dudmg tron (cit
dudng tron hodc tiép xiic vai dudng tron) va nguoc lai.

Vi du 1. Trong hé toa d6 Oxy cho diém A(4 ; 3). Hay xéc dinh vi tri tuong ddi cia
dudmg tron tim A, bdn kinh R = 3 véi cdc truc toa do.

Gidi
Khoang cdch tir A dén truc Ox la
d=AH=0K =3.
Khoang cach tir A dén truc Oy la
d=AK=0H=4.
Do d6 dudng tron (A ; 3) tiép xic véi truc
Ox, vid = R = 3 ; duong tron (A ; 3) khong
cittrucOyvid'=4>3 =R (h.110).

Hinh 110
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Vi du 2. Cho diém A nim trong dudng tron (O). Chimg minh ring moi dudng
thing d di qua A déu cit (O) & hai diém phén biét.

Giai
 VEOH Ldtai H= OH < OA (h.111) (quan
hé dudmg xién va dudng vudng goc).
e Vi A ndm trong (O) nén OA <R.

Suy ra OH < R = dudmg thing d luén cét (O) tai
hai diém phan biét.

Hinh 111

Vi du 3. Chimg minh ring mot duéng thing va mot dudmg tron khong thé c6 qua
hai diém chung.

Giai

Gia sir duong thing d va dudmg tron (0) c6ba 4 o5~ N\
diém chung A, B, C theo thif tu nhur hinh 112,

Vi A, B, C thudc (O) nén OA = 0B = OC.

0
Do dd, tam gidc OAB can tai O
= OBA =0AB <90° ;
Hinh 112

tam gidc OBC can tai O = OBC =0OCB <90°.

Suy ra OBA +OBC < 90°+90° = 180°, diéu nay vo If vi A, B, C thing hang
theo thi t &y thi OBA + OBC =180°.

Vay diéu gia sir 1a sai, do d6 mot dudmg thing vd mot dudng tron c6 khong
qué hai diém chung.

Vi du 4. Cho hinh thang vuong ABCD (A = D =90°), AB = 4cm, BC = 13cm va
CD = 9cm. Tinh AD va chimg minh ring dudmg thing AD tiép xic véi dudmg
tron c6 dudng kinh 1a BC,

Gidi
Goi O la trung diém cia BC (h.113).
« VEBILCDtail = AD=BI, vé OH L ADtai H.

 Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao tam gidc BIC ¢6 :

D ===C
Bl =VBC? -1C2 =132 =52 =12 = AD =12¢m. ~§--
Hinh 113
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* Hinh thang ABCD c6 OH la dudng trung binh nén :
AB+CD=4+9=6.5=E=R.
2 2 2

= Pudng tron (O ; R) tiép xiic véi AD.

OH =

Dang 2. BAI TOAN VAN DUNG TINH CHAT CUA TIEP TUYEN
Phuong phap giai

Van dung tinh chat cia tié€p tuyén : Néu dudmg thang A 1a ti€p tuyén cia
(O) tai Athi A L OA tai A.

Vi du 1. Tir diém A cdch O mét khoang d (d > R) V& tiép tuyén AB véi dudng tron
(O ; R) (B la ti€p diém). Tinh d6 dai doan AB.

Giai

Vi AB la tiép tuyén cua (O) tai Bnén AB L OB
tai B(h.114).

Ap dung dinh 1i Py-ta-go vao AAOB c6 :
AB=vOA? -0B? =vd? -R?.

Vay AB=vd?-R2. Hinh 114

Vi du 2. Cho dudng tron (O ; Scm) va day AB = 8cm. Mot ti€p tuyén cia (O) song
song v&i AB cit tia OA tai E, cat tia OB tai F. Tinh d6 dai doan EF.
Giai
Goi C 1a ti€p diém cia ti€p tuyén EF véi (0), H 1a giao diém cta OC véi AB.

Tac6 : OC L EF tai C ma AB // EF nén OC L ABtai H (h.115)

:>HA=HB=-;-AB=4 (cm). E

Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao AOHA, ta cé :

OH = VOA? - AH? = V5% 4% =3 (cm).
Ta c6 : AB // EF nén theo dinh Ii Ta-1ét c6 :
AB OB % _E 5 58 40

i i = EF==AB=—=— (cm).
EF OF OC 5 3 3 3 Hinh 115
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Vi du 3. Cho hai duémg tron déng tam (O ; R;) va (O ; Ry) (0 < Ry < Ry). Tir

1.

diém M nam ngoai (O ; R;), ta vé MA 1a tiép tuyén cua (O ; Ry), MB la tiép
tuyén ctia (O ; R,) (v6i A, B 1a cic tiép diém). Dudng trung truc cia doan AB

cit OM tai I. Tinh ti s6 &
MO
Giai
Goi I' la trung diém cia OM.
Vi MA la tiép tuyén ciia (O ; R;)nén MA L OA tai A hay OAM =90° (h.116).

Xét tam gific OAM c6 OAM =90°, AI' la trung tuyén img véi canh huyén
MO nén AI'=ZOM.
Tuong tu, ta co :

BI'=lOM=‘.>AI'=BI'=-I-0M
2 2

=> I' thudc dudng trung truc d ciia doan AB

: Ml MI' 1
=]l —=—=—,
MO MO 2

Hinh 116

C. BAI TAP TV LUYEN

Cho diém A cdch dudmg thing xy mot doan 12cm. V& dudmg tron (A ; 13¢m).
Chimg minh riing xy ct (O) tai hai diém phan biét B va C. Tinh d¢ dai doan BC.

2. Cho truée dudmg thing a. Tam O clia tdt ca cdc dudng tron c6 dudmg kinh 2cm

3.

va 1i€p xic véi dudmg thing a nim trén dudng nio ?

Cho dudmg tron (O) vi mot diém A nim ngoai dubng tron (0). Nhimg diém M
sao cho dudng thing AM khong c6 diém chung véi dudng tron (O) thi nim &
dau ?

4. Cho tam gidc ABC déu canh a. Goi H 1a chan dudng cao vé tir dinh A va G la
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trong tam cua tam gidc. Ly mot diém I bét ki bén trong tam gidc CGH réi vé
duong tron (1) 1i€p xiic véi canh AC. Xidc dinh vi tri twong d6i cia hai dudmg
thing AB va BC véi duimg tron (I).
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1.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Ké AH L xy tai H (h.117).
Vi AH = 12cm (gt) < 13cm = R nén dudng

thang xy cét dudng tron (A ; 13cm) tai hai diém A
phan biét B va C.
1 12] \13
WAHJ.BCI@iHnénBH:HC:EBC. x H y
B C

Hinh 117

Mat khic HC =vAC? - AH? =132 122 =5 (cm)
= BC=10cm.

Pudmng kinh bang 2cm nén bin kinh bang lcm.
Tam O nidm trén hai dudng thing d va d' song
song vdi a va cdch a la 1cm (h.118).
VE dudng tron dudng kinh OA, dudng tron nay
cit (O) tai Bva C (h.119).
Vi B thuéc dudng tron duomg kinh OA nén
ABO =90°.

= OB L AB

= khodng céch tir O dén dudmg thing AB
béng bén kinh R

= AB ti€p xiic vdi (O) tai B.
Tuong ty, ta ¢6 AC ti€p xiic vai (O) tai C.

Do d6, M nim trong géc XAB va yAC thi AM
khong cét (O).

Ké ID, IE, IF lin lugt vuéng gbc véi cic canh
AC, BC, AB ctia AABC (h.120). Vi I nAm trong

tam gidc CGH va CG la phan gidc cia BCA neén

ICE{EB:}SiﬂICE«:sinFD

. P dudmg thing BC cat
IC IC

(I; ID) tai hai diém phan biét.
Tuong ty, ta ¢6 IF > ID nén dudng thing AB va
(I; ID) khong c6 diém chung.

Hinh 119

Hinh 120
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§5. DAU HIEU NHAN BIET TIEP TUYEN CUA DUONG TRON
§6. TINH CHAT CUA HAI TIEP TUYEN CAT NHAU

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Tiép tuyén cua dudng tron

2. Tinh chat cla hai tiép tuyén cit nhau

212

Dinh nghia. Tiép tuyén cia dudmg tron la duomg thing chi c6 mot diém chung
v6i duong tron do.

BDinh Ii 1. Néu mot dudng thing 13 tié€p tuyén ciia mot dudmg tron thi né vuong
géc v6i ban kinh di qua tiép diém.

Dinh Ii 2. Néu mot dudmg thiang di qua mot diém cua dudng tron va vudng géc
vGi bin kinh di qua diém dé thi dudmg thing dy 1a mot tiép tuyén cia duting tron.

BDinh li. Néu hai tiép tuyén ciia mot dudmg tron

cat nhau tai mot diém thi :

+ Diém d6 cich déu hai tiép diém.

+ Tia ké tir diém dé di qua tam la tia phan
gidc cia goc tao boi hai ti€p tuyén.

+ Tia ké tir tam di qua diém dé6 1a tia phan
gidc cla gbc tao bai hai ban kinh di qua cic
tiép diém.

e Budng tron noi ti€p tam gidc 1a dudng tron
tiép xiic véi ba canh cla tam gidc, tam gidc
goi la ngoai tiép dudmg tron (h.122).

Tam ciia dudmg tron noi tiép tam gidc 1a giao
diém ctlia cdc dudng phan gidc cdc goc trong
cla tam gidc.

e Dubdng tron bang ti€p tam gidc la dudng tron
ti€p xdc vdi mot canh cua tam gidc va tiép
xiic vdi phin kéo dai cha hai canh kia (h.123).
Tam cua dudmg tron bang ti€p tam gidc la
giao diém cla hai dudng phan gidc cia hai
g6c ngoai cua tam gidc (mdi tam gidc c6 ba
dudmg tron bang tiép).
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B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. TINH DO DAI DOAN TIEP TUYEN
Phuong phap giai

e Nhan biét géc vuong nhi tinh chét cua tiép tuyén hodc tinh chét cua hai
1i€p tuyén cit nhau.

e Ap dung dinh If Py-ta-go hoic hé thiic lugng trong tam gidc vuong.

Vi du 1. Cho dudng tron tam O, bin kinh R = S5em va mot diém A cich O bang
13cm. Ké tiép tuyén AB vdi dudmg tron (O) (B la tiép diém). Tinh do dai
doan AB.

Giai
Ta c6 AB la tiép tuyén cua (O) nén AB L OB
(h.124). Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao tam gidc
vuong ABO,taco:

AB? =0A%-0B? =13%-5% =144 = AB=12.
Vay AB = 12cm. Hinh 124
Vi du 2. Cho dudmg tron (I ; r) véi diém 1 ¢6 dinh va r = 20. Tir mot diém M

ndm ngoai (I) vé hai ti€p tuyén MA, MB vdi (I) (A, B la céc tiép diém). Néu
AB = 24 thi diém M di dong trén dudmg nao ?

Giai
Ta c6 MA, MB la hai ti€p tuyén coa (I) nén
MA = MB va MAI =90° (h.125).
Do A, B thutc (I) nén : IA = 1B = 20. M l‘k
Vi IA = IB vda MA = MB nén MI la duimg “V

trung tryc cia doan thing AB, do dé :

1
AH:EAEI:]Z. Hinh 125

Ap dung hé thifc — = —= +— vio tam gidc vuong MAL ta duge :
h* bF ¢
! T . T
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Ap dung dinh If Py-ta-go vao tam gidc vudng MAI, ta dugc

MI =VMAZ2 + A2 =152 +202 =25.

Diém M cich diém 1 c¢6 dinh mot khoang khong ddi bang 25, nén diém M di
dong trén dudng tron (1 ; 25).

Vi du 3. Cho dudng tron (O), bin kinh R = 3, day
MN vuéng géc véi bdn kinh OP tai trung diém
cua OP. Tiép tuyén tai M cua (O) cit tia OP
tai 1. Tinh do dai ML

Giai

Goi H 1a giao diém cua MN va OP (h.126). Hinh 126
2 3\4‘"
Ta c6 :MH = yOM? —OH? = 32

Do do6 : smOMH—w-—— OMH e :MIO 30°.
oM 2

Tir d6 suy ra : MI = 2MH = 3./3.

Vi du 4. Cho AB, AC la hai ti€p tuyén
ctia dudng tron (O) tai cdc tiép diém
B, C. Goi E, F ldn luot la trung diém
cia AB, AC. Lay M (M = E, F) bit
ki trén doan EF, vé cic tiép tuyén
MP, MQ t6i (O) véi P, Q 1a céc tiép
diém. Chimg minh ring M la tam
dudng tron ngoai ti€p tam gidc APQ.

Giai
Goi giao diém ctlia AO véi BC va EF ldn luot 12 H, K (h.127).
Vi AB, AC la ti€p tuyén cia (O) suy ra OA L BC tai H.

Vi E, F lén luot 1a trung diém clia AB, AC suy ra EF // BC (tinh l:hEt dudng
trung binh).

Vi MP la ti€p tuyén cia (O) nén OP L MP tai P.

Hinh 127

Trong céic tam gidc OMP va OMK ¢6 : MP* = MO? -OP? = MK? + OK? - OP?.
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Trong tam gidc AMK c6: AM? = AK? + MK,
Suyra: '

MP? -MA? = 0K? -0P? - AK? = (OK? - AK?) - OP?
=(OK - AK)(OK + AK) - OP*
=(OK - KH).0A -OP? (vi AK = KH)
=0OH.0A -0C? (vi OP=0C).
Trong tam gidc OAC ¢6: OC” =OH.OA .

Do d6:MP? ~MA? =0=>MP=MA.
Mat khic MP = MQ = MA = MP = MQ.
Vay M la tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc APQ.

Dang 2. NHAN BIET MOT DUONG THANG LA TIEP TUYEN CUA MOT
DUUNG TRON
Phuong phap giai

e Chimg minh khoang cich tir tim dén dudmg thing dé bing bédn kinh
(d=R).

¢ Chimg minh dumg thing di qua mot diém clia dudng trén v vuong
goc véi ban kinh di qua diém dé.

Vi du 1. Cho tam gidc MNP c6 M =90°, MN = 3, MP = 4. Chimg minh ring
dudng thing NP 2 tiép tuyén clia dudmg tron (M ; 1—52- ).

Gidi
Vé MH L NP tai H (h.128).
Ap dung hé thiic L gidc
h? b® 2
vuodng MNP, dudng cao MH, ta cé : Y
| 1 1 1 1 25
b, e G e Yo )
MH MN- MP- 3 4° 14
E H N
= MH= L £, ,
5 Hinh 128
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Vay MH biéng bén kinh ctia duémg tron (M ;%) vi MH L NP tai H nén NP la

ti¢p tuyén cla dudmg tron (M :% X

Vi du 2. Cho tam gidc MNP ¢6 N =90° va NP = %MP: a. V& dudng tron tam P

tiép xiic véi MN tai N. Qua N vé tia Nx vudng géc véi MP cét (P) tai diém thi
hai Q (Q # N). Chimg minh rang MQ la tiép tuyén cia (P) va MNQ la tam
gidc déu.
Giai

g , === NP 1
Tam gidc vuong MNP (h.129) ¢6: sinNMP = —=—
MP 2

= NMP = 30° = MNQ =90°-30° =60°.

Ta c6 hai diém N, Q d6i ximg vdi nhau qua MP
nén MQP = MNP =90° va MNQ = MQN .
Do d6, MQ la tiép tuyén coa (P) va MNQ la
tam gidc déu. Hinh 129

Vi du 3. Cho dudng tron (O ; R) va diém A ndm ngoai (0). VE dudng tron duimg
kinh OA, dudng tron nay cit (O) tai hai diém phan biét B va C. Ké BI 1a
dudmg kinh ciia dudmg tron dudng kinh OA, ké BK 1a dudmg kinh cia dudng
tron (O). Chimg minh réng :

a) AB, AC 1a hai ti€p tuyén cia (O) ;
b) IK la ti€p tuyé€n ciia dudmg tron (B ; BO).
Gidi

a) B thuoc dutmg tron dudmg kinh OA nén
ABO =90° (h.130).
Ma B thudc (O) nén AB la ti€p tuyén cua (O). Hinh 130
Tuong tu, ta c6 AC 1 ti€p tuyén cia (O).
b) C thuoc dudmg tron dudmg kinh BI nén BCI = 90°.
C thudc dudng tron dudmg kinh BK nén BCK =90°.

Tir d6 suy ra ba diém I, K, C thing hang va IK L BC tai C.
Ma C thudc dudmg tron (B ; BC).nén IK 1a ti€p tuyén ctia dutmg tron (B ; BC).
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Vi du 4*. Cho tam gidc ABC cén tai A va duémg tron (O) c6 tim O ndm trén canh
diy BC ; (O) tiép xiic v6i cdc canh AB, AC. Goi P, Q 1a hai diém l4n lugt nim
trén cic canh AB va AC. Chimg minh ring PQ ti€p xiic v6i dudmg tron (0)

2
khi va chi khi BP.CQ = BCT

Giai
Phdn thudn : Giai sit PQ ti€p xic (O) tai H.
BCZ
Ta s& chimg minh BP.CQ = N
Ki hiéu céc ti€p diém, cdc géc nhu hinh 131,

Ta c6 : 65 =6;.6; =5; (tinh chat hai ti€p

tuyén cit nhau) va 6; =6,; (vi cing phu v6i B
hai géc bing nhau).

Suyraf)-[+5£+6;=f)-;+6;+6;=180°:2=90°.
Xét tam gic OPI vuong tai I nén OPI =90° -0 ; Hii3
tam gidc COQ c¢6 Cjoiﬁ=6;+f);=90°—6;.
Mhﬁ;:ﬁ; néna—ﬁ=&a@ hay E)F1B=C.__TQ
BP BO

Do dé ABPO e» AC q —
6 w OQ(sg)zm )

2
hay BP.CQ = BO.CO = E.E =£
2. 2 4
Phdn ddo : Cho P, Q tuong img thudc hai canh AB, AC théa mén
- 2
BP.CQ = BCT.

Ta phai chimg minh PQ tiép xiic véi (O).
Gia sir PQ khong tiép xiic vai (O) thi ta dung duge P'Q’ song song véi PQ va
BCI

1i€p xiic vdi (O). Theo phin thuantacé : BP'.CQ'= S

217



Ta xét hai kha ning sau :
. o
TH I : PQcét (0): BP < BP va CQ < CQ'suyra BP.CQ < e

2
TH 2 : PQ khong ct (O) : BP > BP va CQ > CQ' suy ra BP.CQ > o=

2
Do d6 BP.CQ # -Bf— (mau thuin véi dé bai) = diéu gia sir 1a sai.

2
Vay PQ ti€p xiic véi (0) khi va chi khi BP.CQ =BCT.

Dang 3. MOT SO BAI TOAN LIEN QUAN DEN CUC TRI HINH HOC

Phuong phap giai

Ap dung bat ding thiic trung binh cong, trung binh nhan (bat ding thirc
Co-si): -

Vi moi a, b khong 4m, ta c6 : %b >+ab (d&u“=" xay rakhia=b).

2
Hoidc: abs (%) (ddu “=" xay rakhia=b).

Vi du 1. Cho dudng tron (O ; R) va g6c vudng Oxy. Tia Ox cét (O) tai A, tia Oy
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cit (O) tai B. Lay diém M trén cung nho AB, vé tiép tuyén tai M véi (0). Tiép
tuy€n nay cit Ox, Oy ldn luot tai H va K. Xdc dinh vi trf cha M dé do dai
doan HK nho nhat.

Giai
Ta c6 HK 1a ti€p tuyén cna (O) tai M (h.132),
nén HK L OM tai M. Ap dung hé thiic a'b' = h?
vio tam gidc vuong HOK, ta c6 : HMMK = R?.
Ap dung bat ding thitc Co-si, ta ¢ :

HK = HM + MK > 2JHM MK =2VR2 =2R. Hinh 132

Déu =" xay ra khi : HM = MK <> OM vira la dudng cao vira 1a dudmg trung
tuy€n cua tam gidc OHK <> OM la dudng phén gidc cla goc xOy.



Vay néu M trén cung nho AB sao cho OM la dudng phin gidc cia géc AOB
thi HK dat gid tri nh6 nhat bang 2R.

Vi du 2. Cho nira dudmg tron (O ; R), dudng kinh MN. V& tiép tuyén Nx tai N cla
(0). Goi K 1a mot diém tiy ¥ trén tia Nx, n&i MK cét (O) tai I. Tim gid tri nhd

nhdt cia (2MI + MK).
Giai
Vi Nx la tia ti€p tuyén cia (O) nén Nx L MN tai N = MNK =90° (h.133).
Vi I thudc dudmg tron duémg kinh MN nén MIN =90° hay NI L MK tai .
Ap dung he thic b'.a = b® vio tam gidc vuong MNK, ta c6 : X
MILMK = MN? = (2R)* =4R?.
Ap dung bét ding thic Co-si, ta c6 :

2MI + MK 2 2J2ZMIMK =2vV2.4R? =4/2R.

Diu “="xdyra < 2MI=MK < Ml =1IK M [§) N
<> NK=2R. Hinh 133

Vay gid tri nhd nhét ciia (2M1 + MK) bing 442R khi NK = 2R.

Vi du 3. Cho dudmg tron c6 dinh tdm O, bdn kinh R = lem, Tam gidc ABC thay
déi nhung ludn ngoai tiép (O ; lem). Mot dudmg thing di qua tim O cit
cdc doan AB, AC ldn luot tai M, N, Tim gid tri nho nhat cia dién tich tam

gidc AMN. ’
Gidi
Gia sir (O) tiép xic véi AB, AC ldn luot tai D va E (h.134),
= OD L AB, OE L AN va OD = OE = Icm
(tinh chat tiép tuyén).

=SOAM = %OD;‘\M = %J‘\M 5

1 |
S =—0E.AN =—AN
AON =3 2

1
:SﬂMN :SOAM +SA0N =E{AM+ AN)

Hinh 134
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V& MH L AC tai H = MH = MA (tinh chét dudmg xién va duémg vuodng géc)
VA S = % MH.AN,

Ap dung bat ding thitc Co-si, ta c6 :

" @ > JAM.AN 2 VMHAN = /25,y

L= SiMN EZSAMN QSAMN 22 (vi SAMN >0}

AM = AN {dJ.OA tai O

Déu “=" xdy ra < ey -
AM=MH |BAC=90°

Viay gid tri nhd nhdt cia dién tich tam gidgc AMN la 2t:m2 dat dugc khi
BAC =90° vad L OA tai O (hay MN L OA tai O).
Chit y : Ngudi ta con sir dung mot s6 bat ding thic dai s6 khdc dé giai bai
todn cuc tri hinh hoc, vi du nhur :
1. (ax+by)2 S(az+b2)(x2 +y2).
2 b _(a+b)?

2. a—~+——-a
y

(v x, y>0).

+lzl:l+l+lz
Yy X+Y X ¥y Z X+y+z

3

X
1 ;
; (véix,y, z>0).

Dang 4. CHUNG MINH MOT SO TINH CHAT VA HE THUC HINH HOC
Phuong phap giai

¢ Chimg minh hai dudmg thing vuéng géc nhis tinh chat cla ti€p tuyén.

¢ Chimg minh hai doan thing bing nhau, hai géc bing nhau nho tinh chat
hai tiép tuyén cét nhau.

e Ap dung dinh I Py-ta-go, hé thifc lugng trong tam gidc vuong dé chimg
minh déng thic vé doan thing, dién tich,...

Vi du 1. Cho dudmg tron (O ; R) vi mot diém A ndm ngoai (0). Tir A ké céc tiép
tuyén AB, AC véi (0). V& dudmg kinh CD. Chimg minh rang :

a) OA L BC; b) BD // OA.
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Gidi
a) (h.135) Ta c6 AB, AC latiép tuyén cua (O) nén: AB=AC. (1)

B, Cthudc (O)nén: OB=0C=R (2)
Tir (1) va (2) suy ra A va O cdch déu hai diu
doan thing BC nén AO I dudng trung truc ciia e——D
doan BC. Suy ra OA 1 BC. v

b) Goi I la giao diém ciia OA va BC, viOA la A
trung truc cia BC nén I la trung diém cha BC.

Do dé OI la dudbng trung binh cia tam gidc £
BCD. Suy ra BD // OI hay OA // BD. e
(Cé thé chimg minh bing céch chi ra BD, OA
cling vudng goc véi BC),

—

Hinh 135

Vi du 2. Cho tam gidc ABC vuong tai A. Pubng tron ndi tiép tam gidc ABC ti€p
xtic vdi canh BC tai D. Chimg minh rang : Syapc = BD.DC
Giai

Dt BC = a, AC = b, AB = c. Goi I la tam dudng tron noi tiép tam gidgc ABC
(I la giao diém ciia ba dudng phan gidc trong cia tam giic ABC). Goi E, F la
cdc diém tiép xiic cua (I) véi AC, AB (h.136). Theo tinh chat hai tiép tuyén cat
nhau, ta c6 : BD = BF, CD = CE, AE = AF.

Mat khdc, ta lai c6 :

BD + BF = AB + BC - (AF + CD)
< 2BD=BA + BC - (AE + CE)
<2BD=c+a-b

a+c—b=a—{b—c)

< BD=
2 2
Tuong t, ta cé : DC:#. Hinh 136
Do dé BDDC_&—(I:—C] a+{b—c}_a2—(b—c]2
T 28 4
[@% —=(b% +c?)]+2bc  2bc be 5 2 2
= =—=— (via"=b"+c")
4 4 2
=SAABC.
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Vi du 3. Tir mot diém A nidm ngoai dudmg trdn (O ; R) vé hai ti€p tuyén AB, AC
véi dudmg trdn (O) (B, C 14 céc tiép diém). Goi H la chan duong vuong goc vé
tir B xuéng dudng kinh CD cua (O). Chimg minh ring IB = IH véi I 1a giao
diém cia AD va BH.

Gidi 5
Goi E la giao diém cua CA va DB (h.137).
Vi AB, AC la cdc ti€p tuyén cia (O) nén ta B
c¢6 AB = AC, suy ra tam gidc ABC can tai A A
= ACB = ABC. I
Vi B thudoc dudng tron dudng kinh CD nén c e D

CBD =90° = CBE =90°.
Do d6 : AEB+BCA = ABE + ABC = 90°.
Ma ACB=ABC nén AEB = ABE Hinh 137
=> tam gidc ABE cantai A
= AE=AB—= AB=AC= AE.
Vi AC la ti€p tuyén cua (O) nén AC L CD
=» AC // BH (vi cing vudng goc véi CD).

Kkt v gic ACD 6 TH [T AC oda = wm., )
AC DA
Kokt O e AT O T8 AT s, @)
AE DA
H IB
T (1) va @2 Al o B TS AT AR
(1) va(2)suyra AC AE: (vi )

Vi du 4. Cho tam gidc ABC c6 AB > AC, A >90° ; trung tuyén AM. Cic dudng
tron nodi tiép tam gidc ABM va tam gidc ACM tiép xic vdi AM ldn luot tai E
vi F. Chitng minh ring :
o ME=MA+MB-AB by Bt DB

2 2
Giai

a) Goi G, H la tiép diém cia BM, BA véi (0;) (dudmg tron noi ti€p tam gidc
ABM) (h.138).
Vi MG, ME 12 hai ti€p tuyén ciia (O, ) nén MG = ME.
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l.

Tuong tu, ta cé AH = AE va BH = BG.
Taco: ME=MA-AE=MA-AH ;
ME = MG = MB-BG =MB-BH

= 2ME = ME + MG

= MA + MB - (AH + BH)

=MA + MB- AB
:ME:W_ il

b) Tuong ty cau a), ta c6 : MF:M‘ZEﬂ

s B R i MA+I\.;C—AC_MA+I\;B—AB= AB;AC.

C. BAI TAP TU LUYEN

Cho géc vudng xOy va dudmg tron tam I tiép xidc vdi hai canh cua géc xOy
twong ung tai M va N, Biét Ol = a, tinh OM.

Cho tam gidc ABC c6 BC=a, CA=b, AB=c va %:%:E. Pudng trdn noi
tiép tam gidc ABC tiép xiic vdi cdc canh BC, CA va AB lin luot tai D, E, F.
Chimg minh ring tam gidc c6 ba canh do dai 1a AE, BF va CD la tam gidc
vuong.

Cho hé truc toa d6 xOy, diém A(-1 ; 2). V& duomg tron tdm A, ban kinh
T =J§, dudmg tron nay cét truc tung tai diém N (N # 0). Lay diém M(x ; 0)
trén truc hoanh. Xic dinh x dé MN la tiép tuyén clia (A ; r).

Cho nira dudng tron (O), dudmg kinh AB. Tir mét diém M trén nira dudng tron
ta v& tiép tuy€n xy vdi nira dudng tron. Goi H va K ldn lugt 1a hinh chiéu cla
A va B trén xy. Chimg minh ring :

a) M la trung diém cta HK ;

b) DBudmg tron dudng kinh HK tiép xiic véi AB.

Cho dudmg tron (O ; R). Tir mot diém A cdch O mot khodng 2R ta vé hai tiép
tuyén AB, AC (B, C 1a tiép diém). Chimg minh ring ABC la tam gidc déu.
Cho tam gidc ABC vuong tai A (AB < AC), dudmg cao AH. Goi D la diém déi
ximg cia B qua H. V& DE // AB (E thuoc AC). Chimg minh ring :
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10.
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a) Tam gidic HAE cantai H ;

b) HE 14 tiép tuyén cia dutng tron ngoai ti€p tam gidc CDE.

Cho dudmg tron (O ; R) va dudmg thing xy khong giao nhau. Trén xy 14y diém M.
Tir M vé cic tiép tuyén MA, MB vdi duong tron (O ; R) (A, B la céc tiép
diém). V& OH L xy (H € xy). Day AB cit OH 1tai E, cit OM tai F. Chimg
minh ring :

a) OE.OH = OF.OM ;

b) OE.OH =R?, tir d6 suy ra day AB luon di qua mot diém c6 dinh la diém E.

Cho (O ; R) va diém A c6 dinh nim ngoai dudmg tron. Qua A vé dudng thing
d cit (O ; R) tai B, C (AB < AC), vé tiép tuyén AM véi (O ; R) (v6i M la tiép
diém). Chimg minh ring : AB + AC 2 2AM.

Cho ufr gidc ABCD ngoai ti€p dudmg tron (O) (bon canh AB, BC, CD va DA
déu ti€p xidc v6i (0)). Chimg minh ring : AB + CD = AD + BC.

Cho hinh thang can ABCD (AB // CD) ngoai ti€p dudmg tron (O ; R). Tim gid
tri nho nhit cua téng AB + CD theo R.

HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Ta c6 Ox la ti€p tuyén cia (I) nénM =90° ; Oy la

tiép tuyén coa (I) nén N=90° vaIM = IN = r
(h.139). Do d6 uf gidc OMIN la hinh vuéng, suy ra :
avy2

OM=MI=—
2

Viy oM =a—22—.

Goi p la nira chu vi tam gide ABC. Vi (I) tiép
xiic vdi BC, CA, ABtai D, E, F nén AE = AF,
CE = CD va BF = BD (tinh chat hai tiép
tuyén cat nhau) (h.140).

= AE+BF+CD=p= AE=p-a.

Tuwong tu,tacé: BF=p-b; CD=p-c.

Hinh 140

Dat k=%=—§—=—;-:>p= 12k,a = 7k,b = 8k,c =9k (k >0).



Suy ra : AE = 5k, BF =4k, CD = 3k.
Ap dung dinh If Py-ta-go dao suy ra diéu phai chimg minh.
3. Tacé (A ;+/5)cit Oy tai N(0; 4). Dodé :
AN? =12 =5 ; MN2 =x2+4% ; AM? =(x+1)% +22.
MN la tiép tuyén cia (A) khi : MN L AN
< AM? =MN? + AN? <> x =8.
4. (h.141) a) Vi xy la tiép tuyén nén OM L xy.

Suy ra AH // BK // OM. Ma OA = OB nén
MH = MK.

b) Ve MD L AB, D € AB, ta c6
MAH=AMO (so le trong), ma
AMO =MAO nén MAH =MAO.

AMAH = AMAD nén MH = MD = MK. Hinh 141
Do dé dutmg tron duong kinh HK di qua D.

Tacé AB L MD tai D nén AB la tiép tuyén cua duong tron dudmg kinh HK.

5. Vi AB, AC Ia hai tiép tuyén nén AB=ACva A, = A, (h.142). Tac6 OB L AB.
Xét tam gidic AOB vubng tai B cé
OB= %OA nén K,‘ =30°, suy ra

BAC =60°.

Tam gidc ABC cén tai A, lai ¢ A =60°
nén la tam gidc déu.

6. a) Vé HN // AB (hinh 143).
Xét hinh thang ABDE, ta chimg minh dwoc
NA = NE va HN L AE. Suy ta tam giic
HAE can tai H.
b) Goi M la trung diém cia CD. Vi tam

gidc CDE vuong tai E nén M la tam dudng
tron ngoai ti€p tam gidc CDE.

Tacé E, =C va E; =A, neén Hinh 143
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E,+E, =C+A, =90° = HEM =90°.
Do d6 HE la tiép tuyén cia dudng tron ngoai 1iép tam gidc CDE.

7. ) (h.144) Ta c6 MA = MB vd M, =M, suy ra MO L AB.

Tam giac FOE dong dang wii tam gidc HOM

»OE_OF  oEoH-OFOM. (1)
OM OH

b) Ta c6 OA L MA (tinh chit tiép tuyén).

Xét tam gidc AOM vuong tai A taco
= =0F.OM. (2)

Tir (1) va (2) suy ra : OE.OH = 0AZ =R,
Rg Hinh 144
= OE = — (khong ddi).
OH

Diém E nam trén tia OH ¢6 dinh, ma OE khong ddi nén E la diém c6 dinh.

8. (h.145) Ké OH 1L BC tai H = HB=HC
= AB+AC=2AH.

Ta s& chimg minh AH 2 AM.

Ap dung dinh Ii Py-ta-go vio tam gidc vuong
AOH va tam gidc vuoéng AOM, taco :

OAZ =0HZ+AH2: OAE =0M2+AM2. Hinh 145
Vi dudmg thing d ¢6 diém chung véi dudmg tron (O) nén
OH <R = OM = OH? < OM? ma OH? + AH? = OM? + AM?

nén AH® = AM? hay AH> AM = AB+AC > 2AM.
Diu *="xayra <> OH=R < d ti€p xiic vdi (0).

9. Vit gidgc ABCD ngoai tiép dudng tron (O) nén
AB, BC, CD va DA tiép xiic vai (O). Goi cdc tiép
diém ldn luot 1a M, N, P, Q (h.146).

Vi AM, AQ 12 tiép tuyén ciia (O) nén AM = AQ.
Tuong tu ta c6 : BM = BN, CN = CP, DP = DQ.

Hinh 146
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Suyra: AB+CD=AM + MB + CP + DP
=AQ + BN+ CN +DQ
= (AQ + DQ) + (BN + NC)
= AD + BC (dpcm).

10. (h.147) Dé thdy O, =0, ; 03 =0, = 0, +0; =90°.

Ap dung hé thiic h® =b'.c’ vao tam gidc vuong AOD, tacd :

AB CD

OF? = AFFD = AEDK = e

— AB.CD =40F? =4R? (vi AF=AE =%AB,

DF:DK:%—DC va OF =R).

Ap dung bat ding thitc Co-si, ta c6 :

AB+CD = 2/AB.CD =2v4R? = 4R
Dau “=" xay ra khi va chi khi AB = CD (= 2R).
Vay AB + CD nhé nhat bing 4R khi ABCD I hinh vuong.

Hinh 147

§7. §8. VI TRi TUONG DOI CUA HAI DUONG TRON

A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Ba vj tri tuong déi ctia hai duding tron (O ; R)va (0';r) (R2r)

Vi tri tuong ddi cia | So diém Hink vé Lién hé giita 00’
hai duong tron chung vii Rvar

Hai dudmg tron cét » I

nhau
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Hai dudmg tron tiép

xlc nhau : 00 =R +r
» Tiép xiic ngoai

» Tiép xiic trong .

A
A 00'=R-r>0
Hai dudmg tron
khong giao nhau : e 00 >R +r1
® (O) va (O) & ngoai
nhau.
0 . OO0 <R-r

¢ (O) dung (O").

00'=0va
R#r
2. Tinh chét cia dudng ndi tam

Cho hai duimg tron (O) va (O) ¢6 tam khong tring nhau, Putmg thang Q0" goi la
dudmg ndi tam, doan thing OO’ goi 1 doan néi tam.

Binh li. Dudmg ndi tam la truc d6i ximg cia hinh tao bai hai dudmg tron.

Néu hai duong tron cit nhau thi hai giao diém d6i ximg vdi nhau qua dudng
ndi thm OO'. Tirc 14, dudng ndi tam la dudmg trung truc cia day chung.

Néu hai dudmg tron tiép xiic véi nhau thi ti€p diém ndm trén dudmg ndi tam.
3. Tiép tuyén chung cda hai duéng tron

¢ Tiép tuyén chung cia hai dudng tron 1a dudng thing ti€p xic véi ca hai
dudng tron dé.
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Hinh 148
¢ Tiép tuy&n chung trong 12 tiép tuyén cit doan ndi tam.
» Tiép tuy&n chung ngoai la ti€p tuyén khong cit doan néi tam.
¢ Hai dudng tron dung nhau khong cé tiép tuyén chung.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

Dang 1. XAC DINH VI TRI TUONG BOI CUA HAI DUONG TRON

Phuong phap giai

e Xic dinh hai dudng tron cdn xét, sau dé xdc dinh do I6n cic bén kinh
va do dai doan néi tam.

o Xidc dinh hé thirc lién hé gita do 16n cdc ban kinh va do dai doan ndi
tam. Tir d6 két luan vi tri twong doi cia hai dudng tron.

Vi du 1. Cho dudng tron tam O, ban kinh R. L4y diém A tdy ¥ trén (0). VE dudomg
tron dudmg kinh OA. Xdc dinh vi tri twong d6i cia hai dudng tron.
Giai
Goi O' la tAm dudng tron dudmg kinh OA
(h.149). Ta ¢6 O' la trung diém cua OA va

ban kinh dudng tron (0') 1 R‘=%=%. -
= A
D0 dai doan ndi tam : d=00‘=0—;=%. v

Tacd R- R'=E:d nén (O) va (O') tuép
2 Hinh 149
Xiic trong tai A.
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Vi du 2. Trong mat phing toa d6 xOy cho hai diém A(-1: 1) va B(3 ; 0). V& cic

dudng tron (A ;1) va (B r'). Khir = 3 var' = 1, hdly xédc dinh vi tri tuong d6i
cua hai dudng tron.

Gidi
D6 dai doan n6i tam (h.150) : ¥
d=AB=y(3+1)2 +12 = 17. (1)
Téng hai ban kinh : A Ao
r+r=3+1=4, (2) 1 0 2\1_;/ x
Tir (1) va (2) ta thdy V17 >4 nén hai k,/
dudmg tron khong giao nhau ; hai dutng Hinh 150

tron (A) va (B) ndm ngoai nhau.

Vi du 3. Cho AABC (B,C # 90°), dudmg cao AH. Tir H ké HK vuong géc véi AB
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tai K, HI vuong géc v6i AC tai I. Xédc dinh vi tri twong ddi cia dudng tron
ngoai tiép ABHK va duong tron ngoai tiép ACHIL.

& P8

Giai
Truong hop 1 : Xét AABC c6 B<90° va
C <90°. Goi 0,, O, ldn luot 12 trung diém
ctia BH va CH (h.151).
Vi ABKH vuéng tai K, O, 1a trung diém
ctia canh huyén BH nén

KO] =O,B=01H =%BH=R|

= (0, : R}) 1a dudng tron ngoai ti€p ABKH. Hinh 151
Tuong tu, ta c6 (O, ; R;) la dudng tron ngoai tiép AHIC,
Tacé Ry +R, =0;H+0,H=0,0, nén (O, R))

ti€p xic ngoai tai H véi (O, ; R,).

Truong hop 2 : Xét AABC cé B=90° (h.152)

(hoac E >90°) (Céc hinh vé khéc ta chimg minh
tuong tu). Lap ludn tuong tu nhu truomg hop 1 ta
ch:

nén (O, :R;) va (02.; R,) tiép xiic trong tai H. Hinh 152



Chii y : Khi B=90°thi H tring v&i B nén ba diém H, K, B tring nhau. Do d6
- duong tron (O, ; R,) suy bién thinh diém B.

Dang 2. CHUNG MINH CAC TINH CHAT VA HE THUC HINH HOC
Phuong phap giai

e Xic dinh vi tri tuong d6i cua hai dudng tron.

¢ Dua vao cdc tinh cht di biét dé suy ra cdc tinh chét vi hé thic hinh
hoc cdn chitng minh.

Vi du 1. Cho hai dudng tron (O ; R) va (O'; R") ti€p xiic ngoai tai A. K¢ ti€p tuyén
chung ngoai BC, B € (0), C € (O'). Tiép tuyén chung trong tai A cit tiép
tuyén chung ngoai BC tai I. Chimg minh ring :

a) OI0'=90° ; b) BC=2JRR".

Giai
a) Ta c6 IB, IA 1a hai ti€p tuyén cia (O)
nén Iy =I2 ; IC, IA 12 hai tiép tuyén cia
(O') nén I3 =14 (h.153). Suyra:
010 =12 +13 =180°:2=90°.

b) Ta c6 IB, 1A Ia hai tiép tuyén cua (O)
nén IB = 1A va IA LOA ; IC, 1A 12 hai

ti€p tuyén cha (O') nén IC = TA va Hinh 153
JALO'A.Suyra:IA=IB=IC.

Ba diém O, A, O' thing hang va IA 1 00". Ap dung hé thic : h> = b'.c’ vio
tam gidc vuong OI0", tacé : IA> =OA.0'A=I1A=VRR".
Mat khéc : BC = IB + IC = 2IA nén BC=2JRR".

Vi du 2. Cho hai duimg tron (O) va (Q') cat nhau tai A va B, trong d6 O' ndm trén
dudng tron (0). Ké dudng kinh O'C cia dudng tron (O).

a) Chitng minh ring CA, CB la hai tiép tuyén cia (O").

b) Pudng vuong goc véi AO' tai O’ cat CB tai 1. Puong vuong géc vdi AC tai
C cit dudmg thang O'B & K. Chitng minh ring ba diém O, I, K thing hang.
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Giai
a) Tam gidc CAO' cé dudng trung tuyén AO ing
vgi canh CO' bang nira canh CO' nén
CAO'=90°(h.154). Ma A € (O'") nén CA la tiép
tuyén cia (O') tai A.
Tuong tu, ta c6 CB 14 ti€p tuyén cua (0').
b) Theo tinh chat hai ti€p tuyén cit nhau thi :

C;=Cs. (1)
Tacéd CA J/10' (ciing vudng gbéc vai O'A) nén :
C;=07. (2) .
Tu(1)va(2)suyra: C2=0.Dodé: m::m
IC=10. 3)

Theo tinh chdt hai ti€p tuyén cit nhau thi 6"2 =CO'B. Mat khic CK // AO'

(ciing vuong goc véi AC) nén 6’3 =€)"ET< .Suyra CO'B=0'CK.Dodé:
KC=KO. 4)

Ma: OC =00 (vi O, C cung thuoc (0)). (5)

Tir (3), (4, (5) suy ra O, I, K ciing thudc dudmg trung truc ctia CO'.

Viy ba diém I, O, K thing hang.

Vi du 3. Cho hai dudmg tron (O, : R)) va (O, ; R,) (véi R # Ry) ti€p xiic ngoai tai A.
Ké cic ti€p tuyén chung ngoai BC va DE (véi B, D thudc (Oy) ; C, E thudc
(0,)). Chimg minh ring : BC + DE = BD + CE.

Giai
Vé ti€p tuyén chung tai A ldn lugt cét
BC, DE tai M va N (h.153). Vi MA, MB
1a ti€p tuyén cua (O) nén MA = MB.
Vi MA, MC la ti€p tuyén cua (O,) nén
MA=MC= MA =MB=MC.
Chitng minh tuong tr, ta co :
NA =ND=NE.
= BC+DE=2MN. (1)
Goi giao diém cta BC va DE la K, khi d6 K thudc dudng thing 0,0,
= KB = KD (tinh chit hai tiép tuyén cit nhau).

Hinh 155
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Ma O,B=0,D =R, nén KO, la trung truc cia doan BD = 0,0, LBD.
Chimg minh twong tu ta dugc 0,0, L CE

= tif gide BCED la hinh thang (vi BD // CE).
Vi M, N ldn luot 1a trung diém cia BC va DE nén 2MN = BD + CE (2) (tinh
chit duong trung binh).
Tir (1) va (2) suy ra : BC + DE = BD + CE.

Vi du 4. Cho hai dudng tron (O,), (O,) ngoai nhau. V& cdc ti€p tuyén chung ngoai
AB va CD (véi A, D thuoe (O,) ; B, C thudc (0,)). N6i AC cit (O,) tai M ; cit
(0,) tai N (M # A, N # C). Chiing minh ring : AM = NC.

Gidi
Vé dudng trung truc d cua
doan AB, d cit 0,0, 1ai I
(h.156). Khi d6 IA = IB.
Ta c6 B va C ddi ximg nhau
qua 0,0, = IB =1IC =
IA=1IC.
Ké IH L AC tai H ta cé
HA = HC (vi AIAC can tai I). Hinh 156
Ke 04K L ACtai K, O,G L AC1ai G = O,K //IH // O,G.
Xét hinh thang ABO,0, (vi OA // O,B do cling vudng goc vdi AB) ta ¢é
d // AO, // BO, va d di qua trung diém ctia AB nén d di qua trung diém cta
0,0, hay I 1a trung diém ctia 0,0,.
Xét hinh thang 0,KO,G ¢6 IH // O|K // O,G va I 1a trung diém ctia 0,0, nén
H la trung diém cla KG = HK = HG = HA - HK = HC - HG hay AK = GC
= 2AK =2GC = AM =CN.
Chii ¥ : Trong vi du 4 & trén ta di sit dung tinh chdt dudng thang song song

vGi hai ddy cua hinh thang va di qua trung diém ctia mot dudng chéo
thi di qua trung diém cua dudng chéo con lai.

Dang 3. TINH PO DAl DOAN THANG
Phuong phap giai

¢ Van dung tinh chat tiép tuyén, ti€p tuyén chung, hai ti€p uyén cit nhau
vi tinh chat doan ndi tam.

e Ap dung dinh 1i Py-ta-go, hé thifc luong trong tam gidc vuong va ti s6
lwgng gidc cua gée nhon.

233



¥i du 1. Trong hinh 157 cho hai dutmg tron déng D
tdm O. Cho biét BC la duong kinh cia duong
tron 16n va c¢6 do dai bang 8. Day CD la tiép
tuyén cia dudmg tron nho va BCD=30°. Hiy B 8} C
tinh bin kinh cia duéng tron nho. U

Giai
Ta c6 BC = 8 nén ban kinh dudng tron 16n la
OC =4. Vi CD la tiép tuyén cua dudng tron nho, Hinh 157

nén CD L OM.

Do d6 OM = OC.sin30° = 4.% =2,

Vi du 2. Cho hai dudng tron (O ; R) va (O' ; R) ciit nhau tai M va N. Biét
00’ = 24cm, MN = 10cm. Tinh R.

. Ta

Giai
Goi giao diém clia OO’ va MN 1a I (h.158). d\
Vi OM = ON = OM = ON = R nén tf i
gidc OMO'N 1 hinh thoi = OO’ L MN tai "
, N

diém I la trung diém cia mdi doan OO
va MN.

Do d6: IM‘%MN=5CIH. 10=%00'=12cm. it 130

Ap dung dinh Ii Py-ta-go vao AMIO, ta c6 :

R=0M=vyIM2+10% =v5%+122 =13(cm).
Vay R = 13cm.

Vi du 3. Cho hai dudmg tron (O ; R) va (O ; R') tiép xiic ngoai tai A. Ké tiép myén
chung ngoai MN vé&i M thuoe (O), N thude (O'). Biét R = 9cm, R' = 4cm.
Tinh d6 dai doan MN,
Giai
Tac6:00'=0A+0A=9+4=13(cm).
Ké OH L OM tai H (h.159)
= tif gidc O'NMH 14 hinh chir nhit
=MH=0N=4(cm); MN=0OH
= 0OH=0M-MH=9-4=5 (cm).

Ap dung dinh 1i Py-ta-go viao AOO'H, ta c6 :

Hinh 159
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MN = 0'H=y002-0H? =132 —5? =12 (cm).
Viy MN = 12cm.

Vi du 4. Cho hai dudng tron (O ; 3cm) va
(O' ; 4cm) cét nhau tai A va B. Qua A
ké mot cat tuyén céit (O) tai M (M = A),
cit (0) tai N (N # A). Néu 00’ = 5cm,
hiy tinh gid tri 16n nhat cia MN.

Gidi

Ké OH L AMtai H, O'K L AN tai K vi Hinh 160
OI L O'K 1ai I (h.160).

=> HM = HA, KA = KN va uf gidc HOIK 1a hinh chir nhat

= MN = 2HK va HK = Ol
Ta c6 : Ol £ 00’ (dudng vudng goc va dudng xién)

= MN =2HK =201 £ 200" = 10 (cm).
Diu“="xdyra<>0l=00'<1=0"'<d // 00"

Viy gid tri 16n nhat cia MN bing 10cm khi cét tuyén d song song véi O0'.

Dang 4. DUNG HINH
Phuong phap giai

¢ Sirdung cdc tinh chat, dinh Ii vé tiép tuyén chung, diéu kién tiép xiic, ... .

Vi du 1. Cho hai dudng tron (O : R) va (O'; 2R) c6 OO' = d > 3R. Dung tiép

tuyén chung ngoai cua hai dudmg tron do.

Gidi

* Phdn tich : Danh cho ban doc.
* Cdch dung : (h.161)

— Dung diém A trén dudng
thing OO' sao cho O 1a A
trung diém cia AQ'".

— Dumg dudmg ron dudmg
kinh AO, dubng tron nay
cat (O)tai M va M'. Hinh 161
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— Noi cdc dudng AM, AM' ta dugc hai ti€p tuyén chung ngoai cua (O ; R) va

(O'; 2R).

* Chimg minh va bién ludn : Danh cho ban doc.

Chiiy:

~ Do A/ B dibo chia ngoAT cha 00" Wil 56 = (i G A—c’,) .
22 2R O'N AO

— Ta ¢6 thé dung duoc hai tiép tuyén chung trong ctia (O ; R) va (O ; 2R) bing

cich vE tiép tuyén qua B 1a diém chia trong ciia OO’ véi ti s6 )

(_'AL.JEJ
22 2R BO')’

Vi du 2. Cho truéc dudng trdn (O ; R), mot diém A thude (O) vi mot dudng thing
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d khong c6 diém chung vé6i (O). Hay dung dudng tron (I) tiép xidc véi (O) tai
A va tiép xiic v6i dudng thing d.
Giai
Goi d' 1a tiép tuyén tai A cia (O ; R) (h.162).
Truong hop 1: Néu d' // d.
- Kéo dai OA cit d tai B.
~ Dung dudmg tron dudmg kinh AB thi d6
Ia dudmg tron cin dung.
Truong hop 2 : Néu d' khong song song véi d
(h.163, h.164).
— Dumg B la giao diém ciad' vad.
— Dumng Bx la tia phén gidc cua géc tao boi hai
dutmg théng d va d' (cé 2 tia Bx).
- Dung I 12 giao diém clia Bx va dudng thing
OA.
— Dung dudng tron (I ; IA) d6 1a dudng tron
cdn dung.
* Phin phan tich, chimg minh va bién luan
danh cho ban doc.
Chii y : + Truong hop 1 ¢6 mot nghiém hinh
(1i€p xic ngoai).
+ Truémg hop 2 c6 hai nghiém (tiép
xiic trong vi tiép xic ngoai).
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C. BAI TAP TU LUYEN

Cho I la trung diém cua doan thing AB. Xdc dinh vi tri tong déi cua hai
dudmg tron (15 IA) va (B ; BA).

Cho hai dudmg tron (O ; 8cm) va (O' ; 3cm). Ké tiép tuyén chung ngoai AB
(véi A thudc (O) ; B thude (O"). Tinh d6 dai doan AB néu OO’ = 13cm.

Cho ba diém A, B, C thing hing theo thit tu d6 va dung cdc dudng tron dudmg
kinh AB, BC. Tir A v& tiép tuyén AD véi dudmg tron duimg kinh BC (D la tiép
diém), ti€p tuyén AD cit dudmg trdn dudng kinh AB tai E (E # A). Chimg
minh ring tia BD 1a tia phan gidc cha géc EBC.

Cho hinh vuong ABCD, ldy diém M bit ki trén dudng chéo BD (M = B ;
M # D). Vé dudng tron (O) qua M va ti€p xiic véi AB tai B, vé dudmg tron
(O') qua M va tiép xic vai AD tai D. Hai dudmg tron (O) va (O') cit nhau tai
diém thit hai N (v6i N = M).

a) Chimg minh ring O'N la ti€p tuyén cia dudmg tron (O) va ON 1a ti€p wyén
cia duémg tron (O"),

b) Khi M di dong trén BD, tim gid tri nho nhdt cia do dai doan OO’ theo canh
hinh vuéng ABCD.

Cho (O ; 4cm), (O'; 2cm) va OO' = 9cm. Dung ti€p tuyén chung trong ciia (0)
va (O').

Cho dudmg thing d. Ldy diém O thudc d, v& hai nira dudmg tron (O ; r) va
(O ; R) (v6i 0 < r <R) trén ciing mot nira mat phing by d. Chimg minh réng :
diéu kién céin va di d€ c6 hai diém A, D thuoc (O ; r) va hai diém B, C thudc
(O ; R) sao cho ABCD la mdt hinh vudng lar<R < r(vE’-r 1.

HUGONG DAN GIAI - PAP SO

Tacé: *) A, I, B thing hing ; ‘
*) BI = BA ~ IA suy ra (I ; IA) tiép xiic "‘
trong véi (B ; BA) tai A (h.165).
+) Ké O'H L OA 1ai H (h.166) Hinh 165

= tir gidc ABO'H li hinh chir nhét

= AB=0H,AH=0B=3.
+) Ap dung dinh If Py-ta-go vao AHOO' ¢6 :
0'H =v002-0H2 =13 —(8-3)? =12.
Vay AB= 12cm.
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K¢ ti€p tuyén chung Bx ; Bx cit DE tai F nhu hinh 167.
+ Vi E thuoc dudmg tron dudmg kinh
AB nén AEB =90°, (1

+ Vi BF la tiép tuyén cua duomg tron
dudng kinh AB tai Bnén BF L ABtai B

hay ABF =90° . (2)
Tir (1) va (2) suy ra FAB = FBE (cling
phu véi AFB ) hay DAB = EBF. Hinh 167

+ Vi FD, FB la hai tiép tuyén cua dutmg tron duomg kinh BC nén FD = FB suy
ra AFDB cén tai F = FDB = FBD.

Do d6 : EBD = EBF + FBD = DAB+FDB.

Ma DBC = FDB+DAB (tinh chédt géc ngoai cia AABD) nén EBD = DBC :
do d6 BD 14 tia phan gidc cita EBC.

a) Vi AB la tiép wyén clia dudng trdn (O) nén tam O cia (O) phai nam trén

dudmg thing vuong géc véi AB tai B. Ma BC L AB tai B (vi ABCD la hinh
vuong) nén O thude BC (h.168).

Vi M thudc (O) nén OB = OM => AOBM cén tai O.

= OMB = OBM = CBD = 45° = AOBM & ot
vuong can tai O, B s / q¢
= BOM =90° hay COM =90°, R o
Tuong ty tacé : CO'M =90°,
Tir d6 suy ra tr gidc OCO'M la hinh chir nhat
= OMO' = 90°. 2 D
Hinh 168

+ Vi AOMO' = AONO' (c.c.c) nén ONO' = OMO' = 90°

=> ON 12 tiép tuyén cua (O') va O'N la ti€p tuyén cua (O).
b) Vi i giac OCO'M la hinh chir nhat nén OO' =cm.

= 00" nho nhét <» CM nho nhat.

< cm L BD i M

<> M la giao diém clia AC va BD.

| a2

Do dé6 : OO'min =EBD=T
cuia hinh vuéng ABCD.

(vi AB=BC =CD = DA =a) khi M la tAm



5. (h.169) + Cic phén : Phan tich, chimg minh va bién luén danh cho ban doc.
+ Dung diém 1 12 diém chia trong ctia doan

00’ véi i s6 %=%,n’mi:‘alnﬁm trong

doan 0O’ va £=£=E hay i
10" R' 1 10'+10
=i @E=E <= 10=6 (cm).
2+1 g 3

+ Dung dudng won dudng kinh 10,
duomg tron nay cit dudng tron (O) tai A
va A,

+ Dung dudng thiang Al va A'l 1a hai ti€p tuyén chung trong céin dung.

6. Ké Ox L dtai O; Ox cat BCtai H, cat AD tai K (h.170).

x
Taco: B _IH ¢
a
OK = rz-—-E-l—z- afrR| 2
4 ) D
VK
2 \
on:,'nz-*— , = d
4 | S

(v6ia= AB=BC=CD=DA). Hinh 170

2 2
Vi OH = OK + KH nén JR*-“T=Jr’--a—+a.

= 2a* - 2R% +r%)a’ +(R2-r*)’ =0

2
@[az—%(R2+r2}] =4R*?-R2-%)2. ™

Do d6, dé t6n tai hinh vuong ABCD thi phai t6n tai a
=> (*) phai ¢6 nghia hay 4R*1? -(Rz __1_2)2 =0
< 4R >R -
= \J‘r&ﬁ".zr:2 asjltlilz—rzj2 = 2Rr=R>-¢ (ViR>r>0)
o 2RP-2Rr &2 2 (R-1"e V2r2R-r
& (1+J2)r=R.
Két hop véi diéukien R >r.tacéd: r<R<(1+2)r.
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ON TAP CHUONG Il
A. TRONG TAM KIEN THUC

1. Céac dinh nghia

1.1.

1.2;

Pudmg tron tam O bdn kinh R (R > 0) 12 hinh gém cdc diém cich déu
diém O mot khoang biang R,

Tiép tuyén cha dudmg tron 1a dudmg thing chi ¢c6 mot diém chung vdi
dudmg tron do.

2. Cac dinh li

2.1

2.2,
2.3

24,

2.3.

2.6.

Dang 1.

Néu mot tam gide ¢6 mot canh la dudmg kinh cia dudmg tron ngoai tiép

thi tam gidc d6 la tam gidc vuong,

Trong cédc day cia mot dudmg tron, day 16n nhat 1a dudng kinh.

Trong mot dudmg tron :

a) Dudmg kinh vuong géc véi mot day thi di qua trung diém cia day dé.

b) Puimg kinh di qua trung diém cia mot day khong di qua tam thi
vudng goe vai day do.

Néu mot dudbmg thing 1a tiép tuyén cha mot dudmg tron thi né vuong goc

v6i bin kinh di qua ti€p diém va nguoc lai.

Neéu hai ti€p tuyén chia mot dudmg tron cit nhau tai mot diém thi :

a) Diém d6 cédch déu hai 1iép diém ;

b) Tia ké tir diém dé di qua 1am la tia phan gidc cua géc tao bai hai tiép
tuyén ;

¢) Tia ké tir tam di qua diém d6 1A tia phan gidc cla géc tao boi hai bin
kinh di qua cdc tiép diém.

Néu hai duomg tron cit nhau thi dudmg ndi tam la dudmg trung tryc cia

day chung.

B. CAC DANG BAI TAP VA PHUONG PHAP GIAI

TINH DO DAI POAN THANG

Phuong phap giai

e Van dung linh hoat cdc tinh chat cha ti€p tuyén, quan hé vudng goc
gilta dudng kinh va ddy cung, tinh chat dudmg néi tdm va day chung
cua hai dudng tron, ... .

* Van dung dinh If Pi-ta-go, hé thitc lugng trong tam gidc vuong, ti s6
lugng gidc cua géc nhon.
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Vi du 1. Trong hinh v& 171, cho biét ba dudmg tron (I), (K), (L) c6 ban kinh bing
nhau va bang 2cm ; (I) tiép xiic véi (K) ; (K) tiép xiic véi (L) va IM, NP la

ti€p tuyén cuia (L). Tinh do dai doan MN,
Giai

Vi IM la tiép tuyén cia dudmng tron (L) nén IM L ML tai M

= ML =90° = smI—M—+—_—

:a-cosl-'q'l—sm -JI—— =

Iﬁ‘“

sinl 1
Dodb6: tgl=——=
8 cosl 315
Mat khéc lgl=E=E4 <L (2)
IP 10 10

(vi NM, NP la tiép tuyén cua (L) nén
MN = NP).

Tir (1) va(2) suy ra : 71— MN = :I’O_
Vay MN:-:N—;E- (cm).

Vi du 2. Cho hai dudmg tron (O, ;

13cm) va (0; 3

Hinh 171

15¢m) cét nhau tai hai diém

phan biét M, N sao cho MN = 24cm. Tinh do dai doan ndi tam O,0,.

Giai
Ta xét hai trudmg hop sau :
Truwong hop 1 : O; va O, ndm khéc phia so
véi day chung MN (h.172). Vi 0,0, l1a dudng

trung true cia MN nén 0,0, L MN tai H va

MH = NH =‘£'MN =12.

Ap dung dinh I{ Py-ta-go vao AO,MH ¢6 :

OH =y/OM2 -MH2 =132 =122 =5,

16, TTKTTodn9/1-A

AN
%

Hinh 172
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Tuong tweé: O,H = 152 -122 =9,
— 0102 = O-iH + OzH =5+9=14 (cm)
Truomg hop 2 : O; va O, ndm cing phia so véi day
chung MN (h.173). Tinh todn tuong tu nhu trén ta ¢o :
"0102 = OEH - OIH
=9-5
=4 (cm).
Vay 0,0, = 14cm hodc 0,0, = 4cm.

Vi du 3. Cho dudmg tron (O ; 6¢cm) va diém M ndm ngoai dudmg tron. VE hai tiép
tuyén MN va MP véi (O) (N, P céc 1a tiép diém). Ldy diém T bét ki trén duomg
tron (0) sao cho T va O nim khéc phia véi NP. VE tiép tuyén tai T cha (O) cat
MN, MP ldn luot tai E va F. Néu MO = 10c¢m, tinh chu vi tam gidc MEF.

Giai
Ta c6 MN la tiép tuyén cta (O) = MN L NO tai N (h.174).
.fkp dung dinh Ii Py-ta-go vao AMNO ¢6 :

MN =vVMO? —ON?

=v10% =6 =8 (cm).

Vi MN, MP la ti€p tuyén cia (O) nén
MN=MP;
EN, ET la tiép wyén cia (O) nén EN = ET;
FT, FP la tiép tuyén cta (O) nén FT = FP.
Do d6 : ME + EF + MF = ME + ET + FT + MF
= ME + EN + FP + MF
= MN + MP
=2MN = 2.8 = 16 (cm).
Viy chu vi AMEF béng 16cm.

Hinh 174

Dang 2. CHUNG MINH HE THUC - TINH CHAT HINH HOC
Phuong phap giai

* Vian dung linh hoat cdc tinh chit, dinh 1i trong chuong II.
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Vi du 1. Tir mot di€ém A ndm ngoai dudng tron (O) ké hai ti€p tuyén AB va AC
v6i (0) (B, C 1a cdc tiép diém). Trén doan OB lay diém N sao cho BN = 20N.
Dudmg trung truc ctia doan thing CN cit OA tai M.

Chimg minh ring : OA = 3AM.

. Fa

Giai
Ta c6 AB, AC la ti€p tuyén cia (O) nén AB=AC
va BAO = CAO hay MAB = MAC
= AMAB = AMAC (c.g.c)
= MB = MC. n %
Vi M thudc dudmg trung truc d cia NC nén
MN = MC, (2)
Tir (1) va (2) = MB = MN = AMBN cin tai M.
Ldy I 14 trung diém cia BN = MI L BN tai 1. Hinh 175

WBN:ZDNnenBI=1N=NO=%BO.

Vi AB la ti€p tuyén cia (O) nén AB L BO tai B.
AM _BI |

Do d6 AB — =— === A0 =3AM.
AB//MI = 050 3::

Vi du 2. Cho dudng tron (I) noi ti€p AABC. Goi D, E, F 14n luot 14 tiép diém cia
(I) v6i BC, CA va AB. Ké DH vuong géc véi EF tai H. Chimg minh ring tia
HD 14 tia phan gidc ctia goc BHC.

Gidi
BD BH
Ta s& chimg minh — =— (h.176).
a sé chimg min BC - HC ( )
Ké BK L EF tai K, CL. L EF tai L.
Vi AE, AF la ti€p tuyén cia (I) nén

AE = AF = AEF= AFE.

Do d6 : BFK = CEL (vi di dinh véi

hai g6c bang nhau) Hink 176
= ABKF <2 ACLE (g-g)
= BE_ B MABF=BD,CD=CEntn =22, (1)
CL CE CL DC

243



Vi BK L EF,DH L EF, CL L EF nén BK // DH // CL
BD KH
—_—=— (2)
DC HL
BD BK KH
Tir(1)va(2 — ==
(1)va( )suyraDC oL HL
Xét ABKH va ACLH cé6 ;
BKH = CLH =90°

KB KH .
—— =—— (chimg minh trén)
LH

CL
= ABKH 2 ACLH (c-g—c)
_, BH_BK _KH -
CH CL LH
Tir (2) vaa (3) suy ra : — = —— => tia HD 1a tia phan gidc cia BHC .

Vi du 3. Trong hinh v& 177, cho biét AB la
ti€p tuyén chung ngodi ; CD la ti€p tuyén
chung trong cua hai dudmg tron (O) va (O').
Chimg minh ring : AC L BD.

Gidi
+ Goi I 12 giao di€ém cla AC va BD.
+ Goi giao diém cua hai dudng thing
AB via CD 1a M (h.178). Vi MA, MC
la tiép tuyén cua (O) nén OM la
dudmg trung truc cua doan AC va

AMO = CMO =-;~AMC

= OM L ACtai H. Hink 178
Tuong tu : O'M L BD tai K va DMO' = BMO':%DMB
= AMK = OMO' = OMC + DMO'
=1 AMC+ 1 DMB= i(AMC+ DMB) = 90°
2 2 2
= Tir gidac HMKI 1a hinh chit nhat
— HIK =90° = AC L BD.
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Vi du 4. Cho dudng tron (O ; R) va dudmg thing d c6 dinh (d va (O) khong ¢6
diém chung). L4y ba diém M, N, P phan biét trén d. Tir M, N, P ldn luot ké
céc tiép tuyén MA, MB, NC, ND, PE va PF dén (O) (véi A, B,C,D.E, Fla
cdc ti€p di€m). Chimg minh ring ba dudmg thing AB, CD va EF déng quy.

Gidi
Ta s& chimg minh AB, CD va EF ciing di qua mot diém c6 dinh. Do vai trd
cia M, N, P nhu nhau nén ta chi cdn chimg minh AB di qua mot diém c¢& dinh
I. Tir d6 suy ra CD va EF ciing di qua I. Ké OH L d tai H = H c8& dinh. Goi I
1a giao diém cla AB véi OH ; K 14 giao diém ciia AB véi OM.

Vi MA, MB la tiép tuyén ctia (O) nén OM L ABtai K
= AIOK <> AOMH (g—g).
= [0.0H = OM.OK.
Mat khéc, trong tam gidc vuong OMA cé :
OK.OM = 0A’ = R?
2 R’
= 0lLOH=R"= 0Ol =— = 1 cd dinh.
OH
Vay AB, CD va EF dong quy tai I véi |

2
thudc doan OH v O =
OH

Hinh 179

Dang 3. CUC TRI HINH HOC
Phuong phap giai

® Vandung : + Quan hé dudng vudng géc va dudng xién ;
+ Quan hé dutng kinh va day cung ;
+ Bat dang thitc tam gidc (quy tac ba diém) ;
+ Bt ding thic dai sd.

Vi du 1. Cho diém A va dudmg tron (O ; R) ¢6 dinh (OA > R). Tim diém M thudc

(O) sao cho :
a) AM lén nhat ; b) AM nho nhat.

Giai
Ké AO cit (O) tai B, C (véi AB < AC) = B, C ¢6 dinh (h.180).
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a) Ap dung bét ding thic tam gidic vao ba diém A, O, M ¢6 :
AM < OA + OM (d4u “=" xdy ra <> O ndm gilta A va M)
< AM<0OA+0C(ViOM=0C=R)
< AM < AC
=>» maxAM = AC khi M triing C.

b) Ap dung bét ding thic tam gidc vio

ba diém A, O, M c6 : 8 9 4
AM = AO - OM (ddu “=" xayrac> M
nam giita A va O)

S AMZAO0-0B(viOM=0B=R) Hinh 180

< AM = AB
=» minAM = AB khi M triing B.
Chuy:Néudatd=0OAtac6:d-R<AM<d+R.

Vi du 2. Cho AABC noi ti€p (O ; R). Goi S la dién tich cia AABC. Chimg minh

2
ring S< V3R :
4
Gidi
V& AH L BCtai H, OK L BC tai K (h.181). A
PatOK =x = BK =yR?-x> 4
= BC=2BK =2VR?-x%. o
X
Ta c6 AH < AK (quan hé dudng vuong géc va B K H c
dudng xién) v
AK < AO + OK (quy tic ba diém)
Hinh 181

= AHZAO+OK=R +x.
Dau "=" xdy ra <> A, O, K thing hang (O nim giifa A va K).

Do d6: Sppc =%AH.BC5-2I-(R +x)2YR2-x? = R+x)VRZ-x2.

Ta s€ tim gid tri 16n nhét cla biéu thic dai s6

S=(R+x)VRZ-x2.
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Tacé: S= J(R+x}2.(R ~x)(R+x)

—JR+xPR-%)

=%J{R+x){R +X)(R+x)(3R -3x)

SL{(R+x}+(R+x)+(R+:lc)+(3ro'.—3x)]2
NG 4
g1 ﬁ_sf 3R?
34
Diu "="xdyra<> R +x=3R - 3x
R
= X=—,
2
3W3R? x=

. Dau "=" xdy ra <> 2
O nim giita A va K

Suyra: Syape <

< AABC déu.
Cha y : Véia, b, c,d khong am, ta c6 :

a) %b >fab (dau =" Xxdyracra=b);

b) a+h:C+d2m (dﬁuu="xéyra¢>a=bzc=d].

Dang 4. TAP HOP DIEM — DIEM NAM TREN MOT BUDNG CO DINH
Phuong phap giai

® Van dung : + Dinh nghia dudng tron, cdc cdch xdc dinh dudng tron ;
+ Pubng thing song song cich déu, ... .

Vi du 1. Cho dutmg tron (O) va day BC c¢6 dinh (BC khong di qua O). Lay diém A
thudc (O) sao cho A va O thudc cing mot phia so véi BC. Ldy M la trung
diém ciia AB, vé MH vu6ng géc véi AC tai H. Chimg minh ring H nim trén
mot dudmg tron ¢ dinh khi A di dong trén (O).
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Gidi
Keé dutmg kinh CD ciia (O) = D ¢6 dinh (h.182).
Ldy N Ia trung diém ctia BD = N ¢6 dinh.
Vi M latrung diém cia AB
N la trung diém cia BD
nén MN la dudng trung binh cia ABAD = NM // DA.
Ma DA 1 AC (vi CD la dudng kinh) nén NM L AC.

Tir d6 suy ra ba diém N, M, H thing hang
(vi MH L AC).

Goi I 1a trung diém ctia NC, vi N, C ¢6 dinh nén I ¢6 dinh va IN = %NC =R

(khong déi).
Xét ANHC vuong tai H va trung tuyén HI img véGi canh huyén NC nén

HI =%NC=R (khong déi) = H e (1 ; R) ¢6 dinh (v6i R =%NC}.

Vay khi A di dong trén (O) thi H chay trén mot dudng tron c6 dinh.

Vi du 2. Cho A, B ndm ngoai dudmg tron (O ; R) c8
dinh (dudmg thing AB khéng c6 diém chung véi
(0)). Lay M bat ki trén (O), goi G la trong tam
AMAB. Ching minh ring G chay trén mot
dudng tron cd dinh khi M di dong trén (O).

5 e

Gidi
Lay I Ia trung diém ctia AB = I c6 dinh (h.183).
Qua G ké GO’ song song véi OM (O' thude 10),
Tac6:GO' //MOnen = =28 _IC
IO OM IM
IG 1 oG 1 10

ViG la trong tam AABM nén —=— nén ——=—=—
M 3 OM 3 10

= D'G:lDM =—1-R
3 3

10*:%10 = O o6 djoh (W 1, O o6 dinh)
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Suy ra G thudc [D';%R].

Vay khi M di dong trén (O ; R) thi G chay trén mot dudng tron c6 dinh.

Chii y : Ta c6 thé thay yéu cdu bai todn béng cu hoi : Tim vi tri cha diém M
dé do dai doan GA Ién nhit (hoic nhd nhat).

Vi du 3. Cho dudng tron (O) va diém A c6 dinh thudc (0). VE tiép tuyén d tai A

2.

cua (0). Ldy M bit ky thuoc d, goi N 1a trung diém cia doan OM. Chimg
minh rang khi M di dong trén d thi N chay trén mot dudng c6 dinh.
Giai

Vi d 1a tiép tuyén cia (O) tai A nén OA L dtai A (h.184).
Goi I 1a trung diém ctia doan OA.
Truemg hop I : M tring A.

Vi M tring A nén N tring 1.
Truomg hop 2 : M khic A.
Xét tam gidc vuong OAM cé trung
tuyén AN img véi canh huyén OM nén

AN=%OM=ON=DA

Hinh 184

ﬁNA:NO(:%MD)

= N thudc dudmg trung truc ciia doan OA (c6 dinh vi O, A ¢6 dinh).
Vay khi M di dong trén d thi N chay trén mot dudmg thing c6 dinh.

C. BAI TAP TV LUYEN

Cho hai dudng tron (O) va (O') cét nhau tai A va B. Qua A v& mot cdt tuyén
ciit dudmg tron (O) va (O") l4n luot tai C va D sao cho AC = AD. Goi M 14
trung diém cia OO'. Chimg minh ring dudmg trdn (M ; MA) tiép xiic véi CD.
Tir mot diém M & ngoai dudng trdn (O) vé hai tiép tuyén MA, MB véi dudng
tron (A, B Ia cic ti€p diém). VE AH L MB, BK L MA (H € MB, K € MA).
Goi C la giao diém ctia AH va BK. Chimg minh ring :

a) Tt gidc AOBC la hinh thoi ;

b) Ba diém M, O, C thing hang.
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3.

Cho hai dudng tron (O) va (O') ti€p xic ngoai tai A. Qua A vE mot dudng
thang cét cac dudmng tron (O) va (O') 14n luot tai B va C. Tir B vé ti€p tuyén Bx
véi (0) va tir C vé tiép tuyén Cy véi (O'). Chiing minh ring Bx // Cy.
Cho hai dudmg tron (O) va (O') ti€p xidc ngoai tai A. VE ti€p tuyén chung
ngoai BC véi B € (0) va C € (O"). Tiép tuyén chung tai A cit BC tai M.

a) Chimg minh ring AABC vubng.

M
b) Chimg minh ring AOMO' vudng. H
Trong hinh 185, tam gidc MNP ¢c6 MP = 5, /
NP = 4, MN = 3. Duong tron (1) la dudng tron 1
c6 bén ?:inh nho nhit di qua N v.h llé’p: xiic \rdh. N—r 5
MP. Goi H va K ldn luot 1a giao diém cua (I) v6i
MN va NP (khdc N). Tinh d6 dai doan HK. Hinh 185

Cho dudmg tron bén kinh r noi ti€p mot tam gidc vuong can va cho dudng tron

ban kinh R ngoai ti€p tam gidc dy. Khi dé6, ti s6 é béng bao nhiéu ?

Cho AABC nhon noi tiép dudmg tron (O ; R). Cic dudng thing AO, BO, CO

14n luot cét BC, CA, ABai A", B, C. Chimg minh ring : OA’ + OB + OC 2%.

Cho diém A nim ngoai dumg tron (O). VE hai tiép tuyén AB, AC (B, C la céc
tiép diém) ; D 1a mot diém tiy ¥ trén cung nho BC. Ti€p tuyén tai D cua
dudmg trdn cét dudng trung truc ciia doan thing AD & E. Goi M, N lan luot 1a
trung diém ctia AB, AC. Goi H la giao diém cia OA va BC.

Ching minh ring : a) AODH = AOAD ;

b) Ba diém M, E, N thing hang.
Tir mot di€ém A ndm ngoai dudng tron (O), ta ké hai tiép tuyén AB, AC véi
dudng tron (O) (B, C la cdc ti€p diém). Goi M 1a mot diém bat ki trén dudng

thing di qua cdc trung diém ciia AB, AC. K¢ tiép tuyén MK véi (O). Chimg
minh ring : MK = MA.

10. Cho hai duong tron (O, ; R;) va (O, ; R,) ti€p xiic ngoai tai A. BC la tiép
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L.

HUGONG DAN GIAI - PAP SO

Ké OH L ACtai H, OK L AD tai K (h.186)
= HA =HC =%CA :

KA=KD=%AD.

Ma AC = AD (gia thiél) nén AH = AK
= MA la duomg trung binh cua hinh thang OHKO'
=>MA LHK =>MA LCD
= CD tiép xiic v6i (M ; MA).

a) Ta cé MA la tiép tuyén cua (O) (h.187)
=0ALMAw@A
=> OA // BC (vi cing vudng goc vdi AM).
Tuong tw ¢6 OB // CA
= OACB la hinh binh hanh.
Ma OA = OB =R nén OACB la hinh thoi.
b) Vi OACB la hinh thoi nén OC L AB.
Vi MA, MB la tiép I:u_ye'n ctia (O) nén OM L AB
= 0, C, M thing hang.

Hinh 186

Tacé: Ay =A> (d6i dinh)
= B =C2
= OB // O'C (h.188).
Vi Bx L OB, Cy L O'Cnén Bx // Cy.

a) Taco MA=MB; MA =MC
= AABC vuong tai A (h.189).

b) Taco: ﬁ[:ﬁz § ﬁs:ﬁ.q..
Ma I?I[ +1valz +ﬁ3 +I‘Tﬂi4 =180° nén
(Tﬁ(?:ﬁz +IT'13=9U°
= AMOO' vudng tai M.

Hinh 189
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Vi (I) 1a dudng tron ¢6 ban kinh nho nhit
di qua N va tiép xiic v6i MP tai G nén NG
la dudmg kinh cia (I) (h.190).

= NHGK la hinh chif nhat

= HK =NG.

’ L 1. @ avp

NG2 NM? NP?
vuong tai N ; NG L MP) nén HK =%.

Vi

Ki hiéu tén cdc diém nhu hinh 191.
Tac6:R=0A=Al+10
=2r+r= r(\EH}

r r 1

= —= =
R r(W2+1) V2+1

Vé AH 1 BCtai H, OK L BCtai K (h.192)

=2-1.

SO [ A s S VS
AA' AH
Mat khic %=M (1)
AA" Sape

Bt Spoc = X, Scoa =¥, Saop =2 (x. ¥.2>0)
=S pc=X+y+z

THUY e e K iy o
AA'-OA' (x+y+z)-X R y+z
= OA'=R.—
y+z
Chitng minh tuong tu ta c6 : OB'=R. -1 ; OC'=R. L
X+z y+X

:>0A'+OB’+0C‘=R( A T JziR.
y+z z+X x+y) 2

Dau “="xdyra < z=y=2z
<> AABC déu.



Chii y : Ta da sir dung bét ding thifc dai s6 “rat quen thudc” la
a b c
+ +
b+c c+a a+b

E%V:ﬁmpia,b,cbﬂ.

8. (h.193)a)Tacé: OH.OA = OB’ =R’ = OD*
0D _OA
OH OD
= AOHD <= AODA (c-g—c). A
b) Tir AOHD c» AODA
— ODH = 0AD
= E 1a tam dudng tron ngoai ti€p AADH
= EA =EH Hinh 193
= E thudc dudmg trung truc ciia AH.
Ma M, N thudc dudmg trung truc cia AH nén ba diém M, E, N thing hang.
9. Goil la giao diém ciia OA véi BC (h.194).
Goi E, F tuong g 1 trung diém cia AB, AC.
Goi H la giao diém ciia OA va EF,
Ta c6 : MK? = MO? - OK> A
= OH* + MH* - OK?,
Tacé : AM® = AH? + MH®
= MK” - AM? = (OH? - AH?) - OK? Hinh 194
= (OH - AH)(OH + AH) - OC*> (vi OC = OK =R)
= (OI + IH - AH).0A - OC?
= OLOA - OC? (vi IH = AH),
Mat khéc, trong tam gidc vuong OAC cb
OC? = OLOA nén ta c6 MK> - AM? = 0
= MK = MA.
10. Gia sir R, > R, (h.195). : ‘

- .
. (

Dal U.Dz =d= R] - Rz.
Tacd:

BC = O,H =4/0,03 -0, H>

Hinh 195
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= Jd® ~(R, -R,)?

= J(Fh +Ry)P’ = (Ry -Rp)* =2/R|R,.

VE ti€p tuyén chung cia (0,), (0,) tai A cit BCrai |
= 0,1 L AB i K.

= KA = KB =%AB VAIB=IC =%BC= RR,.

1 1. 1
Ap dung hé thirc Ez—=b—2+:-2-— viao AOBl ¢6 :
1 1 1 l+ 1 _Rj+R,

= + = =
BK*> 0O,B° BI* R} RR; R}R,
2
= BK = |—IR2 =R|’ Ry
R|+R2 R|+R2
= AB=2BK =2R,. .
R!+R2

Dé thdy AABC vuong tai A nén

4R}R, 4R R}
R] +R2 R| +Rz

AC? =BC? - AB? =4R R, -

s ACwIR, f=tl e
RI+R2

R R
Vay BC=2/R\R, ; AB=2R, [—2— : AC=2R, |—1—.
Y ' '\}R,+R2 24R,+R2
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