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NHUNG DIEU HOC SINH CAN CHU ¥ KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay cb giao gidng bai, fudn ludn ¢b SGK truSc mat. Tuy nhién
khéng viét, vé thém vao SGK d& nam sau cac ban khac c6 thé dung dudc.

2. V& trinh bay, sach gido khoa ¢6 hai ma&ng : mang chinh va mang phu.
Mang chinh gém cac dinh nghfa, dinh li, tinh chat,... va thudng dudc déng
khung hoc cé dudng vién 3 mép trai. Mang nay dudc in 1Ui vao trong.

\ \
3. Khi gap Cau hdi [?], cén phai suy nghi, tr 18 nhanh va dung.

4. Khi gap Hoat déng ﬂ. phai diing but va gidy nhap @& thuc hién nhiing
yéu cau ma hoat ddng doi hoi.

Ban quyén thuéc Nha xu4t ban Gido duc Viét Nam - Bé Gido duc va Dio tao
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KHOI DA DIEN VA THE TiCH CUA CHUNG

CHUGNG |

Trong ddi s6ng hang ngay, ching ta thudng gap
nhiing vét thé c6 hinh dang la khéi da dién. Trong
chuong nay, ta sé lam quen véi cac khai niém :
khéi da dién, hinh da dién, su béng nhau va su
déng dang cla cac khéi da dién, cac khéi da dién
déu. Hoc sinh c&n nhé céng thic tinh thé tich khéi
choép, khéi lang tru, tir d6 biét cach tinh thé tich
clia cac khoi phifc tap hon.
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KHAI NIEM VE KHOI PA DIEN

. Khdi da dién. Khdi chép, khdi lang tru
Cac em hdy quan sét cdc hinh sau day (hinh la, 1b, Ic, 1d, le).
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Mai hinh trén déu c6 hai dac diém :

a) Gém mot s6 hiru han da gidc phéng (& day "da gidc phang" dugc hiéu la
bao gbém ca cdc diém trong ctia no) ;

b) Phan chia khong gian thanh hai phin : phdn bén trong va phdn bén ngoai
cta hinh d6. (Néu ta ché tao méi hinh bang chét nhua trong sudt thi ta co
thé bom vao phin bén trong ctia né mot chdt khi ¢c6 mau, va khi dé6 phan
bén trong da dugc "to mau", con phan bén ngoai thi khong).

Gia st 12 hinh ¢6 hai dac diém néi trén. Khi d6, méi diém thudc phén

bén trong cua né dugc goi 1a diém ndam trong H.


https://sachhoc.com

|| Hinh A cing véi cde diém ndm trong K duoc goi la khéi da
dién gioi han boi hinh .

Méi da gidc cta hinh % duge goi 1a mot mdr ctia khéi da dién. Cac dinh,
cdc canh cha mdi mat con goi 14 dink, canh cla khéi da dién. Cic diém
nam trong hinh .#’con goi 1a diém trong cua khéi da dién.

Kh6i da dién duge goi 1a khdi chép, khoi chép cut néu né duge gidi han
boi mot hinh chép, hinh chép cut (h.1a, 1b). Nhu vay, ta ¢6 thé néi vé khéi
chép n-gidc, khéi chép cut n-giac, khéi chép déu, khéi i dién,... .

Tuong tu, khéi da dién dugc goi 1a khoi lang tru néu né duge gidi han bai

mot hinh lang try (h.lc). Ta ciing ¢6 thé néi vé khéi hop, khéi hop chit
nhét, khai lap phuong,...

Ngoai cdc kh6i ké trén, chiing ta con gap cdc kh6i da dién phitc tap hon
nhu & cdc hinh 1d, le.

Hinh hop chit nhdt A ¢6 6 mdt la hinh chit D
nhdt (h.2a). Néu ta bo di hinh chit nhat B
ABCD thi ta dugc mot hinh K" chi gom 5
hinh chit nhat (h.2b).

Tai sao khoéng thé néi rdang cé khoi da a)
dién gici han boi hinh H' ? Hinh 2

Tir d6 ta cén chd y rang : Khoi da dién dugc gioi han boi mot hinh gom
nhitng da gidc phdng, nhung khong phdi bdt ki hinh nao goém nhing da
gidc phdng ciing gidi han ra mét khoi da dién.

Tu day trd di, ta chi xét cac kh6i da dién gidi han boi hinh # gém mot s6
hitu han da gidc phing thod man hai diéu kién :

1) Hai da gidc bat ki hodc khong co dzé’m chung, hodc ¢6 mét dinh chung,
hodc ¢6 mot canh chung.

2) Méi canh ciia mot da gidc la canh chung cua diing hai da gidc.

Hinh H gom cdc da gidc nhu thé duge goi la mét hinh da
dién, hodc don gian la da dién.

1

Hay kiém tra ring cac hinh 1a, 1b, 1¢, 1d, 1e déu thod man céc diéu kién 1) va 2)
trén day. Hinh 2b khéng thoa man diéu kién nao trong hai diéu kién d6 ?
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2. Phan chia va lp ghép cac khai da dién

Vidul

Cho khoi chép tw gide S.ABCD (h.3). Ta hay
xét hai khéi chop 1am gide S.ABC va S.ACD.
Dé thdy rdng :

1) Hai khoi chép dé khong cé diém trong [
chung, nghia la diém trong cia khoi chdp nay
khong phdi la diém trong ciia khét chép kia.

2) Hop cia hai khéi chép S.ABC va S.ACD
chinh la khoi chép S.ABCD. Hinh 3

Trong truong hop d6 ta noi rang : Khoi da dién S.ABCD duoc phdn chia
thanh hai khoéi da dién S.ABC va S.ACD. Ta cing con néi : Hai khoi da
dién S.ABC va S.ACD duvc ghép lai thanh khéi da dién S.ABCD.

C6 thé phan chia khoi chdp bdt ki thanh nhig khoi 1 dién hay khong ?

A

“duoc thanh nhitng khoi tir dién (bang nhiéu

2 (h.4)

1) C&t khéi Iang tru ABC.A'B’C’ bdi mat phing A
(A’BC). Khi d6 khéi lang tru dudc phan chia

thanh nhiing khéi da dién nao ?

2) Hay phan chia khéi lzing tru ABC A'B'C’ thanh
ba khai tt dién.

Mot cich tdng quat, dé thay ring moi khoi
chop va khoi lang tru luon c6 thé phdn chia

cach khdc nhau). Thyc ra didu d6 cing
ding cho khai da dién bat ki.

Vidu 2

Hinh 5 cho ra thdy hai miéng gé (xem nhu hai khéi da dién) duoc ché tao
sao cho chung ¢é thé ghép vira khit v6i nhau dé tao thanh mét khoi lap
phuong. D€ thdo roi hai miéng gé J hinh lap phuong, cdn phdi c6 dinh mot
miéng va tinh tién miéng kia theo mot vecto cé phuong hoan toan xdc dinh.

«
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@ Vui mot chit !

Khéi lap phuong & hinh 6 dudc tao thanh tur
hai miéng gbé dugc ghép khit vao nhau,
miéng trén va miéng dudi. (Ta khdng nhin thdy
hai méat bén phia sau, nhung ching ciing hoan
toan giéng nhu hai mat tréng thay).

Em hay chi ra cach ché tao khdi iap phuong
nhu vay. :

Hinh 6

]
Cau hoi va bai tap
1. Ching minh ring néu khéi da dién c6 cdc mat 1a tam gidc thi s6 mat phai la
s6 chdn. Hay chi ra nhimg khéi da dién nhu thé véi s6 mat bang 4, 6, 8, 10.

2. Chitng minh ring néu khéi da dién ¢6 mbi dinh 1a dinh chung ctia ba canh
thi s6 dinh phai 1a s6 chén.

3. Chitng minh ring néu khéi da dién ¢6 cdc mat la tam gide va mdi dinh 1a
dinh chung ctia ba canh thi d6 1a khéi ti dién.

Hay phan chia mét khoi hop thanh nam khéi tit dién.
Hay phan chia mot khéi ti dién thanh bén kh6i tir dién bai hai mat phing.



PHEP DOI XUNG QUA MAT PHANG
VA sU BANG NHAU CUA CAC
KHOI PA DIEN

Phép bién hinh trong khong gian duoc dinh nghia twong tu nhu trong mat phéng :
Phép bién hinh F trong khong gian la mot quy tdc dé vor moi
diém M (trong khong gian), xdc dinh dugc mot diem M’ duy
nhdt goi la dnh ciia diém M qua phép bién hinh F. Ta con ndi
F bién diém M thanh diém M’ va ki hiéu M’ = F(M).

Qua phép bién hinh F, méi hinh ¥ dugc bién thanh hinh A" gém
tat cd cdc dnh cda cdc diém thuoc hinh A,
Sau day ta xét phép d6i xiing qua mat phang, d6 12 mot phép bién hinh thudng gap.
1. Phép déi ximg qua mit phing _
DINH NGHIA 1 (h.7) M
| Phép doi xitng qua mdt phing

(P) la phép bién hinh bién moi
diém thuoc (P) thanh chinh né !
va bién méi diém M khong thudc P '

(P) thanh diém M’ sao cho (P) la
mdt phdng trung truc cia doan
thing MM, Hinh 7

DINH Lf 1 (h.8)

7 "Neéi phép doi ximg qua mp(P)\ Mr/ _
bién hai diem M, N ldn luot thanh

hai diém M', N’ thi M'N" = MN. i
(Nhut vdy c6 thé ndi : phép doi P ) '
xung qua mdt phdang la phép
| bién hinh bdo toan khodng cdch N’
\ gia hai diém bat ki). J Hinh 8




ﬁ 1 (dé chimg minh dinh Ii 1)

Né&u M, N nam trén (P) thi M’ tring M va N'tring N nén M'N’'= MN.
N&u cb it nhat mét trong hai diém M, N khéng n&m trén (P) thi c6 mp(Q) di qua cac
diém M, N, M, N’. Hay duing kién thic hinh hoc phang dé ching minh M'N’ = MN.

Khi ding tru6c mot tdim guwong phang, mbi ngudi sé nhin thdy hinh cla
minh & “phfa sau” tdm guong dé (h.9). Phép d6i xing qua mat phing cla
tam guong da “bién” mébi ngudi thanh hinh cia ho.

Hinh 10 1a anh ctia Thdp Rua dang
soi bong trén mat nuéc H6 Guom
(Ha N6i). Mat hé xem nhu 1a mot
phdn clia mat phéng, phép d6i xing
qua mat phing d6 bién Thip Ria
thanh cdi béng cua né.

Hinh 10. Anh chup Thép Rila vi béng ciia né

9 .



2. Mit phang déi xiing ctia mét hinh

DINH NGHIA 2

Néu phép doi xitng qua mdt phang (P) bién hinh H' thanh
chinh né thi (P) goi la mdt phdng doi xing cia hinh A,

Mot s6 vi du
Vidul

Moi mdt phang di qua tam ciia mdt cau déu la
mdt phdng doi ximg ciia mdt cdu (h.11).

Vi du 2 ! B A
Cho tit dién déu ABCD (h.12). Goi M la trung
diém cua canh CD thi phép déi xitmg qua
mp(ABM) bién A thanh A, B thanh B, C thanh
D, D thanh C. Nhit vdy, phép déi ximg dé bién A

tiw dién ABCD thanh chinh né, suy ra mdt

phdng (ABM) la mdt phdng doi ximg cuia tie

dién ABCD.

Hinh tit dién déu ABCD c6 sdu mdt phang doi

xitng. 6 la cde mdt phdang di qua mot canh va B 4
trung diém cuia canh doi dién.

Vidu3 : -
Xét hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ (h.13). Hinh 12

Néu (P) la mdt phang trung truc ctia canh AB
thi né ciing la mdt phdng trung truc cia cdc
canh CD, A'B’ va C'D’, bdi vdy né la mat
phang déi ximg cia hinh ldp phuong. Tuong
t, cdc mdt phdng trung truc ciia cdc canh AD,
va AA’ ciing la nhitng mdt phang déi ximg cia
hinh ldp phuong.

Goi (Q) la maf phdng di qua hai canh déi dién
AB va C'D' thi (Q) la mdt phdng déi.xitng ciia
hinh ldp phuong vi phép déi xiing qua (Q) bién
méi diém A, B, C', D' thanh chinh né va bién A’
thanh D, D thanh A’, C thanh B' va B’ thanh C.

Hinh 11

Hinh 13

10



Nhu vdy hinh ldp phuong c6 bao nhiéu mdr phdng doi xitng ?

E
3. Hinh bat dién déu va mit phang déi ximg cha né

Hinh 14 1a mét hinh da dién c6 8 mat 1a cic

tam giac déu : EAB, EBC, ECD, EDA, FAB,

FBC, FCD va FDA, c6 6 dinh A, B, C, D, E, 4 C
F, méi dinh 12 dinh chung cho bén tam giic

déu. Hinh d6 goi 1a hink bdr dién déu (hay

hinh tém mdt déu) vi dugc ki hieu Ia

ABCDEF. F

Hinh 14
Tinh chat

Bon dinh A, B, C, D ndm trén mot mdt phdng va dé la mot
mdt phdng doi xvmg cua hinh bdt dién déu ABCDEF.

Chitng minh 1

Vi méi diém A, B, C, D cich déu hai diém E vi F nén chiing nam trén mat
phang trung truc cta doan thang EF. Phép déi xing qua mat phang d6 bién
mbi diém A, B, C, D thanh chinh né va bién diém E thanh F, F thanh E nén
mp(ABCD) 1 mat phing d6i ximg cua bit dién déu ABCDEF. m

S 2
/' Tim thém cac mat phidng d8i ximg khac cla hinh b4t dién déu.

4. Phép d&i hinh va su bing nhau cua cac hinh

Phép doi hinh trong khéng gian duge dinh nghia’ tuong ty nhu trong mat phéng,
Dinh nghia phép dai hinh
Mot phép bién hinh F trong khéng gian duoc goi la phép doi
hink néu né bdo toan khodng cdch giita hai diém bdt ki (c6
nghia la néu F bién hai diém bdt ki M, N ldn lugr thanh hai
diém M’', N’ thi M'N" = MN).

Tir dinh nghia d6, ta suy ra phép doi hinh bi€n dudng thing thanh duong
thang, mat phang thanh mat phang,... .

11



Hién nhién phép déi xiing qua mat phang 1a mot phép dai hinh. Phép déng
nhdt (bi€n mdi diém thanh chinh né) 12 mot phép dot hinh.

RO rang néu thuc hién lién ti€p cdc phép dai hinh thi ta cling cé két qua 1a
phép doi hinh. N6i cach khdc : Hop thanh cua nhitng phép doi hinh la phép
doi hinh.

Mot sé vi du vé phép doi hinh

Ngoai phép d6i xiing qua mat phing, ta thudng gap mét sé phép doi hinh sau day :
» Phép tinh tién : Phép tinh tién theo vecto ¥ 12 phép bién hinh bién mébi
diém M thanh diém M’ sao cho MM'=7 .

» Phép doi xing qua duomg thang (con goi 1a phép doi xing truc) : Cho
duong thang d, phép d6i xing qua dudng thing d 1a phép bién hinh bién
méi diém thudc d thanh chinh né va bi&én méi diém M khong thuéc d thanh
diém M’ sao cho trong mat phiang (M, d), d 1a dudng trung truc clia doan
thang MM'.

» Phép dot xing qua mot diém (con goi 12 phép doi xiing tdm) : Cho diém
O, phép d6i ximg qua diém O |2 phép bién hinh bién mébi diém M thanh
diém M’ sao cho OM+0OM ' =0.

Pinh nghia hai hinb bang nhau

Hai hinh X va . %'’ goi ld bdang nhau néu c6 mot phép dot hinh
bién hinh nay thanh hinh kia.

Hai mdt cau c6 bdn kinh bdng nhau thi ¢6 bang nhau hay khéng ? Vi sao ?

12

Vi du 4. Cho hinh chop tam gidc déu S.ABC. Goi A’, B, C' lan luor la
trung diém cua canh BC. CA va AB. Khi 46 hai tir dién SABA’ va SBCB’
bdng nhau.

Gidi (h.15) !

That vay, phép d61 ximg qua mp(SAA’) bién
c4c diém S, A, B, A’ 14n luot thanh c4c diém
S, A, C, A’ va phép d6i xing qua mp(SCC"
bién cac di€m S, A, C, A’ 14n luot thanh céc
diém S, B, C, B’. Nhu v4y, qua hai phép d6i
xitng trén, bén dinh S, A, B, A’ cla tir dién
SABA’ bién thanh ban dinh §, B, C, B’
cua t¢ dién SBCB’ nén theo dinh nghia,
hai tit dién d6 bing nhau. m Hinh 15




DINH Li 2

Hai hinh tit dién ABCD va A'B'C’'D’ bang nhau néu ching c6
cdc canh tuong ing bdng nhau, nghia la AB = A'B’, BC = B'C’,
CD=CD'DA=D'A", AC=AC'BD=BD".

Chimmg minh. Ta xét cic truong hgp sau :

Truong hop 1 (h.16). Hai hinh ni dién do
¢6 ba cdp dinh tuong ung trung nhau,

chang han A tring A’, B trung B’, C trung -

C’, con D khic D" _

Khi d6, méi diém A, B, C cach déu hai
diém D va D’ nén mp(ABC) 1a mat
phang trung truc cla doan thiang DD’,
suy ra phép d6i ximg qua mp(ABC)
bién cic dinh A, B, C, D lan luot thanh
cdc dinh A’, B’, C', D’. Vay hai t& dién
ABCD va A’'B’C’D’ bang nhau.

Truong hop 2 (h.17). Hai hink 1t dién
dé ¢6 hai cap dinh tuong ung tring
nhau, ching han A tring A’, B tring B".
Khi dé goi (P) 1a mat phang trung truc
chia doan thang CC’ thi (P) di qua A va
B (Vi A va B cung cdch déu hai diém C
va C").Vay phép ddi xung qua mp(P) sé
bién cac diém A, B, C, D lin luot thanh
cdc diém A’, B, C’, D, va do d6 t¢ dién
ABCD bing ti dien A'B'C'D,.

c'c
Hinh 16

Vi hai tr dién A'B’C’D| va A’'B’C’D’ ¢6 cic canh tuong ung bang nhau va
c6 ba dinh tuong ing triing nhau nén theo trudng hop 1, ching bang nhau.

Truong hop 3. Hai hinh v dién dé c6 mot cdp dinh tuong ung trung nhau,

chang han A trung A",

Khi d6, goi (Q) 1a mit phang trung truc cha BB’ thi (Q) di qua A (vi A cich
déu B va B’). Vay phép déi xing qua (Q) bién cic diém A, B, C, D 14n luot
thanh céc diém A’, B, C,, D va do 46, hai tit dien ABCD va A'B'C\D,

13
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bang nhau. Mat khéc, hai ti dien A'B'C,\Dy va A'B'C’D’ c6 cic canh tuong
ting béing nhau vi ¢4 hai cap dinh trong Ung tring nhau nén theo trudng hop 2,
ching bang nhau.

Truong hgp 4. Hai hinh i dién do khong ¢6 cdp dinh tuong ting ndo triing nhau.
Khi d6, goi (R) 12 mat phang trung truc cia AA’, phép ddi xing qua (R)
bién cdc diém A, B, C, D 14n lugt thanh cic diém A’, B, C,, D, nén t dién
ABCD bang ti dién A'B;C;D, ; ma hai tt dién A'B,C\D, va A'B'C’D’ c6
cac canh tuong ung bang nhau va mét cap dinh tuong img triing nhau, do
dé ching bang nhau theo truong hop 3. =

HE QUA 1
[ Hai tit dién déu c6 canh bdng nhau thi bding nhau. ]
HE QUA 2
l Hai hinh ldp phuong c¢6 canh bang nhau thi bang nhau. ]

Ching minh (h.18)

Gia st ABCDABC'D va
MNPQ.M’N'P’Q’ 1a hai hinh lap
phuong c¢é canh déu bang a. Hai
1t dién ABDA’ va MNQOM' c6 céc
canh tuong Wng bang nhau nén
bing nhau, tdc 13 c6 phép doi
hinh F bién cic diém A, B, D, A’
lan luot thanh M, N, O, M". Vi F
l1a phép doi hinh nén F bién hinh
vudng thanh hinh vuong, do dé F
bién diém C thanh diém P, bién
diém B’ thanh N’, bién diém D’
thanh Q' va bién diém C’ thianh
diém P'. Nhu vay, hai hinh lap
phuong di cho bing nhau. B Hinh 18




10.

Cau héi va bdi tap

Goi P 1a phép da6i xing qua mat phing (P) va a 12 mot dudng thang nio
d6. Gid st D bién dudng thing a thinh dudng thing a’. Trong trudng hop
nao thi :

a) a trung véi a’;

b) a song song véia’;

clacita’;

d) a va a’ chéo nhau ?

Tim c4c mit phang d6i xing clia cdc hinh sau day :

a) Hinh chép tr gidc déu ;

b) Hinh chop cut tam gidc déu ;

¢) Hinh hop chit nhat ma khong ¢6 mit nao 1a hinh vuéng.
Cho hinh lap phuong ABCD .A’B'C’D’. Chimg minh rang :
a) Cédc hinh ch6p A.A'B'C'D’ va C".ABCD bing nhau ;

b) Céc hinh lang tru ABC.A’B'C’ va AA' D' BB'C’ bing nhau.

Chung minh riang cdc phép tinh tién, d6i ximg truc, d6i xung tam 13 nhimg
phép doi hinh.

Chitng minh réang :

a) HO‘p thanh cha hai phép d6i ximg qua hai mat phing song song (P) va
(Q) 1a mot phép tinh tién ;

b) Hop thanh cua hai phép déi xing qua hai mat phing (P) va (Q) vuodng
g6c voi nhau 1a moét phép ddi xitng qua dudng thang.

15



PHEP VI TU VA SU PONG DANG
CUA CAC KHOI bA DIEN.
CAc KHOI PA DIEN PEU

1. Phép vij tu trong khong gian

16

DINH NGHJA 1
Cho s6'k khong doi khdc O va mér diém O cé dinh. Phép bién
hinh trong khong gian bién méi diém M thanh diém M’ sao
cho OM’ = kOM goi 1 phép vi tu. Diém O goi la tam vi tu,
$6'k goi la ti 56 vi tu.

Nhu vay, phép vi tu trong khdng gian duoc dinh nghia hoan toan tuong tu
nhu trong mat phdng. Céc tinh chit sau ddy cta phép vi tu déu c6 thé dugce
ching minh twong tu nhu trong mat phang.

Cac tinh chat co ban cua phép vi tr

1. Néu phép vi tu ti s6' k bién hai diém M, N thanh hai diém
M, N’ thi M'N' = kMN, va do a6 M'N'= [k|MN.

2. Phép vi e bién ba diém thdng hang thanh ba diém thing
hang. bon diém dong phdng thanh bon diém ddng phdng.

Tt 46 suy ra phép vi ty bien dudng thing thanh duong thang, mat phang
thanh mat phang...

Vidul

Cho hinh nr dién ABCD. Goi A', B’, -
C’, D’ lan lugt 1a trong tam cua cdc
tam gidc BCD, ACD, ABD, ABC.
Chimg minh rdng c6 phép vi tw bién
tw dién ABCD thanh tir dién A’'B'C'D’".
Gidai (h.19)

Goi G la trong tam cda tf dién ABCD.
Khi dé ta biét rang :

Hinh 19



Suy ra phépvituV tam G, ti s6 k =— 3 bién cic diém A, B, C, D l4n lugt thanh
céc diém A’, B', C’, D'. Vay V bién tit dién ABCD thanh tit dien A’B'C’'D’. &
Trong trudng hop nao thi phép vi tu la mot phép doi hinh ?

2. Hai hinh dong dang

DINH NGHIA 2

Hinh .% dupc goi la ddng dang voi hinh #' néu c6 mot phép
vi tu bién hinh A’ thanh hinh Hy ma hinh Ky bang hinh A",

Vi du 2. Chitng minh rdng hai hinh tit dién déu bdt ki luén luén déng dang
voi nhau.

‘Chimg minh (h.20)

Gia sit ABCD la tr dién déu cé
canh bang a va A'B’C’'D’ 12 tf dién
déu ¢6 canh bang a’. Ta xét phip vi
tr V cé tam O thy y va cd ti s6

' ] ... B
k = % Khi d6 dé& thdv 7 dién déu D

ABCD bién thanh td dién déu
AB,CyD; ¢6 canh bing a’. Vay ti
dien A BCDy bang tr dién B, D,
A’B’C’'D’. Theo dinh nghia, nt dién
ABCD déng dang vdéi ta dién

A’B'C'D’l . H!\nh 20

Vi du 3. Chitng minh rdng hai hinh ldp phuong bdt ki déu dong dang voi nhau.
Ching minh tuong tu nhu & Vi du-2.

2- HINH HOC 12 (NC)- A 17



3. Khéi da dién déu va sy déng dang cla cac khdi da dién déu
Trudc hét ta néi vé khdi da dién 16i, mot khdi niém twong ty nhu khai niém
da gidc 16i trong hinh hoc phing.
Mot khoi da dién dugc goi 1a khoi da dién 16i néu véi bat ki hai diém A va B
nao ctia né thi moi diém clia doan thiang AB ciing thuoc kh6i dé.
Cic khai da dién trén hinh 21 khong phai 1a nhimg khai da dién 16i.

Hinh 21
[22] Tai sao cdc khéi da di¢n trén hinh 21 khong phdi la nhitg khéi da dién 16i ?

Chiing ta da biét thé nao la da gidc déu. Bay gid ta sé dinh nghia thé nao 1a
khéi da dién déu.

DINH NGHIA 3
Khéi da dién déu la mot khoi da dién 16i ¢6 hai tinh chat sau day :
a) Cdc madt la nhitng da gide déu va cé cung so canh ;
b) Méi dinh la dinh chung ciua cang mot sé canh.

Khéi da dién déu ma mbi mat 1a da gidc déu n canh va méi dinh 1a dinh
chung cua p canh dugc goi la khdi da dién déu loai {n ; p}.

[23] Khai tie dién déu, khdi bét dién déu va khéi ldp phiong 1a nhiing khéi da dién
déu thuéc loai gi ?

Ngoai khéi tir dién déu, kh6i 1ap phuong va khéi bat dién déu, hinh 22 dui
day clio ta thdy thém hai loai nira clia kh6i da dién déu.

18 2- HINH HQC 12 (NC) - B



Khéi hai muoi mar déu
(thuéc loai {3 ; 5})

]

N

Khot muoi hai mar déu
(thuoc loai {5 : 3})

Hinh 22

Ngudi ta chitng minh duge ring chi ¢6 nam loai khéi da dién déu (xem bai
doc thém_Dinh li O-le va khéi da dién déu) va hai khéi da dién déu cung

loai thi déng dang véGi nhau.

0 Em hay lam thi!

Chung ta ¢é thé lam m6 hinh cia nam loai khéi da dién déu bang nguyén vat liéu

13 bia cimg va hé déan.

Hay cét bia ciing theo mau du6i day (h.23) va dan lai thanh cac khéi da dién déu.

IN

Hinh 23

19



11.
12.

13.

14.

20

Céau hdi va bai tap

Chitng minh rang phép vi tr bién mdi dudng thing thanh mot dudng thing
song song hoac tring véi n6, bién méi mat phéng thainh mot mat phéng
song song hodc tring v6i mat phiang doé.

Cho mot khoi tif dién déu. Hay ching minh ring :

a) Cac trong tAm cua cidc mat cta n6 1a cdc dinh ctia mot khéi i dién déu ;

b) Céc trung diém ctia cdc canh clia né 1a cdc dinh ctia mot khoi tim mat déu.

Hai dinh cia mot khéi tdm mat déu dugc goi 1a hai dinh déi dién néu chiing
khong ciing thuéc mét canh ctia khéi dé. Poan thang n6i hai dinh déi dién goi
la duong chéo cta khéi tdim mat déu. Chiing minh rang trong khéi tim mat
déu :

a) Ba dudng chéo cat nhau tai trung diém clia mdi dudng ;

b) Ba dudng chéo d6i mot vudng gbc véi nhau ;

c) Ba duong chéo bang nhau.

Chimng minh réng :

a) Tam céc mat cia mot khéi lap phuong 12 cdc dinh ciia mot khoi tdm mat déu ;
b) Tam cdc mat ciia mot khéi tim mat déu 1a cac dinh clia mot khoi 1ap phuong.

Bai doc thém

DINH Lf O-LE VA KHOI DA DIEN DEU

1. Pac sé O-le clia khdi da dién

Da6i véi mbi khéi da dién ., ta ki hiéu D la sé dinh, C la s6 canh, M 1a s mat cla A’
va khi d6, s6 y (#') = B - C + M dugc goi la dac sé O-le (con goi tt 1a déc sb) clia
khéi da dién /. (Chi Hy Lap 7 doc 1a "khi").

Céc hinh vé sau day cho ta mét sé khdi da dién cung vdi cac dédc sé cla chang :



D=24C=48,M=24;y=0 D=16C=28, M=14;y=2

Hinh 24
Nhu vay, cac khdi da dién co6 thé cb cac dic s& khac nhau. Tuy nhién, nha toan
hoc Thuy ST G-le (L. Euler) da ching minh dinh li mang tén éng sau day :
Dinh li C-le. Moi khéi da dién 16i déu co dac s& bang 2.

Ta c6 thé kiém nghiém dinh Ii 46 cho cac khdi da dién déu (d6 |1a nhimng khéi da
dién 16i). Chu y rang trén hinh 24 cé nhimg khéi da dién khéng 16i nhung van cé
dic sé bang 2.

2. Chimg minh dinh li vé n3m loai khéi da dién déu
Dung dinh Ii G-le, ta cé thé chiting minh rang chi cd nam loai khéi da dién déu.

Nhic lai : Kh&i da dién déu loai {n ; p} la khéi da dién 18i c6 mat 12 cac n-giac déu
va mébi dinh 12 dinh chung cla p canh.

Pinh 1i, Chi c6 nam loai khéi da dién déu, db la céc loai - {3 ; 3}, {4 ; 3}, {3 ; 4},
{5:3}.{3:5}.

Chiumg minh. Gia st khéi da dién déu loai {n ; p} ¢6 D dinh, C canh va M mat.

Vi mdi mat ¢6 n canh nén M mat sé cé nM canh, nhung mdi canh lai chung cho
hai mat nén 2C = nM. Vi méi dinh |a dinh chung cho p canh nén D dinh sé c6 pd
canh, nhung mai canh lai di qua hai dinh nén 2C = pD. Vay ta c6

pb = 2C = nM.
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T d6é suy ra

C _M_B-C+M_(B-C+M)2pn
11 1 1.1 2n+2p-np

oW

2 n p 2 n
Theo dinh i O-le,tacé B - C+ M=2nén

_ 4pn
2n+2p-np’

NI=fO
SEENE 4

_ 4n C= 2np M= 4p
2n+2p—-np '’ 2n+2p-np ' 2n+2p-np

(UEEE RN )

Vay : *)

Vicéc s6 D, C, M, n, p déu 1a nhilng s6 hguyén dudng nén
2n+2p-np>0hay(n—2)(p—-2)<4.
Chuyrdngn=3,;p>3nénn-2vap-2Ilahai s§ nguyén duong ; ngoai ra tich
sG clia chdng bé hon 4. VAy chi c6 thé xay ra cac trudng hop sau :
1Y)n-2=1,p-2=1hayn=p =3, tacé khdi da dién déu loai {3 ; 3}. Khi d6,
tr(*)tasuyra D=4, C =6, M=4. D6 chinh 13 khéi tI dién déu.
2)n-2=2,p-2=1hayn =4, p =3, ta cé khdi da dién déu loai {4 ; 3}. Khi d6
D =8, C=12, M =6. D6 chinh |a khdi |&p phuang. ‘
3Yn~2=1,p-2=2hayn =3, p=4,tacod kh§i da dién déu loai {3 ; 4}. Khi dé
D =6, C =12, M = 8. D6 chinh la kh&i tam mt déu (cdn goi la khéi bat dién déu).

4)yn-2=3,p-2=1hayn =25, p =3, ta cb khéi da dién déu loai {5 ; 3}. Khi d6
D =20, C = 30, M = 12. B6 chinh 12 kh6i mudi hai mat déu (cdn goi la khdi thap
nhi dién déu).

55n-2=1,p-2=3hayn=3, p=25, tacéd khéi da dién déu loai {3 ; 5}. Khi 46
b =12, C = 30, M = 20. D6 chinh 1a khdi hai mudi mat déu (cdn goi 1a khéi nhi
thap dién déu).

Véy ta ¢6 bang sau day :

Loai Tén qoi S6 dinh S8 canh S8 Imat
{3;3} | Khéitodién déu - 4 6 4
{43} | Khéilap phuong 8 12 8
{3;4) | Khéitam mit déu 6 12 8
{5;3} | Kh&i mudi hai mat déu 20 30 12
{3:5}. | Khéi hai mudi mat déu 12 30 " 20



N&m loai khéi da dién déu ké trén dudc nha triét hoc va todn hoc Pla-téng (427 - 347
tru6c Cong nguyén) tim ra, ching thudng dudc goi 1a cac thé Pla-téng. Cac khéi
da dién theo th(r tu trong bang trén dugc Pla-téng coi 1a tuong trung cho lia, dat,
-khi, vd tru va nudc.

THE TicH cUA KHOI DA DIEN

1. Thé& nao la thé tich ctia mét khdi da dién ?

Chiing ta biét ring trong mat phing, mdi da gidc c¢6 mot dién tich. D6 1a s6
do phdn mat phing ma da gidc d6 chi€ém chd. Tuong tu nhu vay, cdc khéi
da dién chi€ém nhitng phdn kh6ng gian 16n nh6 khdc nhau. Thé tich ctia méi
khai da dién 1a s6 do clia phan khong gian ma né chiém ché.

Ching ta da biét céc cong thic tinh thé tich cia mét s6 kh6i da dién don
gian. Sau day chiing ta s& no6i rd hon vé cac cong thiic nay.

Dé ¢6 nhitng cong thitc nhu the, ching ta thita nhén ring méi khéi da dién
c6 thé tich 12 mot s6 duong, thoa man céc tinh chét sau day :
1) Hai khoi da dién bang nhau thi ¢é thé tich bang nhau.
2) Néu mot khoi da dién dugce phén chia thanh nhiéu khoi da dién
nho thi thé tich cia né bang téng thé tich cuia cdc khéi da dién nhd do.
3) Khéi lap phwong c6 canh bang 1 thi ¢6 thé tich bang 1.

@& CHUY

1) Trong thuc t€, khi phai do ludng va tinh todn vé do dai, dién tich
va thé tich, ngudi ta thudng ding nhilng don vi do khéc nhau. Néu ta
dung don vi do dg dai 1a 1cm chang han thi theo tinh chét 3, khéi lap
phuong c6 canh bang 1 (hiéu 12 lcm) s& ¢6 thé tich bang 1, nhung
hiéu 1a lem®. Tuong t, khéi lap phuong c6 canh 1dm s& c6 thé tich
1a 1dm”, khéi lap phuong c6 canh 1km thi ¢6 thé tich 1a 1km>,...

2) D6i khi dé don gian, thé tich ciia kh6i da dién gi6i han béi hinh
da dién # ciing dugc goi 1a thé tich ciia hinh da dién H.
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2. Thé tich ctia khéi hép chir nhat

24

Gia su ta c6 mot khoi hop chir nhat
véi ba kich thuéc a, b, ¢ déu Ia
nhiing s6 nguyén duong. Khi dé,
bang nhitng mat phiang song song véi
céc mat clhia khéi hop, ta c¢6 thé phan
chia né thanh céc khéi 1ap phuong c6
canh bang 1 (h.25).

Hién nhién s6 cic kh6i 1ap phuong Hinh 25
d6 béng tich s6 a.b.c.

Theo tinh chat 2, thé tich V ctia khéi hop chit nhat bing téng céc thé tich
clia cdc khai lap phuong va theo tinh chat 3, mdi khai lap phuong d6 c6 thé.
tich bang 1. Tir d6 ta suy ra cong thiic

Trong trudng hop céc kich thude a, b, ¢ cuia khéi hop chir nhat 1a nhitng s6
duong tuy y (khong nhét thiét phai 1a s6 nguyén), ngudi ta chiing minh
dugc rang cong thitc néi trén vin ding. Nhu vay mot céch tdng quat, ta ¢6 :

PINH Li 1

fThé’ tich ciia mot khoi hdp chiz nhdt bng tich s6 ciia ba kich thudc. }

Vi du 1. Tinh thé tich cua khéi lap phitong c6 cac dinh la trong tam cdc
mdt cua mot khoi tdm mat déu canh a.

Gidi. Gia sir ¢6 kh6i tdim mat déu véi céc dinh

1a §, S, A, B, C, D (h.26). Goi M va N ldn lugt

la trong tam cua tam gidac SAB va SBC thi doan
thing MN 12 mot canh cua khéi lap phuong.
Goi M’, N’ 1an lugt 1a trung diém cua AB va BC A
thi M va N lan luot ndm trén SM’ va SN’ nén

MN=2MN = 24C _ ﬂi._

3 GE L) 3

Hinh 26



Vay thé tich cta khéi lap phuong 1a

1
% Cho kh&i lang tru ding cé chiéu cao bang h, day la tam giac vudng v6i hai canh
géc vuéng biing a va b. Tinh thé tich ctia khéi 1ang tru d6.

3. Thé tich ca khadi chop
Dung phuong phap gidi han, ngudi ta c6 thé chiing minh duge dinh If sau day.

DINH Lf 2

Thé' tich cua mot khdi chdp bdng mot phdn ba tich s6 cia
dién tich mdt ddy va chiéu cao cia khéi chop dé.

Nhur vay, néu ta ki hi¢u dién tich mat ddy cua khéi ch6p 1a Sg;y va chiéu
cao cua khéi chép 1a h (h 1a khoang céch tir dinh cda khdi chop téi mat
phing chita ddy cta kh6i chép) thi thé tich V cha khdi chép d6 duge tinh

1 S ay h
‘/ = - d, .

Vi du 2. Tinh thé tich cua khot ne dién déu c6 canh bdng a.

Gidi
Xem ti dién déu ABCD (canh béng a) nhu
la hinh chép ¢é dinh 1a A va ddy la tam
gidc déu BCD c6 canh bang a (h.27). Dién
tich mat ddy Ia |

Sgcp = “[3*02-

4

Goi H 1a tAm cua tam gidc déu BCD thi
AH 1a dudng cao caa hinh chép A.BCD.
Bdi vay chiéu cao clia hinh chép la

Hinh 27
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2
h=AH =\ AB? - BH? = |a? —33— =a—‘%.
Tu d6 suy ra khéi nt dién ABCD c6 thé tich 1a
1 1 \/5 2 2 a2
V==Speph=-—a"a—~-= :
3 374 N V)
Vi du 3. Tinh thé tich ciia khoéi tdm mdt déu cé canh bdng a.
Gidi A

Trén hinh 28, ta ¢6 khéi tdm mit déu
A véicacdinh1a A, B,C,D,E,F. Ta
cé6 thé phan chia khéi da dién ¥
thanh hai khéi chép ti giic déu
A.BCDE va F.BCDE. Vi hai khéi /
chép dé bing nhau nén cé thé tich BK
bang nhau, do d6 thé tich V cua khéi
# bing hai 1dn thé tich V, coa khéi
chép A.BCDE.

~ Chi y ring BCDE 1a hinh vuéng canh
a v6i tam O va tam giac ABD la tam
gidc vuong can dinh A, ta tinh dugc :

| 12 N2 3\2

V,==§ AOD=—-a"a—=
1 3 BCDE 3 a

o m—————— 2

SO s T2

Tu d6 suy ra kh6i tim mat déu néi trén cé thé tich 1a

V=2V, = a372. n

4. Thé tich cua khdi lang tru

Bai toan. Tinh thé tich V cua khoi ldng tru
ABC.A'B'C’ biét dién tich ddy ABC bdng § va
chiéu cao (khodng cdch giita hai mdt phdng
chita hai ddy) bdng h (h.29). '
}QQ 2 (@& gi4i bai toan) A
a) Chia khéi lang truy ABC.A'B’C’ thanh ba khéi ti
dién bdi cac mat phing (A'BC" va (A'BC), hay ké B’
tén ba khéi tcr dién d6. Hink 20
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b) Chimng té réng ba khé’l tr dién dé c6 thé tich bang nhau.
c) Tir d6 suy ra cong thitc V = S.h. Hay phat biéu thanh 18i céng thic dé

Bay gio, xét khéi lang tru c6 ddy 1a mot da ¢
gidc bat ki. Vi bat ki da gidc ndo ciing ¢6 thé
phan chia dugc thanh cdc tam gidc khong cé A

diém trong chung nén c¢6 thé phan chia khéi
lang tru d6 thanh céc khéi lang tru tam giéc c6
cing chiéu cao (h.30). Téng céc thé tich cua
ching chinh 1a thé tich ctia khéi lang tru ban
dau. Tur d6 suy ra dinh 1i sau day.

DPINH Li 3 Hinh 30

Thé tich ciia khoi ldang tru bang tich s6 ciia dién tich mdt day
va chiéu cao cua khoi lang tru dé.

Vi du 4. Cho khéi ldng tru ABC.A'B'C'. Goi M, N ldn lugt 12 trung diém
 ctia hai canh AA' va BB'. Mat phdng (MNC") chia khoi ldng tru da cho
thanh hai phan. Tinh ti 56 thé tich ciia hai phdn dé.

Gidi ;
Néu goi V 1a thé tich ctia khéi lang tru thi
thé tich ciia kh6i tit dién C’ABC 1a % , do

d6 thé tich cta khéi chép C"ABB'A’ 1a %K

(h.31). Vi hai kh6i chép C'ABNM va
C’MNB'A’ ¢6 cung chiéu cao va c6 mat

ddy bang nhau nén thé tich ctia khéi chép
C'MNB'A" la

22V K oy
Vl = —=—, .
23 3 Hinh 31
va thé tich kh6i da dien ABCMNC' 1a
AR
3 3
.
Ta c6 ti s6 thé tich hai phin dugc phéan chia la k = ah w
2
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

28

Céu hdi va bai tap

Cho tam gidc ABC c6 dinh va mo6t diém S thay déi. Thé tich ciia khéi chép
S.ABC c6 thay d6i hay khong néu :

a) Dinh § di chuyén trén mét mit phing song song véi mat phang (ABC) ;
b) Dinh S di chuyén trén mot mat phing song song v6i chi mot canh day ;
¢) Dinh S di chuyén trén mot dudng thing song song véi mot canh day ?
Hay chia mot khéi i dién thanh hai khéi tit dién sao cho ti s& thé tich cua
hai khéi tif dién nay bing moét s k > 0 cho trude.

Tinh thé tich cta khéi hop ABCD.A'B'C’D’, biét ring AA'B’'D’ 1a khéi
dién déu canh a.

Tinh thé tich cha kh6i lang tru n-gidc déu ¢6 t4t ca cdc canh déu béng a.
Cho khdi lang tru ding ABC.A'B'C’ c6 ddy 1a tam gidc ABC vudng tai A,
AC = b, ACB = 60°. Dudng thing BC’ tao v6i mp(AA'C’C) mot gée 30°.

a) Tinh do dai doan thang AC".

b) Tinh thé tich khéi lang tru da cho.

Cho khéi lang try tam gidc ABC.A'B'C’ ¢6 ddy la tam giic déu canh a,
diém A’ cdch déu ba diém A, B, C, canh bén AA’ tao v6i mat phang ddy mot
goc 60°.

a) Tinh thé tich cla khéi lang tru dé6.

b) Chiimg minh rang mit bén BCC'B’ la mot hinh chit nhat.

¢) Tinh téng dién tich cdc mat bén cta hinh lang try ABC.A'B’C’ (t6ng d6
goi 1a dién tich xung quanh cia hinh (hoac khdi) lang tru da cho).

Cho diém M nim trong hinh t dién déu ABCD. Ching minh ring tdng cic
khoang céach tir M t6i bon mat cua hinh tf dién 12 mot s6 khong phu thudc
vao vi trf cia diém M. Téng d6 bang bao nhiéu néu canh cta tit dién déu
bang a ?

Cho khéi lang tru tam gidc déu ABC.A'B’C’. Goi M 1a trung diém clia AA’,

Mit phing di qua M, B’, C chia khdi lang try thanh hai phdn. Tiuh ti s6 thé
tich cua hai phan dé.



23.

24.

Cho khéi chép tam gidc S.ABC. Trén ba dudmg thing SA, SB, SC 14n lugt
14y ba diém A’, B’, C’ khdc v6i S. Goi V va V"’ 14n luot 12 thé tich cua céc
khéi chép S.ABC va S.A’B'C’. Chimg minh ring :

V _SA SB SC

V' SATSBSCT
Kh6i chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh, M 1 trung diém cia canh
SC. Mit phang (P) di qua AM, song song véi BD chia kh6i chép thanh hai
phin. Tinh ti s& thé tich cha hai phdn d6.

25. Chiing minh ring néu c6 phép vi tu ti s§ k bi€n td dien ABCD thanh tit dién

V ’ s, 4 ?
AB'C'D’ thi ~ABCD — i
Vascop

ON TAP CHUONG I

| - Kién thurc can nhé

1‘

Hinh da dién gém mét s& hitu han da gidc phing thoa man hai diéu kién :

a) Hai da gi4c bat ki hoac khong c6é diém chung, hoic ¢6 mot dinh chung,
hodc ¢6 mdt canh chung.

b) Mdi canh clia mét da gisc 1a canh chung ctia ding hai da giac.

Hinh da dién chia khong gian 1am hai phin (phdn bén trong va phin bén
ngoai). Hinh da dién ciing v6i phén bén trong clia né goi 1a khéi da dién.

M&1 khéi da dién ¢6 thé phan chia dugc thanh nhimg khéi tif dién.

e Phép doi hinh trong khong gian 1a phép bién hinh bao toan khoang cich gira
hai diém bat Ki.

« Phép d6i xiing qua mat phing (P) 1a phép bién hinh bién mdi diém thuoc (P)
thanh chinh né v bién mbi diém M khoéng thuéc (P) thanh diém M’ sao cho
(P) 1a mat phing trung truc clia doan thang MM’. Phép d6i xing qua mat
phéng 13 mé6t phép doi hinh, _

« Mat phang (P) goi 12 mat phing d6i xing cia mot khéi da dién néu phép dsi
xing qua (P) bién khoi da dién thanh chinh né.
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» Phép tinh tién, phép ddi xitng truc, phép d6i xitng tam 12 nhimg phép doi hinh.
» Hai hinh da dién goi 1a biang nhau néu c6 mot phép doi hinh bién hinh nay
thanh hinh kia.
« Hai hinh tif dién bang nhau néu ching c6 cac canh tuong ¥ng bang nhau.

4, «Phép vi tur thm O ti s6 k =0 la phép bién hinh bién méi diém M thanh diém
M’ sao cho OM’ = k.OM .
« Hinh & dugc goi 12 déng dang vé6i hinh " néu ¢6 mot phép vi tu bién hinh
¢ thanh hinh # ma hinh 5% bang hinh #".

5. C6 nam loai kh6i da dién déu : khéi it dién déu, khéi lap phuong, khéi tdm
mit déu, khéi mudi hai mat déu, khéi hai muoi mat déu,

6. Thé tich ctia kh6i hop chit nhat bing tich s& ba kich thudc.

7. Thé tich cla khéi chép bing mot phin ba tich s6 cha dién tich mat diy va
chiéu cao khai chép.

8. Thé tich clia khdi lang tru bang tich s6 cha dién tich mat ddy va chiéu cao
cua khéi lang tru.

9. Cho kh6i chép S.ABC. Trén ba dudng thang SA, SB, SC 14n lugt 14y ba
di€ém A’, B’, C’khic S. Khi d6

Vsapc _SA SB SC
Viaopce SA SBSC

[l - Cau héi tu kiém tra

1. Kh&i lang tru n-gidc c¢6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mit ?
Khoi chép n-gidc ¢6 bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh va bao nhiéu mat ?

2. Nhimg khéi da dién déu nao c6 mat la tam gidc déu ? M6i dinh ctia n6 1a
dinh chung cta bao nhiéu mat ?

3. Neéu biét thé tich cia mot khéi chop va dién tich mat ddy cia né thi ¢ thé
bi&t dugc chiéu cao ciia khéi chép d6 hay khong ?

4. Néu méi kich thuéc cia mot khéi hop chiy nhat duge ting 1én k 1dn thi thé
tich cua khéi dé ting 1én bao nhiéu 14n ?

5. Hinh t dién déu, hinh 14p phuong, hinh bat dién déu c6 nhitng mit phing
d6i xing nao ?

6. Neéu ti s6 cic canh tuong ting clia hai tif dién déng dang bing k thi ti s6 thé
tich cta hai khéi ti dién 4y bang bao nhiéu ?

lll - Bai tap

1. Cho tit dien ABCD cé thé tich bang V. Goi B’ va D’ 14n luot 12 trung diém
clia AB va AD. Mit phang (CB’D’) chia khéi t. dién thanh hai phin. Tinh
thé tich méi phan dé.

30



»

Cho kh6i hop ABCD.A'B’C’D’. Ching minh ring sdu trung diém cua sdu
canh AB, BC, CC’, C'D’, D'A’ va A’A ndm trén mot mat phing va mat
phing d6 chia khéi hop thanh hai phan cé thé tich bang nhau.

Cho khéi tit dién ABCD, E va F 14n lugt 12 trung diém cla hai canh AB va
CD. Hai mat phang (ABF) va (CDE) chia kh6i ti dién ABCD thanh bon
khéi tir dién.

a) K& tén bon khéi ¢ dién d6.

b) Chitng td ring bon khdi ti dién d6 c6 thé tich bing nhau.

c) Chimg t6 ring néu ABCD 1a khéi tif dien déu thi bdn khéi t¢ dien néi
trén bing nhau.

Cho khéi lang tru dimg ABC.A’B’C’ c6 dién tich ddy bang S va AA’ = h.
M6t mat phang (P) cit cdc canh AA’, BB, CC’ lan luot tai A, B, va C,. Biét
AA,=a,BB,=b,CC,=c.

a) Tinh thé tich hai phin clia khéi lang tru duoc phan chia boi mat phéng (P).
b) Véi diéu kién nao cia a, b, c thi thé tich hai phdn d6 bing nhau ?

Cho khéi lang tru déu ABC.A'B’C’ va M 12 trung diém clha canh AB. Mit

phing (B’C'M) chia khéi ling tru thanh hai phin. Tinh ti s6 thé tich hai
phén dé.
Cho khéi chép S.ABC c6 dudng cao SA bing a, ddy 1a tam gidc vuéng can c6

AB = BC = a. Goi B’ 1a trung diém cua SB, C’ la chan dudng cao ha tir A
cua tam giic SAC.

a) Tinh thé tich kh&i chép S.ABC.
b) Chitng minh rang SC vudng géc v6i mp(AB'C).
¢) Tinh thé tich khé&i chop S.AB'C’.

IV - Cau hai tridc nghiém

1.

2.

M3i dinh cda hinh da dién 14 dinh chung cia it nh4t
(A) Nam canh ; (B) Bdn canh ;
(C) Ba canh ; (D) Hai canh.

Cho khéi chdp c6 ddy 13 n-gidc. Trong cic ménh dé sau dav, ménh dé
nao ding ?

(A) S6 canh cta kh6i chép bing n + 1 ;
(B) S6 mat cia khéi chép bang 2n
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10.

32

(C) S6 dinh cta khéi chép bang 2n + 1

(D) S6 mit ctia kh6i chép bing s6 dinh clia né.

Phép déi ximg qua mp(P) bién dudng thang d thanh chinh né khi va chi khi
(A) d song song véi (P) ; (B) d ndm trén (P) ;

(C)dL(P); (D) d ndm trén (P) hoiac d L (P).

Cho hai dudng thang d va d’ cat nhau. Cé bao nhiéu phép dé6i xting qua mat
phang bién d thanh d’?

(A) Co mot ; (B) Co6 hat ;

(C) Khong ¢o (D) Cé vo s8.

Cho hai dudng thang phan biét d vi d’ déng phang. Cé bao nhiéu phép d6i
xting qua mat phiang bién 4 thanh d’ ?

(A) Khong c6 ; (B) Cé mot ;

(C) C6 hai ; (D) C6 mot hoac hai.
Hinh chép tif gidc déu c6 bao nhiéu mat phing d6i xing ?
(A) Mot ; (B) Hai ; |
(C)Ba; (D) B6n.

Mot hinh hop ding cé ddy 1a hinh thoi (khong phai hinh vuéng) c6 bao
nhiéu mat phang d6i xdng ?

(A) Mot ; (B) Hai ;
(C) Ba; (D) Bon.

. Cho phép vi ty tam O bién diém A thanh diém B, biét ring OA = 208B. Khi

do, ti s6 vi tu 1a bao nhiéu ?
(A)2; (B)-2;

1 1
O t—; (D) —-
© 5 _ ) >
Cho hai dudng thing song song d, d’ va mot diém O khéng nam trén
ching. Cé bao nhiéu phép vi tu tam O bién d thanh 4’ ?

(A) C6 mot ; (B) Khong cé ;

(C) Cb hai ; (D) C6 mo6t hoac khéng céb.
Kh6i tam mat déu thuoc loai

(A)Y{3:3}; (B) {4;3};

(©) {53} (D) {3, 4}.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

Khéi hai muoi mit déu thuoc loai

(A) (3:4}; (B) {3;5};

(C) {43}, (D) {4 ;5}.

Néu ba kich thude cta mot khéi hop chiy nhat tang 1én & 14n thi thé tich coa
no tang [én

(A) k 14n ; (B) k* lan ;

(C) &* l4n ; (D) 343 14n.

Téng dién tich cic mat ctia mot hinh lap phuong bing 96. Thé tich cia khai
lap phuong d6 1a

(A) 64 ; ' (B)91;
(C) 84 ; _ (D) 48.

Ba kich thudc cia mot hinh hop chir nhat lam thanh mot cdp s6 nhan cé
cong béi 1a 2. Thé tich hinh hop da cho 1a 1728. Khi dé, cic kich thude cta
hinh hép la ’

(A) 8,16,32; (B)2,4,8;

(© 243, 443 ,38; ° (D) 6, 12, 24.

Cic dudng chéo clia cdc mat cua mot hinh hop chir nhat bang NCRNITY \/E.»
Thé tich cia hinh hop dé 1a

(A)4; B)5;

(C)6; (D) 8.

Mot khéi lang tru ding tam gidc c6 cac canh ddy bang 37, 13, 30 va dién
tich xung quanh bing 480. Khi do }:ié tich cta khéi lang try 12

(A)2010; (B) 1010 ;
(C) 1080 ; (D) 2040.
Mot khéi lang try tam gidc ¢6 cac canh ddy bang 13, 14, 15. canh bén tao

v mat phing ddy mot géc 30° va cé chiéu dai bang 8. Khi do thé tich cta
khoi lang try 1a

(A) 340 ; ‘ (B) 336 :
(©) 2743 : (D) 1243,

. Pdy clia mét hinh hop dimg 12 hinh thoi canh a, géc nhon 60°. Pudng chéo

16n clha ddy biang dudng chéo nhé cta hinh hop. Khi dé thé tich cha hinh
hop 1a
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19.

20.

21.

22.

23.

34

(A) d*; (B) a®\/3 ;

23 25

; (D)
2 2

Khi d¢ dai canh cha hinh lap phuong tang thém 2cm th thé tich cua né

tang thém 98 cm” . Canh cda hinh lap phuong da cho la

(C)

(A) 4cm (B) 5cm ;
(C) 6cm ; {D) 3cm.
Cho mot hinh hop vé6i sau mat déu 12 hinh thoi canh a, goc nhon bang - 60° .
Khi d6 thé tich ctia hinh hOp 1a

3 \/‘ 3 \/"
(A) ; (B) ;

BJ_ 3\/’

a2 a3

(& > (D) 5

Cho mét hinh 1ap phuong c6 canh bang a. Khi dé, thé tich cla kh&i tdim
mat déu ma céc dinh 12 tAm cta cdc mit cua hinh 14p phuong di cho bang

2V3 O

(A) (B)

a a
C —; D) —
()3 ()6

Cho mot khéi tf dién déu c6 canh bang.a. Khi dé, thé tich cla khéi tdim

mat déu ma céc dinh 12 trung diém clia cdc canh cta khéi tr dién di cho la
3J_ 03\/3

(A) ; (B) ;

24 12

b | 2
24

(%)

(D)

Cho kh6i mudi hai mat déu .# c6 thé tich V va dién tich mai mat cia né
bang S. Khi d4, téng céc khodng cich tir mot di€m nam trong .#° dén cdc
mit ciia né bang

v 1%
A) — B—:
()45 (B)

vV .

(C)?, ()ﬁ'

3-HINHHQC 12(NC) -8



24.

28.

26.

27.

28.

Mot khéi lang tru.tam gidc cé cac canh ddy bang 19, 20, 37, chiéu cao cta
khdi lang try bing trung binh cong cta cic canh ddy. Khi d6 thé tich ciia
khét lang tru la

(A) 2888 ; (B) 12452 :

(C) 1123 (D) 4273.

Pdy cua mot hinh hop 1a mot hinh thoi cé canh biang 6cm va goc nhon
bang 45°, canh bén cia hinh hop dai 10cm va tao véi mit phiang ddy mot
géc 45°. Khi d6 thé tich cha hinh hép 12

(A) 1243 cm? ' (B) 180 cm” ;

(C) 1202 em® ; (D) 1802 cm?.

V3&i mot tdm bia hinh vuéng, ngudi ta cit bd & mdi géc tdm bia mot hinh
vuong canh 12em 16i gdp lai thanh moét hinh hop chit nhat khéong c6 nap.
Néu dung tich cua cai hop d6 1a 4800 cm? thi canh tam bia ¢4 do6 dai 1a

(A) 42cm ; (B) 36cm ;

(C) 44cm (D) 38cm.

Cho mot hinh chdp tam gidc déu cé canh ddy bang a va canh bén tao véi
mit phang ddy mot géc . Thé tich clia hinh chép d6 1a

3 3
a cota a tana
A ; B :
(A) " (B) s
) 3
a tang a tano
(C) " ; (D)

Mot hinh chép tam gidc déu c6 canh bén bang b va canh bén tao vdi mat
phing ddy mot géc . Thé tich cta hinh chép 1a

(A) %b3 cos” rsin o ;. (B) ?19 cos? asin o :
(C) %b3 cosarsin’ & ; (D) £b3 cosarsin .
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29.

30.

31.

32.

36

Cho hinh chép ti gidc déu .#' c6 dién tich ddy bang 4 va dién tich cha mot
mat bén bang /2 . Thé tich ctia.# Ia

4f

(A) —— (B)4;

(©) 5;— , D) 3‘£

Mot khéi chép tam gidc cé cac canh ddy bang 6, 8, 10. Mot canh bén c6 do
dai bing 4 va tao véi ddy goc 60°. Thé tich cua khéi chdp dé 1a

(A) 163 ; ' (B) 83 ;
(C) 16% ; (D) 167 .

Néu mét hinh chép déu c6 chiéu cao va canh ddy ciing tang 1én n 14n thi thé
tich ciia né tang lén

(A) n* lan; | (B) 2n® 14n :
(C) n* l4n; (DY 23 14n.

Khi chiéu cao cda mot hinh chép déu tang 1én n 1an nhung moéi canh day
gidm di n 14n thi thé tich cta nd

(A) Khoéng thay dai ; (B) Tang 1én n lan ;
(C) Tang 1én (n— 1) lan ; (D) Giam di n lan.
[ ]



EREN vAT cAu, MAT TRY, MAT NON

Trong ddi séng héng ngay, ching ta thudng gap
nhiing do vat c6 dang hinh cau, hinh tru ho&c hinh
nén. Hoc xong chuong nay, hoc sinh can hinh
dung dudc thé nao la mat cau, mét tru, mat nén va
nhitng hinh c¢6 quan hé dén nhimg mat d6. Hoc
sinh c4n nhé cac cong thic vé dién tich va thé tich
clia hinh cau, hinh tru va hinh nén.
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MAT CAU, KHOI CAU

Céc qua béng nhu bong ban, bong dd, bong chuyén cho ta hinh anh cua
mot hinh trong khong gian ma ta sé goi 12 mdr cdu. Pinh nghia cta mat
cdu ciing don gian nhu dinh nghia quen thudc cua dudng tron trong hinh
hoc phang.

DINH NGHIA

Tap hop cdc diém trong khéng gian cdch diém O cé dinh
mot khodng R khong doi goi la mdt cdu c6 tam la O va bdn
kinh bang R.

Mt cdu nhu thé thudng duge ki hiéu 1a S(O ; R). Nhu vay :
S0 ; Ry ={M|OM = R}.

Cac thuat ngir
Cho mit cdu S(O ; R) va mot diém A nao dé (h.32).

a) Néu OA = R thi theo dinh nghia, diém A thudc
mat cdu. Khi d6 doan thang OA ciing dugc goi la
bdn kinh cua mat ciu.

Néu OA va OB la hai bdn kinh sao cho A, O, B thang
hang thi doan thing AB dugc goi 1a duwong kinh cha




mat cdu. Nhu vay, mot mat cdu duge xac dinh khi bi€t tam va ban kinh R hoac
khi bi€t mot duong kinh AB cia né.

b) Néu OA < R thi ta néi ring diém A nam trong mit ciu.

c) Néu OA > R thi ta néi rang diém A ndm ngodi mat ciu.

Trén hinh 32, ta c6 diém A ndm trén mat cdu, AB 12 dudng kinh, diém A,
nim trong mat cdu va diém A, ndm ngoai mat ciu.

d) Tap hop céc diém thudc mit ciu S(O ; R) cung véi cac diém nam trong miit
cdu d6 duoc goi I3 khéi cdu S(O ; R) hoic hink cdu S(O ; R). Nhu viy, kh6i
cu S(O ; R) 1a tap hop cic diém M sao cho OM <R.

Mot s6 vi du

Vi du 1. Cho hai diém A, B ¢6 dinh. Chung minh rdang tdp hop cdc diém M
sao cho MA . MB = 0 la mdt cdu duomg kinh AB.

Gidi. Goi / 1 trung diém cha AB, ta ¢6
MA . MB = (Mi + 14).(MI + 1B)

= (M7 +1A).(MI - 14) = MI? - 1A%,
Suy ra MA.MB=0 < MI=IA=IB.

Vay tap hgp cic di€ém M 1a mat cdu tam I ban kinh R = A, t&c 12 mat ciu
duong kinh AB. =

Vi du 2. Cho it dién déu ABCD c6 canh bdng a. Tim tdp hop cdc diém M
sao cho

MA? + MB* + MC* + MD*= 24>
1 (d€ giai vi du 2)

/' N Goi G 1a trong tam cia t& dién ABCD, ta cé

MAZ + MB? + MC+ MD? = MA2 + B2 + M2 + WD

_— . —_— ——— — —_—— ——\2
~(MG+GAY +(MG+GB) +(MG+GC) +(MG+GD)’.
a) Hay tinh toan tiép dé di dén két qua :

MA2 + MB? + MC? + MD? = 4MG? + %az.

b) Hay két hap két qua trén vai ding thirc da cho trong bai toan dé tim gia tri clia MG.
¢) Phat bidu két qua clia bai toan.
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2. Vi tri tuang d&i gitra mit cdu va miat phing

Cho mat cdu S(O ; R) va mat phang (P). Hién nhién mat phing c6 thé cit
hoac khéng cdt mat cdu. Néu mat cdu & cich miat phing qué xa thi 15 rang
1a ching khong cit nhau. D6 xa, gin clia mit cdu vd mat phing phu thuoc
vao ban kinh R cita mat cdu va khoang cédch 4 tir tdm O cua mat ciu tGi
mat phang (P). Goi H 12 hinh chi€u clia O trén mp(P) thi d = OH.

2
% Hay ching t6 rAng diém M Ia diém chung clia mat cdu S(O ; R) va mp(P) khi va chi
khi M € (P)va HM® = R —d” (h.33a).

3

T Hoat déng 2, c6 thé két luan gi vé giao cua mat cdu S(O ; R) va mp(P) trong
cactrudng hgp:a)d<R:.byd=R;c)d>R?

Y

a) b) c)
Hinh 33

Tém lai, ta c6 két ludn ;

Cho mdt cdu S(O ; R) va mat phdng (P), goi d la khodng cdch
tir O t6i.(P) va H la hinh chiéu cua O wén (P). Khi dé :

* Néu d < R thi mp(P) cdt mdt cdu S(O ; R) theo giao tuyén la
duomng tron ndm trén mdt phdng (P) ¢6 tdm la H va c6 bdn kinh

r=\R?—d* (h33a) :

* Néu d = R thi mp(P) cdt mgt cdu tai mot diém duy nhdr H
(h33b) :

® Néu d > R thi mp(P) khong cdt mdt cdu S(O ; R) (h.33¢).
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Khi 4 = 0 thi mp(P) di qua tdm O cla mat cu, mit phing d6 dugc goi la
mdt phdng kinh ; giao tuyén cia mit phang kinh véi mat cdu 13 duong tron
c6 bén kinh R, dudng tron d6 goi 1a duong tron lon clia mat clu.

Trong trudng hop d = R, mp(P) vd mat cdu S(O ; R) ¢6 diém chung duy
nh4t 13 H. Khi 46 ta n6i mat phing (P) tiép xic voi mit cdu tai di€m H,
hoac con néi mp(P) 12 riép dién cha mat cau tai diém H. Diém H goi 12
diém tiép xic (hoac tiép diém) cha (P) va mat ciu.

Ménh dé sau ddy cé ding khong : Diéu kién cdn va di dé mp(P) tiép xiic
voi mat cdu S(O ; R) tai diém H la mp(P) vuong géc vdi bdn kinh OH tai
diem H ?

Bai toin 1

Mat cdu di qua moi dinh cia hinh da dién K goi la mat cau ngoai tiép hinh
da dién . #'va hinh da dién K’ goi la noi tiép mdt cdu dé.

Chitng minh rdng hinh chdp noi tiép mot mdt cdu khi va chi khi ddy cua né
la da gidc noi tiép mot duonmg tron.

ﬁ 4 (dé giai bai toan 1)

a)j N&u hinh ch6p S.A|A,... A, ndi tiép mdt mat cdu thi vi sao cé th€ két luan réng
da giac day A(Ay...A,, i ti€p mét dudng tron ? D6 [a dudng trén nao ?

b) Cho hinh chép cé da gidc day A(A,... A, ndi tiép dudng tron tam /. Hay xac dinh

diém O céch déu tat ca céac dinh cla hinh chép. Tir 46 suy ra hinh chép ndi ti€p
mét mat cau.

Tai sao c6 thé néi : Hinh ti dién ndo ciing ¢6 mdt cdu ngogi tiép ?
Hinh ldng tru tam gidc ¢6 canh bén khong vuéng géc voi day cé thé noi
tiép mot mdt cau khong ? Vi sao ?
L] re ~y o~ b Y .« 2
3. Vi tri tuong déi giira mit cdu va dudng thing

Cho mat céu.S(O ; R) va dudng thang A. Goi H 12 hinh chiéu clia O trén A v
d = OH la khoang cach tir O tdi A. Hoan toan tuong tu nhu trong truong
hop mat cdu va mat phang, ta cé cdc két luan sau day (h.34) :
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a) b) c)
Hinh 34

¢ Néu d < R thi A cdt mdt cdu tai hai diém phdn biét (h.34a)
* Néu d = R thi A cat mdr cdu tai mot diém duy nhat (h.34b) ;

* Néu d > R thi A khéng cdt mdt cdu (h.34c).

Trong trudng hgp d = R, dudng thing A va mat ciu $(O ; R) c6 diém chung
duy nhat 13 H. Khi d6, ta n6i dudng thing A fiép xic v6i mat cdu tai diém H
hoac con néi A 14 tiép tuyén clia mat cAu tai H. Diém H goi 1a diém tiép
xtic (hoac tiép diém) clia A vA mat ciu.

Trong cac ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?
a) Diéu kién can va dvi dé duomg thang A tiép xic voi mar cau S(O ; R) 1ai
diém H la A vuong goc voi ban kinh OH rai diém H ;
b) Cé vo s6 duomg thang tiép xtic véi mdrt cdu S(O ; R) 1ai diém H, chiing
ndm trén mdt phdng tiép xic véi mat cdu tai H.

Bai toan 2. Hdy chimg minh rang c6 mét mdt cdu tiép xuc voi cdc canh
cua mot ni dién déu ABCD cho truoc.

}@Q 5 (dé giai bai toan 2)
Goi O la trong tAm ciia tir dién déu ABCD. Hay ching minh ring khoang cach tr O
t8i cac canh cla tr dién dé6 déu bang nhau.

Duong thdng di qua diém A ndm trong mdr cdu ¢4 tiép xuc voi mdt cdu
hay khéng ?

Trong trudng hop diém A ndm ngoai mat cau, ta cé dinh I sau :
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DINH Lf

Néu diém A ndm ngoai mdt cdu S(O ; R) thi qua A ¢6 v6 s6
tiép tuyén voi mdt cdu. Khi dé

a) D¢ dai cdc doan thdng néi A véi cdc tiép diém déu bing nhau.

b) Tap hop cdc tiép diém la mot duomg tron ndm trén.mdt cdu.

}Qﬁ 6 (d& chimg minh dinh I

L&y mot mat phdng bat ki di qua AO, n6 cat mat cau
5(0 ; R) theo mdt duding tron () (h.35). Goi AH 1a mot
ti€p tuyén clia dudng tron dé tai H. Chimg minh réng
AH ciing tiép xGc véi mat cau tai diém H.
a) Tinh dé dai doan AH theo Rva d = OA.
b) Ké HI vudng géc v OA tai I rdi chimg minh rang
I 1a diém c8 dinh khdng phu thudc vao tiéptuyén AH.
Tl d6 suy ra két luan b) trong dinh |i.

Hinh 35

4. Dién tich miat ciu va thé tich khéi ciu
Ta di biét th€ nao 1a dién tich cla cac da gidc phang. Ta dinh nghia dién
tich cua hinh da dién Ya téng dién tich cdc mat ctia n6.

Tuy mat cdu khéng giong nhu hinh da dién vi n6é khéng phai 12 hop cua
cac da gidc, nhung hién nhién 12 né ciing phai c6 mot "dién tich™ nao dé.
Néu dé son mot mat cdu, ta phai ding 1kg son va ciing v6i lkg son loai
do, ta c¢6 thé son dugc mot hinh chit nhat (v6i d6 mong cia 16p son nhu
nhau) thi ¢6 thé xem dién tich cia mat cau bang dién tich hinh chir nhat.
Sau day ta néu ra cach dinh nghia dién tich ciia mat cdu va néi ré hon vé cong
thic tinh dién tich d6. Ciing tuong tu nhu vay déi véi thé tich cia khai cau.

Khai niém vé dién tich mat cau va thé tich khéi cau

Cho mat cdu dudng kinh AB (h.36).

Maéi nira mat phing cé bd 12 dudng thang AB cit mat cau theo mot nia
duomg tron dudng kinh AB. Ta goi cdc nita dudng tron d6 1a cac kinh tuyén
ing v6i dudng kinh AB.
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Mbi mat phang vuong géc véi AB néu cit mat
cau theo mot dudng tron thi dudng tron d6 goi la
Vi tuyén ing véi dudng kinh AB.

Néu xem bé mat Trai D4t 1a mot mat cdu c6 cue
bic 1a A, cuc nam 1a B thi cdc kinh tuyén, vi
tuyén néi trén chinh 1a céc kinh tuyén, vi tuyén
cua Tréi Dat. :

Chiing ta hday ldy moét s6 kinh tuyén va vi
tuyén ung véi dudng kinh AB ctia mat céu.
Chiing sé chia mat cdu thanh nhiéu manh, ¢6 oK g

thé goi méi manh d6 1a mét "ti gide cdu" (dac biét c6 thé 1a "tam gidc
céu"). Ta c6 thé thay ring bén dinh cia mot "t gide cdu” nam trén mot
mat phang, va do d6 ciing 12 bén dinh clia mot ti gide phing (ding ra la
hinh thang can) ma ta s& goi la "xdp xi phang" cla t gidc cdu dang xét.
Tuong tu, méi "tam gidc cdu” ciing ¢6 "x4p xi phang" 12 mot tam gidc can.
Tap hop cdc "xdp xi phing" cla tit gidc cdu va tam gidc cdu 1am thanh mot
hinh da dién ¢ noi ti€p mat cau. Hinh da dién ¥ goi la da dién xdp xi cua
mit cdu.

Nguoi ta chﬁng minh duogc r&ng :

1) Khi d¢ dai cdc canh ciia @ tiéh 16i 0.thi dién tich cia hinh da dién % tién
toi mot gidi han xdc dinh. Giéi han dé duge goi la dién tich cia mat ciu.

2) Khi do dai cdc canh ciia 9 tién t6i O thi thé tich cia khoi da dién 9 tién
t6i mot gidi han xdc dinh. Gidi han d6 dugc goi 1a thé'tich clia khéi cau.

Cac cong thic

Dua vao dinh nghfa' trén va dung phuong phap giéi han, nguoi ta ching
minh dugc cdc cong thidc vé dién tich ctia mat cdu va thé tich cta khéi cdu
nhu sau :

Mat cau ban kinh R ¢6 dién tich 1a : S = 47R>.
Khoi cdu ban kinh R ¢6 thé tich la : V = %RR3.




Céu héi va bdi tép

Trong khong gian cho ba doan thang AB, BC, CD sao cho AB L BC, BC 1 CD,
CD 1 AB. Chiing minh ring ¢6 mit cdu di qua bén diém A, B, C, D. Tinh
ban kinh mit cdu dé néu AB=4a,BC =b,CD =c.
a) Tim tap hop tam cic mat cdu di qua hai diém phan biét A, B cho trudc.
b) Tim tap hgp tAm c4c mit c4u di qua ba diém phan biet A, B, C cho trudc,
c) Tim tp hop tam cdc mat cdu di qua mét dudng tron cho trude.
d) Cé hay khong mét mat cdu di qua mot dudng tron.va mot diém ndm
ngoai mat phing chita dudng tron ?
Cho diém M nam trong mat cu (S). Trong cidc ménh.dé sau day, ménh dé
nao ding ?
a) Moi mat phang di qua M déu cat (S) theo mot dudng tron ;
b) Moi dudomg thang di qua M déu cit (S) tai hai diém phan biét.
Cho dudng thang d va diém A khong ndm trén d. Xét cdc mat cdu di qua A
va ¢6 tam nam trén d. Ching minh ring cdc mat cdu dé luon di qua mot
dudng tron ¢d dinh.
Trong cac ménh dé sau day, ménh dé nao diing ?
a) Néu hinh da dién noi ti€p mat ciu thi moi mat cia né 1a da gidc néi tiép
dudng tron ;
b) Néu tit ca cic mat cua mot hinh da dién ndi tiép duong tron thi da dién do
noi ti€p mat cdu.
a) Tim tap hop thm cdc mat cdu tiép xiic v6i ba canh clia mot tam gidc cho trudc.
b) Chitng minh riang néu c¢6 mat cdu ti€p xtic véi sau canh cua hinh ti dién
ABCD thi

AB+ CD =AC + BD = AD + BC.
a) Tinh thé tich kh6i cdu ngoai ti€p hinh chép tam gidc déu cé canh ddy
bang a va chiéu cao bang h.
b) Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c6 tit ca cic canh cling bing a. Goi
A’, B’, C’, D’ 14an luot 12 trung diém cla cic canh SA, SB, SC, SD. Ching
minh rang cic diém A, B, C, D, A’, B’, C’, D’ cing thudéc mét mat ciu va
tinh thé tich khéi cdu dé.
Cho td dién ABCD v6i AB=CD =¢,AC=BD =b, AD =BC = a.
a) Tinh dién tich mat cAu ngoai ti€p 11t dién.
b) Chitng minh ring ¢6 mot mat cdu tiép xic véi bén mat cta hinh tit dién
(nd dugc goi 1a mit cdu ndi 1iép t dién).
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10.

Tinh dién tich mat cdu ngoai ti€p hinh chdp S.ABC biét ring SA = a,
SB = b, SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC d6i mot vuong goc. Chiing minh rang
diém S, frong tam tam gidc ABC va tAm mat cdu ngoai ti€p hinh chép S.ABC
thang hang.

a) Ching minh ring mot hinh lang tru ¢6 mit cdu ngoai tiép khi va chi khi
né 1a hinh lang tru ding véi ddy la da gidc ndi ti€p dudng tron.

b) Trong s6 cac hinh hop néi tiép mat cau cho trude, hinh hdp nao c¢é dién
tich toan phan 16n nhat ?

oYy

§2 KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

Mat cdu la mot trudng hop don gian clia cdc mat tron xoay ma ta sé noi dén
trong muc nay. A
Truée hét, ta dinh nghia rruc cua dwuong

tron : Truc cta duong tron (O ; R) 12 duong

thang di qua O va vuéng géc véi mat
phang chita dudng tron dé. 0 (En)
M

Dé thay rang khi diém M khéng nim trén
dudng thang A thi ¢6 mot dudng tron duy
nhit di qua M va c6 truc la A, ta ki hiéu
dudng tron d6 1a (¢,,) (h.37). Hinh 37

Puong tron (€,,) duge xdc dinh nhie thé nao ?

Trong truong hgp diém M nam trén A, ta quy wdc "dudng tron" () chi
gém duy nhat diém M.
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1. Pinh nghia

Trong khong gian, cho hinh % va dwong thang A. Hinh gom tdt cd
cdc duong tron (€y) voi M thuée H duge goi la hinh tron xoay
sinh boi A khi quay quanh A. Puong thang A goi la truc ciia hinh
tron xoay do.

Khi hinh A la mot dwong thi hinh tron xoay sinh bdi né con goi
la mdt tron xoay.

Lo hoa & hinh 38 cho ta hinh anh cia mot mat
tron xoay. Mat tron xoay d6 sinh bdi duong (L)
khi quay quanh dudng thing A.

No6i chung, cdc dé gom néu dugc ché tao bang céch
dung ban xoay déu c6 dang la cdc mat tron xoay.

2. Mot s6 vi du

Vi du 1. Néu hinh A la duong tron c6 duong
kinh AB ndm trén duong thang A thi ré rang hinh
tron xoay sinh boi H khi quay quanh A la mdt
cau duong kinh AB (h.3?).. . Hinh 38

Néu A la hinh tron cé duong kinh AB nam trén duong thang A thi hinh
tron xoay sinh boi A’ khi quay quanh A la khéi cau duong kinh AB (h.39).

Hinh 39 Hinh 40
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Ta xét truomg hop #'la duong tron ndm trong ciing mot mdt phdng voi
duong thang A nhumg khéng cdt A. Hinh tron xoay sinh bdi duomg tron doé
khi quay quanh A duoc goi la mdt xuyén (h.40).

Vi du 2. Cho hai duomg thdng A va | chéo nhau. Xét hinh tron xoay sinh
boi duomg thdng | khi quay quanh ducng thdng A

Goi PQ la duong vuong géc chung cia hai duomg thing A va
(Pel, Qe A) (h41). Khi db, cdc duomg tron (€y) c6 bdn kinh cang lon
khi M thuéc | cang cdch xa diém P va (¢p) la duong tron c6 bdn kinh bé
nhdt (bdng PQ). '

Trong truong hop nay, hinh tron xoay nhdn dugc
goi la mat hypeboloit tron xoay mét tang. (So di
cé tén goi nay la vi mdt tron xoay dé cé thé sinh
bdi mot hypebol khi quay quanh truc do cua né).
Trong cac §3 va §4, ching ta sé xét hinh tron xoay

sinh bdi dudng thing ! khi quay quanh dudng
thing A trong trudong hop hai dudng thang d6
cling nam trong mot mat phing.

Hinh 4{

MAT TRU, HINH TRU VA KHOI TRU

1. Dinh nghia mét tru \"~+—~/
‘ i | R!
C.ho duong thang A. Xét mot duong thing / song song ; "1".
v6i A, cich A mot khoang R (h.42). ] RR
PEL AT |
.r: ‘ ~

Mar tron xoay sinh bi duong thdng 1 nhu \FT/ ]
thé khi quay quanh A dugc goi la mdt tru L
‘tron xoay (hodc don gian la mdt tru).

Hinh 42
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A goi 12 truc cha mat tru, / goi 1a dwomg sinh cha mat tru va R goi 12 bdn

kinh cua mat tru.

Ching ta dé dang nhan thiy :

a) Mit tru néi trén 1a tap hop tat ca cdc diém M cdch dudng thang A ¢6

dinh mot khoang R khong déi.

b) Néu M, 1a mot diém bdt ki ndm trén mat tru thi dudng thang / di

qua M, va song song v6i A ciing nim trén mat tru d6 (vi moi diém cha /,

déu cich A mot khoing R). Nhu vay, cé thé xem mat tru sinh bdi dudng

thang /, néi cdch khdc. duding thang /; ciing 1a mot dudng sinh ciia mat try.
}Qﬁ, Cho mat try T ¢b truc A va ban kinh R. Giao clia mit try ‘T va mat phang (P) la

hinh gi trong cac trudng hdp sau day ?

a) Mat phang (P) di qua A.

b) Mat phdng (P) song song védi A.

c) Mat phdng (P) vudng gbéc véi A. //@D( v /

2. Hinh tru va khai tru

Cit mat tru T truc A, ban kinh R béi hai
mat phang phan biét (P) va (P) ciing
vudng goc véi A, ta dugc giao tuyén 1a Iz )
hai dudng tron (€ ) va (€”) (h.43).

Hinh 43
Phdn mat tru T ndm giita hai mdt phdng (P) va (P’) cing véi hai
hinh tron xdac dinh boi (€ ) va (€") dwoc goi la hinh tru.

Hai dudng tron (€) va (€') goi 1a hai duomg tron ddy, hai hinh tron xdc dinh
bdi ching goi 1a hai mdr ddy cha hinh try, bdn kinh cta ching (bang R) goi
1a bdn kinh cia hinh tru. Khoang céch giita hai mat ddy goi 12 chiéu cao
cua hinh tru.

Néu goi O va O’ 12 tam chia hai hinh tron ddy thi doan thing OO’ (ndm trén A)
go1 12 fruc cia hinh try.

Phdn mat tru ndm giira hai ddy goi 12 mdt xung quanh cta hinh try.

Véi mbi di€m M € (¥), c6 mot diém M’ e (€°) sao cho MM’ // OO’. Hién
nhién doan thing MM' nim trén mat xung quanh clia hinh try, c6 d6 dai

bing chiéu cao clia hinh tru. C4c doan thing nhu vay goi 1a dudng sinh cla
hinh tru.
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Ta ciing dé thdy ring mdi hinh tru phan chia khong gian thanh hai phan,
phin bén trong hinh tru va phin bén ngoai hinh tru.

|| Hinh tru cung voi phan bén trong cua né dwoc goi la khoi tru.

Vi du 1. Cho hinh tru cé6 bdn kinh R va chiéu cao
ciing bang R. Mot hinh vuéng ABCD ¢6 hai canh
AB va CD lan lugt la ddy cung cua hai duong tron
ddy, cdc canh AD va BC khong phai la duong sinh
cua hinh rru. Tinh canh cua hinh vuéng do.

Gidi (h. 44). Goi C’ 1a hinh chi€u cta C trén mat
d4y chita AB thi AB L BC’ (vi AB L BC). Vay AC’
la duong kinh cta duong tron ddy hay AC’ = 2R. Hinh 44
Tir cac tam gidc vudéng ABC’ va CBC’, ta c6

BC' = AC? - AB* =4AR* — AB* :
BC'’= BC* - CC™ = AB* - R
R\fﬁl .

Suyra 2AB”=5Rhay AB=

3. Dién tich hinh try va thé tich khéi try

Mot hinh lang tru goi 1 néi tiép mot hinh tru néu hai ddy cha hinh lang tru
noi ti€p hai dudng tron ddy cua hinh tru. Khi dé, ta con néi hinh tru ngoai tiép
hinh lang try.

Ta ¢6 dinh nghia :

Dién tich xung quanh cua hinh try la giéi han cua dién tich xung
quanh cua hinh ldng try déu noi tiép hinh tru dé khi s6 canh dady
tang lén vo han.

Thé tich ciia khoi tru (con goi la thé tich ciia hinh tru) 1d gidi han
cua thé tich cia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru dé khi s6 canh
day tdang lén vo han.

Cho hinh tru T c6 chiéu cao k va ban kinh R. Gia sit # 13 mo6t hinh lang
tru déu noi ti€p hinh tru T (h.45). Goi S 1a dién tich xung quanh cua hinh
lang tru & va V 1a thé tich cha khéi lang tru #
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Ta biét ring S = p.h, trong d6 p 1a chu vi ddy cta
lang try #, va V = Sg;.h, trong d6 Sy4, 1a dién tich
ddy cua hinh lang tru . Ta lai biét rang khi s6 canh
ddy cuta hinh lang tru # tang 1én vo han thi chu vi p
va dién tich Sy, 18n luot c6 gidi han la chu vi va
dién tich cta hinh tron ddy coa hinh try .
Vaytacod: |

!

Dién tich xung quanh ctia hinh tru bang chu vi ddy nhdn voi chiéu cao.

Thé tich cua khéi tru bang dién tich ddy nhan véi chiéu cao.

Vi du 2. Cho hinh tru T ¢6 bdn kinh R, truc OO’ bdng

3 3 \ . ’ ’,—‘T‘-‘\
2R va mat cau (S} ¢6 duong kinh OO’ (h.46). 5 -
a) Hay so sdnh dién tich mdt cau va dién tich xung ‘i,.. ——————— .
quanh cua hinh tru. N ]
b) Hady so sdnh dién tich mdt cdu va dién tich toan ,‘k_—--b—,-,__,/

phdn cua hinh tru (dién tich toan phan cua hinh tru la \‘_‘-_‘__/
tong dién tich xung quanh va dién tich hai ddy cua nd).

c) Hay so sdanh thé tich cia khoi tru T va khoi cdu (S).

Gidi

a) Dé thdy ring dién tich cha mit cu va dién tich xung quanh cia hinh try
'biing nhau va bang 41k

b) Dién tich toan phén cta hinh tru bing 4nR”+ 2nR*= 67R’.

Vay dién tich mit cdu bang % dién tich foan i)hén cta hinh tru.

¢) Thé tich cha khéi cdu 12 V(S) = —;:-RR3.

Thé tich cita khi try 12 Vo= = TR?.2R = 21R°.

Vay thé tich cla khéi cdu bang % thé tich cha kh6i tru. =

S1



¢ Em Hay lam thir!

52

Céat mat xung quanh ctia hinh tru (tic
hinh tru bo di hai day) theo mét duang
sinh réi tréi ra trén moét mat phéng thi
ta dugc mét hinh chr nhat c6 mét
canh béng dudng sinh / va canh kia
bang chu vi dudng tron day. Khi dé,
dién tich hinh chir nhat bang dién tich
xung quanh cda hinh tru (h.47).

2nR

Hinh 47

Bai doc thém

?7 4

Cho mat tru tron xoay ‘C ¢ truc 1a A va ban kinh R. Xét giao clia T véi mét mp(a).
Ta biét rang :

~ Néu (o) vudng gbc véi A thi giao 1a mét dudng tron cé ban kinh R.

~ Néu (a) song song vdi A thi giao c6 thé Ia hai dudng sinh, mét dudng sinh hoac 1a
tap réng.

Bay gid, gia sif () la mat phéng cit A nhung
khéng vuéng géc véi A (h.48). Ta hay xem
giao cla (@) va ‘C 1a hinh gi ?

Ta hay |18y mot mat cdu ban kinh R bb vao
mat try tir trén xudng cho dén khi né dimng lai
vi ti€p xdc v6i mp(a). Nhu vay 1a ta c6 mét
céu S(O4 ; R) tiép xtic v6i moi dudng sinh cla
mat tru ‘C va tiép xdc v6i mp(e) tai diém F;.
Hién nhién cac tiép diém clia mat cdu S(O4 ; R)
véi cac dudng sinh ludn nadm trén dudng tron
() 1a giao tuyén clia mét tru véi mp(P;) vuéng
géc véi A tai O4. Tuong tu, ta |8y mét mat cdu
khac ciing c6 ban kinh R dé vao trong mat tru tir
phia du6i va ddy 1én cho né tiép xic véi mp(a).
Nhu vay, ta c6 mat cdu S(O; ; R) tiép xuc véi moi

GIAO TUYEN ELID ClTA MAT TRU TRON XOAY VA MAT DHANG




11.
12,

13.

14.

15.

dudng sinh clia T va tiép xdc v&i mp(o) tai didm F,, Cac tiép diém clia mat cau nay véi
cac dudng sinh ludn ndm trén dudng tron (¥5) la giao tuyén clia mat tru T véi mp(Py)
vudng géc véi A tai O,. _ _

Gia s M 1a mét diém thudc (@) N T. Vi M ndm trén (a) nén MF, tiép xuc véi mat cau
S(04 : R) tai Fy va MF, tiép xUc v&i mat cu S(O, ; R) tai F,. Vi M n&m trén T nén ¢b
duding sinh cia T di qua M. Gid st dudng sinh do6 cit cac dudng tron (¢y) va ()

14n lugt tai My va M, thi MM, va MM, Ian |uot |12 ti€p tuy&n cha mit ciu S(O4 ; R) va
S(OQ R) Tu dé ta cd MF1 MM1 va MF2 = MMz, do 46

MF, + MF, = MM, + MM, = MM, = 040,.

Nhu vay, (a) N T 1a dudng elip ndm trén (), c6 cac tidu didm 1a F,, F, va do dai
truc 16n béng 040,.

Tém lai : Néu cat mat try trén xoay boi mét mat phdng cét truc va khéng vubng
goc vdi truc cha mat tru thi giao tuyén 1a mét dudng elip.

Cau hdi vé bai tap
Chitng minh ring hinh troén xoay c6 vé s6 mat phing déi ximg.
Trong méi trudng hgp sau, goi tén hinh tron xoay :

a) Sinh b&i ba canh cia mét hinh chi¥ nhat khi quay quanh dudng thing
chita canh thd tir ;

b) Sinh bdi mdt hinh chit nhat (k€ ca diém trong) khi quay quanh dudng
thing chita mot canh.

Cho dudmg tron (O ; R) nim trong mat phang (P). Tim tap hop céc diém M
trong khong gian sao cho hinh chi€u cla ching trén (P) luén ndm trén
duong tron da cho.

Ching minh rang cdc ti€p tuyén cta mat cdu song song véi mét dudng
thing c6 dinh luén nim trén mot mat try xdc dinh.

Mait phing di qua truc cia mot hinh try, cit hinh tru theo thiét dién 12 hinh
vuong canh 2R.

a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phédn cha hinh tru.
b) Tinh thé tich cda khéi try.
¢) Tinh thé tich khé6i lang try t& gide déu noi ti€p hinh tru.

53



16.

Mot hinh tru c6 bén kinh R va chiéu cao R+/3 .

a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cia hinh tru.

b) Tinh thé tich ctia khi tru.

¢) Cho hai diém A va B l4n lyot nam trén hai dudng tron ddy sao cho géc
gilta AB va truc cua hinh tru bang 30°. Tinh khoang céch giita AB va truc
cua hinh tru.

MAT NON, HINH NON VA KHOI NON

1. BDinh nghia mat nén

54

Cho duong thang A. Xét mot dudng thing ! cit A
rai O va khéng vudng géc véi A (h. 49).
Madt tron xoay sinh bdi duomg thang |
nhw thé khi quay quanh A ‘goi la mdt
non tron xoay (hay don gian la mdt non).
A go0i 12 rruc cua mat nén.
! goi la duong sinh cia mat nén.

O goi la dinh ctia mat nén.

Néu goi « 1a goc giita | va A thi 2o goi 12 géc ¢ Hinh 49

dinh ctia mat nén (0° < 2a< 180°).

Chiing ta dé dang nhan thay :

Néu M 1a mot diém tuy ¥ cia mat nén D1 khdc véi di€ém O thi dudng thing
OM nim hoan toan trén mat nén d6. C6 thé xem mat nén D sinh boi

duong thang OM khi quay quanh A. B&i thé, OM ciing dugc goi 14 dudng
sinh ciia mat nén dé.



C Hay lam thir!

Cac em hay |8y mot miéng bia, ct thanh hinh
quat tron giéi han bdi mdt cung tron AB va hai
ban kinh OA, OB (h.50). Ta uén cong hinh quat
trdn 46 @& c6 thé dan hai ban kinh OA va OB
V@i nhau.

Sau khi dan, cung trén AB trd thanh mét dudng
khép kin. N&u ta lam cho dudng khép kin nay
tré thanh mét dudng tron thi ta dugc mét phan
cla mat nén tron xoay. '

Hinh 50

m a) Giao ctia mot mat nén va mot mdt phdng di qua truc cua né la hinh gi ?

b) Giao ctia mot mdt nén va mét mdr phdng vudng géc voi truc cia né la
hinh gi ?

>

2. Hinh nén va khéi nén

d dinh 2. Goi (P) 12 mat phiang vudng
goc véi A tai diém I khiac O (h.51). Mat
Shéng (P) cit mat nén theo dudng tron (€)
c6é tam 1. Lai goi (P’) 1a mat phang vudng
géc véi A tai 0. Khi d6

Cho mat nén 91 véi truc A, dinh O va géc /<
Pl

<
N

Hinh 51

Phdn cia mdt nén DU gidi han bdi hai mdt phdng (P) va (P’) cung
voi hinh tron xdc dinh boi (¥) dugc goi la hinh non.

biém O goi la dinh cha hinh nén, dudng tron (¥¢) goi 1a duomg tron day,
hinh tron x4dc dinh bdi (¥) goi 12 ddy cta hinh nén. V§i méi diém M nim
trén dudng tron (¢), doan thing OM goi la duong sink cia hinh nén ; 1d
rang 1a cdc dudng sinh cla hinh nén c6 d6 dai bang nhau. Doan thing Of
goi |2 fruc ctiia hinh nén, do dai Of goi 1a chiéu cao cia hinh nén (d6 chinh
12 khoang céch tir dinh O tGi mat ddy).

wn
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Giao ctia mot hinh nén va mot mdt phdang di qua truc cua no la hinh gi ?

Hién nhién 12 mot hinh nén chia khang gian thanh hai phdn : phin bén
trong va phan bén ngoai clia nd.

|| Hinh nén cang voi phan bén trong cua né goi la khoi non.

3. Khai niém vé dién tich hinh nén va thé tich khéi nén

Mot hinh chép goi la noi tiép moét hinh nén néu diy cua hinh chép la da
gidc noi tiép ddy cua hinh nén va dinh clia hinh chép 12 dinh hinh non.

Ta c6 dinh nghia :

Dién tich xung quanh cua hinh nén la giéi han cua dién tich
xung quanh cua hinh chdp déu néi 1iép hinh nén do khi so canh
dav tang lén vo han. ) .
Thé tich ciia khoi non (con goi la thé tich cia hinh nén) la gici
han cua thé tich ctia hinh chdp déu néi tiép hinh nén dé khi 56
canh day tang lén vé han.

Gia su.#' 1a mot hinh chép déu noi ti€p hinh nén N %
(h.52). Goi p la chu vi ddy cta hinh chép déu . ¥, va /
g la khoang céch tir O t3i mot canh ddy cia .# thi

dién tich xung quanh cta.#" 1a §, = %p.q. Khi cho

s0 canh ddy cua.¥ tang 1én vo han thi p c6 gidi han
1a do dai dudng trén ddy cha hinh nén 9, con g c6
gi6i han 1a 4o dai duong sinh cua hinh nén. Vay :

Hinh 52

Dién tich xung quanh cua hinh nén bang mot nua tich sé cia do
dai duong tron day va d¢ dai dwong sinh.

Ciing chd ¥ riang thé tich V ciia khéi chép .# bing % tich s@ cta dién tich

da gidc ddy va chiéu cao cia . (cing la chiéu cao cia kh6i uén). Khi s6
canh ddy cua .#’tang lén vo han thi dién tich da gidc ddy cua # cé gid
han 14 dién tich hinh tron ddy cla khdi nén QU Béi vay ¢
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[Thé' tich khéi nén bdang mot phdn ba tich sé dién tich hinh rr()n]

ddy va chiéu cao.,

Vi du. Cdt mét hinh nén O bang mét mdt phang di qua truc cia né, ta
dicgc thiét dién la mét tam gide déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh,
dién tich toan phdn (nic la tong cia dién tich xung quanh va dién tich day)

va thé tich cua khéi nén DU

Giai .

Gia st thiét dién la tam gidc déu OAB canh 2a,
khi dé hinh nén da cho c6 bdn kinh ddy la a va

dé dai dudong sinh 1a 2a (h.53). Vay dién tich
xung quanh ctia né l1a

S.= %2m.2a = 2ma’.

Dién tich toan phan la

S,p=21ta2 + ma® = 3na’.
Thé tich 1a
3
Ve %mz.a\@ = MS\E- Ll

Bai doc thém

MAT DHANG

Hinh 53

GIAO TUYEN PARABOL CUUA MAT NON TRON XOAY VA

@ 16p 10, ching ta da biét ba dudng cénic Ia elip, hypebol, parabol. Ngudi ta

chitng minh dugc rang :

Néu cdt mat non tron xoay béi mét mat phang (P) khéng di qua dinh

ctia méat noén thi giao tuyén sé la :

a) Mot dudng elip néu mp(P) cat moi duéng sinh (dac biét, néu (P)
vubng goéc vdi truc ciia mat non thi giao la duong tron) (h.54a) ;

b) Mét dudng parabol néu mp(P) song song véi chi mét dudng sinh

(h.54b) ;
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c) Mot duong hypebol néu mp(P) song song véi hai dudng sinh
(h.54¢c).

a)

c)

Hinh 54

Sau day ta gidi thiéu mét cach chitng minh cho trudng hop b).
Xét mat nén tron xoay D truc A, dinh S.

Gia sif (P) 1a mat phdng song song véi ding mot duﬂng sinh / cha 9. Ta chiing
minh giao ctia 91 va (P) la mét parabol (h.55).



17.

18.

Goi /' 1a giao tuyén clia mp(/, A) va
(P) thi I'" // I. Trong mé&t phdng
(/,A), 18y diém Oe A cach déu |,
I'va goi 4 la mat cau tdm O tiép
xtc véi [ va I’ (theo thi tu tai A va
F). Khi @6, - tiép xuc véi moi dudng
sinh clia mat nén I va cac ti€p
diém nam trén moét dudng tron (€)
chira A.

Goi (P) la mat phing chla | va
song song vdi (P) thi (P célchung
véi 91 dang mét dudng thang 1a /
nén (P chita ti€p tuyén cla (¢) tai
A. Suy ra (P ti€p xtc v6i ¥ tai A
va (P) tiép xuc véi .7 tai F.

Mat phang (Q) chita (¢) cét (P)
theo ti€p tuyén vita néi nén cét (P) Hinh 55

theo dudng thdng d song song Vvdi
tiép tuyén d6 ; suy ra d vudng gbc vai ['.

V6i M 1a mét diém tuy y thude U n (P), k& MH vuéng gbéc véi d thi MH cung
phuong véi I’ nén song song véi [. Goi E la giao diém cla SM va (€)thi E € (Q),
ba diém A, E, H thdng hang vi cung thudc giao tuyén cta (Q) véi mp(M, /). Tu
SA = SE suy ra MH = ME, ma ME = MF (vi ching 1a hai doan tiép tuyén cla .¥

ké tir M) nén MF = MH. Diéu nay ching té rang giao clia mat nén Dlvéi mp(P) la
parabol véi tiéu diém F va dudng chuén d.

Cau hdi va bai tap

Trong méi trudng hcjp sau, hﬁy goi tén hinh tron xoay :

a) Sinh bdi ba canh ctia moét tam gidc can khi quay quanh truc d6i xiing cua tam
gidc do6 ;

b) Sinh bdi mot tam gide vuong (k€ ca diém trong) khi quay quanh dudng
thang chifa mot canh géc vuong.

Cho diém A ndm ngoai mat cdu (S). Chiing minh ring cdc dudng thing di -
qua A ti€p xic v6i mat cdu (S) ludon nam trén mot mat nén xac dinh.
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19.

20.

21.

Mot mat cdu goi 12 ngogai tiép mo6t hinh n6n néu mat cdu d6 di qua dinh va
duong tron ddy cia hinh nén. Hinb nén nhy vy goi la ngi tiép mat cdu d6.
a) Chimg minh ring moi hinh nén déu ¢6 mét mat cdu ngoai ti€p duy nhat.

b) Mot hinh ndn ¢6 chiéu cao 4 va bdn kinh day bang r. Tinh ban kinh mat
cau ngoai ti€p hinh nén doé.

¢) Cho mot hinh ndn ndi ti€p mot mit cdu béan kinh R. Néu hinh nén d6 cé
chiéu cao bing A thi bén kinh ddy cia né bing bao nhiéu ? Tinh dién tich
xung quanh cta hinh nén dé.

Mot mat cdu goi 12 noi tiép mot hinh nén néu né tiép xiic véi mit ddy cha
hinh nén va ti€p xdc vdi moi dudng sinh cla hinh nén. Khi d6, hinh nén
duogce goi 14 ngoai tiép mat ciu.

a) Chitng minh rang moi hinh nén déu c6 mot mat cdu noi tiép duy nhdt.

b) Mot hinh nén c6 chiéu cao bang h va ban kinh ddy biang r. Hay tinh bén
kinh mét cdu noi tié€p hinh nén dé.

Cho tam gidc ABC vuéng tai A, AB = ¢, AC = b. Tinh thé tich cha khéi tron

xoay sinh bdi tam gidc d6 (ké ca cdc diém trong) khi quay quanh dudng
thing BC.

ON TAP CHUONG II

| - Kién thirc cdn nhé

A - Mdt cdu, khoi cdu

1.

60

Mat cdu S(O ; R) 1a tap hop (M |OM = R}. Khéi cdu S(O ; R) 1a tap hop
{M|OM < R).

Mait cdu 1a hinh tron xoay sinh bdi mot dudng tron khi quay quanh mot
dudng thing chida dudng kinh cta dudng tron dé6.

Kh6i cau 1a hinh trdn xoay sinh bdi mét hinh tron khi quay quanh mot
duong thing chia dudng kinh cua hinh tron d6.

Giao ctia mit cdu S(O ; R) va mp(P) phu thuéc vao R va khoang cich 4 tx
O dén (P). Gia st H 1a hinh chiéu cha O trén mp(P). Khi d6 :



— Néu d < R thi giao 12 dudng tron nim trén (P) c6 tdim H, bin kinh
— Néu d = R thi mp(P) ti€p xdc v6i mit cdu S(O ; R) tai H ;

— Néu d > R thi mp(P) khong cdt mat cdu S(O CR).

Giao ciia mat cdu S(O ; R) v dudng thing A phu thudc vio R va khoang
cdch d tix O tGi A. Gia st H 1a hinh chiéu cta O trén A. Khi d6 :

— Néu d < R thi dudng thing A cit mat cdu S(O ; R) tai hai diém phan biét ;

— Néu d*= R thi A tié€p xtic vdi mat cdu S(O ; R) tai H. C4c dudng thang tiép
xic véi mit cdu tai H nam trén ti€p dién cua mat cAu tai H ;

— Néu d > R thi A khorig cit mat cdu S(O ; R).

V& cic tiép tuyén cia mat cdu di qua mot di€ém A nim ngoai mat cdu :
~ Céc doan thing néi A va céc ti€p diém bing nhau.

— Tap hop céc ti€p diém 1a mot dudng tron.

Hinh c4u ban kinh R c6 dién tich bing 41R% va ¢6 thé tich biing gmﬁ.

B - Mdt tru, hinh tru va khoi tru

ll

Mat tru 13 hinh tron xoay sinh bdi dudng thiang ! khi quay quanh duong
thing A song song véi /.

Mat tru c6 truc A, ban kinh R 12 tap hgp t4t ca cdc diém cich dudng thing
A mot khoang R. ‘

Hinh tru 12 phdn mat tru nidm gi{ra hai mat phang phan biét vudng goc véi
truc cia mat try, ciing v4&i hai hinh tron gidi han bdi hai duong tron 1a giao
tuyén ctia mat tru voi hai mat phang ndi trén.

Hinh try 1a hinh tron xoay sinh bdi b6n canh cua mét hinh chit nhat khi
quay quanh mot dudng trung binh clia hinh chit nhat dé.

Dién tich xung quanh ciia hinh tru bang tich s& chu vi dudng tron ddy va
chiéu cao.

Dién tich toan phdn cia hinh tru bing tdng dién tich xung quanh va dién
tich hai ddy.

Khdi tru 1a hinh try ciing véi phan bén trong cta hinh tru d6.

Kh6i tru I3 hinh tron xoay sinh bdi mét hinh chit nhat (ké ca cdc diém nam
trong nd) khi quay quanh mot dudng trung binh coa hinh chif nhat d6.

Thé tich kh6i tru bing tich s6 caa dién tich ddy va chiéu cao.
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C - Mat nén, hinh non va khéi non

L.

Mit nén 1a hinh trdn xoay sinh bdi duong thing ! khi quay quanh dudng
thing A cit [ nhung khéng vudng géc véi .

Mit nén dinh O, truc A (O thudc A), géc & dinh 2 1a hinh gém t4t ca céc
duong thing di qua O va tao véi A mot gdc bang ar (0° < <90°).

Hinh nén 12 hinh tron xoay sinh bdi ba canh cita mét tam gidc can khi quay
quanh truc d6i xing cha tam gidc dé.

Dién tich xung quanh cla hinh nén bang mét nira tich s6 chu vi diy va do
dai dudng sinh.

Dién tich toan phén cla hinh nén béng téng dién tich xung quanh va dién
tich ddy.

Khéi nén la hinh nén cung véi phan bén trong cua hinh nén d6.

Khéi nén Ia hinh tron xoay sinh bdi mét hinh tam gide vuong (k€ ca phan
trong) khi quay quanh dudng thing chita mét canh géc vuong.

Thé tich kh6i nén bing mét phén ba tich s6 cla dién tich ddy va chiéu cao.

Il - Cau héi ty kiém tra

1.

62

Trong c4dc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Mat cau, kh&i cdu déu c6 vo s6 mat phang d6i xiing.

b) Moi tit dién lu6bn c6 mat cdu ngoai' tiép.

¢) Moi hinh chép ¢6 canh bén biang nhau déu ¢6 mat cdu ngoai ti€p.

d) Mot hinh hop dimg déu cé mat cdu ngoai tiép.

e) Mit nén, hinh nén, kh6i nén déu cé vo s6 mat phfmg d6i xing.

g) Mat try, hinh try, kh6i try déu ¢é duy nhat mot mat phing déi xung.
Trong cac ménh dé sau day, ménh dé nao diing ?

a) Moi dudmg thing déu cé chung véi mat try (hoic mat nén) nhiéu nhat 1a
hai diém.

b) Mat tru va mit nén cé chira cac dudng thing.

¢) Moi dudng tron 16n ciia mit cdu déu di qua hai diém c6 dinh.

d) Hai quong trén phan biét cing ndm trén mot mat try ¢6 ban kinh bang nhau.
e) Hai dudng tron phan biét ciing ndm trén mét mit nén ¢ ban kinh khéc nhau.



Il - Bai tap

1. Cho mp(P) vi diém A khéng thudc (P). Chitng minh rang moi mit cdu di
qua A va c6 tam nim trén (P) luén ludn di qua hai diém cé dinh.

2. Xic dinh tam va tinh ban kinh mat c4u ngoai ti€p hinh chép S.ABC, biét
SA =SB =SC =a, ASB = 60°, BSC = 90°, CSA = 120°.

3. Cho hai dudng trdn (O ; r) va (O’ r’) cit nhau tai hai diém A, B va l4n luot
nim trén hai mat phing phan biét (P) va (P’).

a) Chiing minh rang c¢6 mat céu (S) di qua hai dudng tron dé.
b) Tinh bin kinh R cla mat ciu (S) khi » = 5, r'=+/10, AB = 6,
00' = 21. '

4. Cho mot hinh nén 91 sinh bdi mét tam gidc d&u canh 4 khi quay quanh
mot dudng cao cua tam gidc 6.

a) Mot mat cdu c6 dién tich bing dién tich toan phan cha hinh nén 9 thi
¢6 bdn kinh bang bao nhiéu ?

b) Mot khai cdu c6 thé tich bang thé tich cda kh6i nén O thi cé ban kinh
bang bao nhiéu ?

5. Cho tam gidc ABC vuéng tai A, AB = ¢, AC = b. Goi V,, V,, V; 1 thé tich
cia céc khdi trdn xoay sinh bdi tam gidc d6 (k€ ca cdc diém trong) khi ldn
lugt quay quanh AB, AC, BC.

3) Tinh Vl’ Vz, V3 theo b, C.
. N 1
b) Chiing minh rang —1—2 =—+ —%—
i Wy

6. Mot hinh thang cAn ABCD c¢6 cic canh ddy AB = 24, DC = 4a, canh bén
AD = BC = 3a. Hay tinh thé tich va dién tich toan phdn cla khéi tron xoay
sinh bai hinh thang d6 khi quay quanh truc d8i xing ctia né.

IV - Cau hoi tric nghiém .

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Moi hinh hop déu c6 mit cdu ngoai tiép ;
(B) Moi hinh hop ding déu c6 mat cdu ngoai tiép ;
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2.

64

(C) Moi hinh hop c6 mot mat bén vudng géc véi ddy déu c6 mat cdu ngoai tiép ;
(D) Moi hinh hop chi¥ nhat déu c6 mat cdu ngoai tiép.

Trong s6 cic hinh hop noi tiép mot mit cdu ban kinh R thi

(A) Hinh hop cé ddy 1a hinh vuéng c6 thé tich 16n nhat ;

(B) Hinh lap phuong c6 thé tich 16n nhat ;

(C) Hinh hop cé céc kich thude tao thanh cdp s6 cong cong sai khdc 0 ¢d
thé tich ién nhat ;

(D) Hinh hop ¢6 cédc kich thuéc tao thanh cdp s6 nhan cong boi khic 1 co
thé tich 16n nhat.

Mot hinh céu c6 thé tich %ﬂ: ngoai tié€p mot hinh 14p phuong. Thé tich cta

khéi lap phuong dé l1a

(A) 8—‘9@; ® 3 ©1; (D) 243
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao dang ?

(A) Hinh chép c6 ddy la ti gidc thi c6 mat ciu ngoai tiép ;

(B) Hinh chdp c6 ddy 12 hinh thang vudng thi ¢ mit cdu ngoai tiép ;

(C) Hinh chép c6 ddy 1a hinh binh hanh thi ¢6 mat cfu ngoai tiép ;

(D) Hinh chép c6 ddy 1a hinh thang can thi c6 mat cdu ngoai tiép.

Cho tit dién déu ABCD c6 canh bing a. Tap hop cic diém M sao cho
MA* + MB? + MC? + MD? =24° 12

(A) Mit cdu c6 tam. 12 trong tAm ca tam gidc ABC va bin kinh bing # ;
N 2 N i ” . ~ s = a\/z
(B) Mit ciu c6 tam la trong tAm cua t dién va ban kinh bang v ;
a2

(C) Mat cdu c6 tam la trong tam cha ti dién va ban kinh bang —

a2

(D) Duodng tron c6 tam 1a trong tam cua tam gidc ABC va ban kinh bang e




6. Mat céu ti€p xic v4i cdc canh cia ut dién déu ABCD canh ¢ ¢6 ban kinh 1a

(A) i (B) i (C) aV2; (D) 2a\2 .

7. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) C6 duy nhdt mot mat clu di qua hai dudng tron nidm trong hai mat
phang cit nhau ;

(B) C6 duy nhidt mot miat cdu di qua hai dudng tron nam trong hai mat
phang song song ;

(C) C6 duy nhdt mot mat cau di qua hai dudng tron cat nhau ;

(D) C6 duy nhat mot mae cdu di qua hai dudng tron cit nhau tai hai diém
phan biét va khong cling nAm trong mot mat phang.

8. Cho hai diém A, B phan biét. Tap hop cdc diém M sao cho dién tich tam
gidc MAB khong déi 1a

(A) Hai dudng thang song song ;
(B) M6t mit ciu ;
(C) Mot mat tru ;
(D) Mot mat nén.

9. Cho hai diém phan biét A, B c6 dinh. Mot dudng thang [ thay déi luon di
qua A va cich B mot khoang :%‘E Goi H {a hinh chiéu cua B trén /. Tap hop
cic diém H 1a
(A) Mot mat phang ; (B) Mot mat tru :

(C) Mot mat nén (D) Mot dudng tron.
10. V6i diém O c6 dinh thuoc mat phang (P) cho trude, xét dudng thing /

thay d6i di qua O va tao véi (P) géc 30°. Tap hop cdc duong thang / trong
khong gian la

(A) M6t mat phang ; (B) Hai dudng thang :

(C) Mot mat tru (D) Mot mat nén.
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11. Mot hinh tru ¢6 ban kinh ddy bang a, dudng cao OO'= av3. Mot doan

thing AB thay d6i sao cho géc giita AB va truc hinh tru bing 30°, A, B
thudc hai dudng tron ddy cda hinh tru. T4p hop cic trung diém [ cha AB la

(A) M6t mat tru ;
(B) M6t mit céu ;
(C) Mot duong tron.
(D) Mot mat phang.

12. Trong mat phing (P) cho géc xOy. Mot mat phang (Q) thay ddi va
vudng -g6¢ véi dudng phan gidc trong cua géc xQy, cit Ox,0Oy tai A, B.
Trong (Q) 14y diém M sao cho AMB =90° . Khi iy, tap hop cac diém M 1a

(A) M6t duong tron (B) Mot mat try ;
(C) M6t mit ndn ; (D) Mot mit cau.

13. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ c6 canh bang a. Dién tich xung
quanh cla hinh nén tron xoay sinh boi dudng gip khic AC’A’ khi quay
quanh AA’ bing

(A) ma®6 : (B) ma’3 ;

(©€) ma®\2 ; (D) ma*s.

14. Cho hinh nén c6 bén kinh ddy bing a. Mot day cung thay déi cua dudng
tron ddy c6 do dai khong d6i bing a. Tap hop cdc trung diém cla doan
théng néi dinh hink nén véi trung diém cia day cung dé la

(A) M6t mat nén c6 dinh ;
(B) Mot mat phéng cd dinh ;
(C) Mot mat tru c6 dinh ;
(D) M6t duong tron ¢ dinh.
15. Cho hinh tru ¢6 ban kinh ddy R, dudng cao OO’. Cat hinh tru d6 béng mat

phing (@) tuy ¥ vudng géc véi day va cach diém O mot khoang / cho trudc
(h < R). Khi 8y, mp(a) c6 tinh chat :

(A) Ludn ti€p xdc vdi mot mat tru c6 dinh ;

(B) Lu6n cach mot mat phang cho trudc qua truc hinh tru mot khoang 4 ;
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(C) Cét hinh tru theo thiét dién 14 hinh vuéng ;
(D) Ca ba tinh chat trén déu sai.

16. Mot khéi tru ¢6 ban kinh ddy a3, chiéu cao 2a+/3 . Thé tich ciia khdi ciu
ngoai ti€p khai tru 12

(A) 8V6na° ; (B) 6:/6ma° (C) %%mﬁ . (D) 43na’.

17. Cho hinh nén c6 dudng sinh bang dudng kinh ddy va bing 2. Bin kinh mat
cAu ngoai ti€p hinh nén dé la

(A B B) 243 ; (©) i} : D) i

18. Cho hinh nén sinh bai mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot dudng
cao. Mot mit cdu c6 dién tich bang dién tich toan phdn cda hinh ndn thi c6
ban kinh 12

(A) ﬁ\/__ : (B) f’i (©) a_\/: (D) i_
4 4
19. Cho mot hinh nén sinh bdi mot tam gidc déu canh a khi quay quanh mot

dudng cao. Mot khéi cdu c6 thé tich bang thé tich ctia khéi nén thi cé ban

kinh bing
ay2J3 a\/- a3/ 243 ] a3 23
v 2 "

(A) R (B) — (8 <

(D)

20. Mot hinh nén cé duong sinh bang a va géc & dinh bang 90°. Cat hinh nén
biang mat phang (&) di qua dinh sao cho géc gilta (o) vi mat ddy hinh nén
bang 60°. Khi d6-dién tich thiét dién la

NECF R

2 5 3 5
: B) — ; C) —a”; D) —a“.
(B) (©) 3 (D) >
21. Cho hinh chép tit gidc déu cé canh ddy bing a, canh bén tao véi mat diy
géc 60° . Dién tich toan phédn caa hinh nén ngoai ti€p hinh chép 1a

Ina’ 3na’ 3na® 3na’

B) —; D
2 ()4 6 ()8

67



22. Cho mat cau bdn kinh R vd mot hinh tru ¢é ban kinh ddy R va chiéu cao
2R. Ti s6 thé tich khoi cdu vi khoi tru 1a

2 3 1
A) — B) —: O 2. D) —.
()3 ()2 (@) ()2

23. Cho hinh tru ¢6 bédn kinh ddy bang R, chiéu cao cing bang R. Mot hinh
vauong ABCD ¢§ hai canh AB va CD lan lugt 1a cdc day cung cua hai dudng
tron ddy. mp(ABCD) khong vuong géc véi mat phang ddy cua hinh tru.

Dién tich hinh vuong d6 1a

SR’ ) 22
R (B) SR~ (C) SR \/—;

(A) = 3

(D) SRIV2:

24, Mot khoi hop chi nhat noi tiép trong mot khaéi tru. Ba kich thude cua khoi
hop chix nhat 13 a, b, ¢. Thé tich cha khdi tru la

1 22 e 1 e o N
(D) Zﬂ:(a +b )c hodc ch(b t+c )a hoac Zn(c +a )b.
25. Mot khai of dién déu cé canh « néi tiép mot khéi nén. Thé tich khéi nén la

(A) \/—S-na3: (B) —‘@mﬁ : (C) Qmﬁ - (D) ﬁmﬁ.
27 27 9 9

26. Cho hinh non dinh S, ddy Ia hinh tron tam O, gdc & dinh bang 1277, Trén
dudng tron day. 1ay mot diém .\ ¢6 dinh va diém M di dong. C6 bao nhiéu
vi tri caa M dé dién tich tam gidc SAM dat gid tri 16n nhat ?

(AYCO 1 vitri g (BY CS& 2 vitri :

(C)Co 3 vitri ; (D) C6 vo s vi trd.
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EEINENEH HUONG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN

O 16p 10, ching ta da lam quen véi phudng phéap toa d6 trén
méat phéng. Trong chuong nay, ta sé n6i dén phuong phap toa
dd trong khéng gian.

Hoc xong chuong nay, hoc sinh can :

- Hiéu va ném viing dinh nghia vé toa dé cla diém va cla
vectd trong mét hé truc toa do. -

- Nhé va van dung duoc biéu thifc toa dé clia cac phép tinh
trén cac vectd, cac cong thitc va cach tinh cac dai lugng hinh
hoc béng toa d6. \

- Nhan dang cac phuong trinh dudng thdng, méat phéng, mat
clu trong mét hé toa do cho trudce va viét dugc phuong trinh
cla chung khi biét mét s6 diéu kién cho trudc.
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HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

1. Hé truc toa d6 trong khong gian

Trong hinh hoc phing, ta da biét hé truc toa
do trén mar phiang. Hé d6 thung duge ki

hiéu 12 Oxy hoic (O : i, j). Bay gid ta thiét )
lap hé truc toa d¢ trong khong gian.

Trong khéng gian, xét ba truc toa d6 Ox, ~~~~"7" 2 o=
Oy, Oz cé chung diém g6c O va doi mot /E /
X : ’

vudng gbéc véi nhau (h.56).
DINH NGHIA 1

Hé gom ba truc Ox, Oy, Oz doi mot vuong géc duyc goi la
hé truc toa do vuong goc trong khong gian.

Thuat ngi va ki hiéu

Hé truc toa d6 trong dinh nghia trén con duoc goi don gian 14 hé toa do
trong khéng gian, va ki hiéu 1a Oxyz. Ta thudng goi cdc vecto don vi trén cac
truc Ox, Oy. Oz ldm luot 1 7, 7, X va con ki higu hé truc toa do 1a (037, 7, k).
Diém O goi 12 géc cha hé toa do, hodc don gian la géc roa do, Ox goi 1a
truc hoanh, Oy goi 1a truc tung, Oz goi 12 truc cao.

Cic mat phang di qua hai trong ba truc toa dé goi la cdc mdt phdng toa do,

ta ki hiéu chiing 132 mp(Oxy), mp(Oyz) va mp(Oxz), hoac don gian hon la
(Oxy), (Oy2). (Ox2).

Khi khong gian da c6 mét hé toa do Oxyzlthi né dugc goi la khong gian toa do
Oxvz hoac don gian 1a khong gian Oxyz.
Ta cdn chi ¥ 6i cic dang thic sau day :

227272 <

=

=0,

=1
i
x|

g=7

Tai sao ta 6 cdc dang thic trén ?
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2. Toa d6 cua vecto
Trong khong gian toa dé Oxyz v&i cdc vecto don vi i f, k trén céc truc,
cho mot vects . Khi d6 c6 bo ba s6 duy nhat (x;y; z)saocho i =x1 +yj + Zk.

B0 ba s6 d6 ciing duoc goi 12 toa dd cua vecto u d6i véi hé toa do Oxyz va
kihiéu # =(x; y;z)hoac u(x;y;z). Vay:

rl?:(x;y;z)@ ux;y;z) e ﬁ:x7+yf+zl_c.l

Hién nhién theo dinh nghia va ki hiéu trén, ta cé
i=(1;0;0) 5 j=(0:1:0) ; k=(0;0:1).
Tai sao néu vecto u co toa do (x ; y; z) d6i véi hé toa do (0; -7, f, l:) thi
x=;t.-i‘ ; y=;.} ; z=:¢.z ?

- o o

Vi du 1. Trong khong gian toa dé (0 SRR k‘), goi 1, J, K la cac diém sao
cho i=0I, j =0J, k = 0K . Goi M la trung diém ciia JK, G la trong tam
tam gidac IJK.

ay Xdc dinh toa do cua vecto OM .
b) Xdc m toa dé cua vecto MG .
Gigi (h.57)

a) Taco
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Tur dinh nghia vé toa do cua vecto, ta dé dang suy ra céc tinh chit sau day :

ﬁ) cdc vecto :;:(x, o583 g=(x2; ¥yi2y) vasok tuyh
taco: ,

Iw=uy & X1=X,y1=0,21=2

2wty =(xtxintyints)
3) kuy = vy s kyy s kzy)

4wy = x % +yi3a + 212

— ,—-2
5) ‘u,l= N e

- + +2;2
6) cos(u,,uz)=_.__.__2___L_____xlx Y2 T 4%

x12+y,12+212 { x22+'y§+z%

: voi ;1-1:6,;-:;#6 :
vu‘——l.Lzﬁ;}.z=0<=>xlx2+yly2+2122=0. j

3. Toa dd chia diém t

‘Trong khéong gian toa do Oxyz, mdi . Py

diém M dugc hoan toan xdc dinh bdi M

vecto OM (h.58). Bdi vay, néu (x; vy ; z) f %

12 toa do ciia OM thi ta ciing n6i (x; y ; 2) et l}

W toa do ciia diém M va ki hiéu 1a . VL

M=(x;y:z)hoac M(x;y;2). B : s Y
xf " I ‘\l ’1’

Nhu vy ; R 1';—;"”

El=(x;y;z)¢;0_bi =x}:+y}+z}<-J Hinh 38

Néu diém M c6 toa do (x ; y ; z) thi s6 x goi 12 hoanh d¢, s6 y goi 1a tung
d¢ va s6 z goi 1a cao do cia di€ém M.

[23ICho h¢ toa do Oxyz va diém M(x; y; z). Tai sao ¢6 cdc khing dinh sau ?
aM=0&x=y=z=0.
b)Me (Oxy) & z=0, ﬂfrcldM=(x:y;O).
Me (Oyz)yex=0,ticlaM=(;y;2).
Me (Oxz)ey=0ticlaM=(x;0;z).
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Vé‘i diéu kién nao cia x, 'y, z thi diém M(x ; y ; z) nam trén mét truc tog do ?

1 B
ﬁ Trén hinh 59 c6 mét hé truc toa dd Oxyz cung véi cac hinh vubng cé canh bang

don vi. |
2
-4 D
/ /JV C
//.r"'
_,!‘/ o ""
//f/ P
e ¥ Lt .____.u—""
/"/.4/ k +=4
e r;. ‘..‘ 9
e //.-’/:”'#"f"]’ —
1A 4
I -
x e
Hinh 59

a) Xéc dinh toa dé clia cac diém A, B, C, D, E.
b) Dung diém P néu P = (3;6; -3).

4. Lién h giita toa dd cla vecto va toa d cla hai diém mat
Cho hai diém A(x4:y4:24) va B(xg; yg:zg). Theo dinh nghia, ta c6
OTi. = (X435 Y45 24) VA OB = (xg:yg; zp). Talai biét ring AB = OB -0A.
Tir d6 ta suy ra toa do cia vecto AB va do dai ctiané :

1) E=(xB—XA; yB _yﬁ; IR _Za).

2) AB={/(xg~x,)’ +yp=ya) +(z=24)"

ﬂ Trong khéng gian toa d6 Oxyz cho bén diém khéng déng phdng A(x,;y 4524 )
B(xgiygizg) Clxpiyeize) Dlxpiypizp).

a) Tim toa dé cla trung diém doan théng AB.
b) Tim toa d6 cla trong tam tam giac ABC.
c) Tim toa d6 ciia trong tam tir dién ABCD.

73



74

Vi du 2. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho bon diém A(5 ; 3 ; -1),
B(2;3:,-4),C(1;2;0),D3;1;-2).

1. Chitng minh rdng :

a) Bon diém A, B, C, D khong déng phdng ;

b) Tt dién ABCD c6 cdc canh doi vuéng gbc voi nhau ;

¢) Hinh chép D.ABC la hinh chép déu.

2. Tim toa do chdn duong cao H cua hinh chép D.ABC.

Giadi

1. a) Ta phai chiing minh ba vecto ﬁ =(2;2; 1), ﬁ =(-1;2;-2)va
DC = (=2 ; 1 ; 2) khéng déng phang. RS rang hai vecto DB va DC khoéng
cung phuong nén néu ba vecto DA, DB, DC déng phéing thi phai cé cac
sd m va n sao cho

-m—-2n=2
mDB + nDC = DA hay {2m+n =2
—2m+2n=1.

Dé thay hé phuong trinh trén vo nghiém, suy ra ba vecto 4y khong déng phang.
b) Tacé DA =(2:2; 1)va BC =(~1;-1; 4).
Vay DABC = -2-2+4=0. Suyra DA L BC.
Lam twong tu ta ciing c6 DB L AC va DC 1 AB.

¢) DA=vV22 +224+12 =3 ;

DB = (1> + 2% +(-2)? =3

DC =+/(-2)* +1%2 + 2% =3.
Tuong tu, ta ciing c6 AB = BC = CA = 32 . Vay D.ABC 13 hinh chép déu.
2. Vi D.ABC 12 hinh ché6p déu nén H trung véi trong tdm tam gidc ABC hay

OH =%(bz+a§+5_é).ﬁld() suy ra

H= §; §—§j u
3 3 3



5. Tich ¢é huéng cla hai vectd
Ta di biét vé tich v6 huéng cua hai vecto. Ta cdn nhé ring tich d6 12 mot
6 va ¢6 thé tinh duoc dé dang néu biét toa do cua hai vecto.
Sau day ta s& néi vé tich cé huong clia hai vecto.
Khac vdi tich vé hudng, tich ¢6 huéng khong phai 1a mot s6 ma 1a mot
vectd, boi vay tich ¢6 hudng con duge goi la tich vecto.

DINH NGHIA 2

Tich c6 huong (hay tich vecto) cua hai vecto u(a; b; ¢) va
V(a's b'; ') la mot vecto, ki hiéu la [i, ¥] (hodc i AD), dugc
xdc dinh bang toa dé nhu sau :

[a’v]:[‘b c|; la b

bl 'l b

¢ a

) )|

¢ a

U =(bc’ ~b’c;ca’ —c'a; ab’ —a’b).

Vidu3.Chou=(1;0;-1)vav =Q2;1;1)thitacs:
- -1 1t o
[“’”]_( 1 2H2 1

A Dai véi hé toa dd (0: T}I:) , hay chimg 0 cac cong thirc sau day dung :

{ (7. 7]=k: 5. k]=0: [k, T]=7. ]

Tinh chat cua tich ¢6 huéng

5

0 -1
1 1

J=(l;—3;l)-
3

Cic tinh chat sau day cua tich ¢6 hudng thuong duge dp dung khi giai mot
$8 bai toan hinh hoc :

4 1. Vecto [, ¥ vuong géc véi cd hai vecto i va v , tic la )
(@, v].5 =i, 3].¥ =0.

2. [a, v =lal.15l.sing@, ©).

\3. [i, 5} =0 khi va chi khi hai vecto @ va ¥ cung phuong.
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Ching minh

1. Gia sw u =(a;b;c) va v =(a’;b";¢"). Tu dinh nghia cua tich ¢6

hudng ta c6

@, v] = (be'=b'cica-caab'—a'h).

Suy ra

[il'. F] a=(be’'=b'a+ (ca'— ¢'a)b + (ab'— a'b)e

=bc'a—-hb'cat+ca'b—c'ab+ab'c —a'be =0.

Tuong tu ta ciing ¢6 |4, v].v =0.

2. Néu mot trong hai vecto & va v la vectd O thi tinh chat 2 la hién nhién,

Biay gio ta xét truong hqp ca hai vecto dé6 déu khic 0. Khi dé. vi

u.y

lal . vl

nén

il Flsin (i, ¥) = [@LI#ly1 - cos? (i, 7

= \/(az + b2+ cz)(a'2+ b2+ c"2) — (ua'+ bb'+ (‘(")2

= \/(bc'— b'e) +(ca-c'a)? +(ab—a'b) = @, 7]

3. Tinh chit nay dugc suy ra truc ti€p tu tinh chdt 2. m

& CHUY

Ta vé cdc vecto OA =i ; OB =T,
Né&u hai vecto # va V' khong cung
phuong (h.60), ta goi S 12 dién tich
hinh binh hanh ¢é hai canh 12 OA
va OB, khi d6

jii.|51.sin (&, ¥) = OA.OB.sin AOB

=S.

Viy d6 dai cha vecto [, ¥] bang s6
do dién tfch hinh binh hanh ndi trén,

tal

-
u

A

Hinh 60



Ung dung cua tich ¢é huong
a) Tinh dién tich hinh binh hanh

Néu ABCD 14 hinh binh hanh thi theo chid y trén, ta ¢é § = ‘[E? E):H .
b) Tinh thé tich khoi hop

Neu ABCD.A'B’C’'D’ la hinh hdp vé6i
dién tich ddy ABCD 1a S, chiéu cao la
h = AH, ¢ 1a géc hgp bai hai vecto
AA" va [AB, AD] (h.61) thi thé tich
cua hinh hop dé 1a

v =Sh=| 4B ap] a0

= |[E E_H Aaal Jcosdl.

Hinh 61

vay V =|4B.aD]. A}
4
") Hay chimng 16 rdng ba vecto @, ¥, w déng phdng khi va chi khi [, v].4 = 0.

Nhu vay, chiing ta nén nhé mot s6 tinh chat lién quan dén tich vé hudng va
tich c6 hudng sau day

iljeiav=0.
uva v cung phuong & [fl, §]=6.
i, v, W dong phdng & [ii, v].% =0.

Vi du 4. Trong khong gian toa do Oxyz, cho bon diém A0 |, 1), B(=1 ;0 2),
C(-1:1;0vaD2:1:-2).

a) Ching minh rang bon diém dé khéng dong phing.

by Tinh d¢ dai duomg cao cua tam gidc ABC ké nr dinh A va bdn kinh
duong tron noi Hép tam gidc dd.

¢) Tinh gé¢ CBD va gée giita hai duong thang AB va CD.

d) Tinh thé tich nt dién ABCD va do dai duomg cao cua nr dién ke nir dinh D.
Giai

a) Bon diém A. B, C, D khong déng phing khi va chi khi ba vecto BA.
BC, BD khong déng phing hay | BA, BC |.BD # 0.
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(0;1;-2), BD=(3;1;—-4).Suyra:

11—(1‘2'1)
o 1 - T

Tacé BA =(1;1;-1), BC =
— (1 -

[BA,BC:I= ; ;

12" |2 0

[BA.BC].BD = (-1)3+2.1+1.(~4) =-5#0.

Vay bén diém di cho khong déng phang.
b) Ta cé

'\’.él

SABc—-I BA, BC"— Ve + 22 41 =

Néu goi AH 12 dudng cao cta tam gidc ABC thi
25aBC V6 _ 6
AH = = =¥
BC 242422 5
Néu goi r la ban kinh dudng tron néi ti€p tam giac ABC va 2p 1a chu vi cua

tam gidc d6 thi S5 = p.r. D& dang tinh dugc
2p=AB+BC+CA=\3+J5+2

. SABC J6
nén ta co = = .
p J5+V3+2 )
¢) cosCBD = cos(BC, BD) = 2<-BD 4
3cllaol V130
Néu goi 12 goc gira hai dudng thang AB va CD thi
|aB.cD

cosar = |cos(AB, CD\ i
3.|cp

d) Ta dé thdy thé tich khéi tit dién ABCD bang 3 thé tich khoi hop c6 ba

canh 12 BA, BC, BD. Nhu vay :
PP =7 — 5
V.nn = — | BA, BC |.BD| =2.

Néu goi DK 1a duong cao cia tif dién ké tit D thi
5 s
"

2

3VABCD n =

DK =
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6. Phuong trinh mat ciu ZT
Trohg khong gian toa d6 Oxyz cho mat
cdu S(7;R) c6 tam I(xy; yg5 Zg) va
ban kinh R (h.62).

Piém M(x ; y ; z) thuoc mat cdu d6 khi v
va chi khi /M = R hay IM? = R?, nghia I |

(0]
(x = x3)? + (v = yp)? +(z - 29)* = R%. - y
Phuong trinh trén duoc goi la phwong Y Hink 62

trinh cua mdt cau S(1 ; R).

Nhu vay, néu biét toa do cia tim va biét ban kinh mit cau thi ta c6 thé dé
dang viét duoc phuong trinh clia miat cau do6.

Mat cdu tam I(xy ; ¥y s 2), bdn kinh R c6 phuong trinh

(x-x0)2 +(y—y0)2 +(z—20)2 =R%.

5

Hay viét phuong trinh mat cdu cé dudng kinh A A, v6i
-Ay={apibpicpva Ay=(ass by, 0p)

theo hai cach sau :

- Tim toa @6 tdm va tinh ban kinh clia mat ciu.

— Nhan xét rang diém M nam trén mat cdu khi va chi khi A4AM.AM = 0.

6

ﬂ Viét phuong trinh mat cdu di qua bén diém A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), C(O; 1; 0), D(0; 0; 1).
Nhdn xét. Néu ta khai trién phuong trinh mat cdu S(J ; R) va viét dudi dang
f(x, y, z) = 0 thi d& thay rang f(x,y.z) la da thic bac hai d6i véi x, y, 2, ¢6
cdc heé s6 cia x°, 2, 22 déu bang 1 va khong c6 cic hang tir chira xy, yz, zx.
Bay gio ta xét van dé nguoc lai : Phuong trinh dang

xl+y2+22+2ax+2b_v+2cz+d=0 (1)

¢S phdi la phuong trinh mdt cdu trong khong gian tog do Oxyz cho trudc

hay khong ?
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2.

80

Phuong trinh (1) c6 thé viét nhu sau :

(.\‘+a)2+(y+b)2+(z+(‘)2=a2+b2+c2—d. (2)
Goi I 1a diém c6 toa-dd (—a ; ~b ; ) va M 12 diém c6 toa do (x ; v 1 o) thi v€
trai cha (2) chinh 1a /M°. BGi vay ta dé dang suy ra :

Neua + b2+ F—d>0th IM=ab + b2 +c2 —d. Vay (1) a phuong
trinh cua mit cau ¢ tam I(—a ; —b ; —¢) va ¢d bdn kinh

R=va® + b2+ —d.
Néu o™ + b+ ¢ — d =0 thi IM = 0 va phuong trinh (1) xéc dinh diém J duy nhat.

Néu «* + b + ¢* — d < 0 thi khong cé diém M nio cé toa do thoa min (1).
Vay :

;
Phuong trinh o+ v+ 24 2ax+ 2by + 2¢z + d =0 la phuong
(% 2 - 2 - N 7 . 2 > Z ~
trinh cua mdt cau khi va chi khi a” + b+ 2 > d. Khi d6 tam

mdt cdu la diém [(—a ; —b ; —¢) va bdn kinh mdt cdu la

R=Va+b2+c2 —d.

7

M6i phuong trinh sau day c¢é phai 14 phuong trinh mét cdu hay khong ? Néu phai thi
hay xac dinh tdm va tinh ban kinh mat cau dé.

a)l 2y —y+ 1 =0 by 3+% + 3_\’2 £33 -20=0;

O 2¢ + 2% = (x+ )~ + 2 —1; d) (x + )% = 2¢y 224 1.

Céau hoi va bai tap
Tw nay rrd di, cdc bai tap lién quan dén toa dé déu dirpe xét trong khong
gian toa dé Oxvz.

Cho cac vecto :

w=i-2jiv=3+5(j-k);w=2i-k+3].
a) Tim toa dd cua cac vecto do.
b) Tim cosin cia cac goc (v, 7). (v, ;) va (v, k).

¢) Tinh cadc tich v6 huong u.v, u.w, v.w,

Cho vectd u tuy v khic 0. Chitng minh rang :

] - = 20 7
cos2 (u, 1) + cos2 (u. j)+ cos” (u, k) =1.



10.

11.

Tim g6c gilra hai vecto u va v trong moi trudng hop sau :
u=:1:D;v=(2:1:-1):
byu=23i+4) ;v =-2j+3k.

o - T = n T hing 2T :
Biét ‘u‘ =2, M =5, gbc gilra hai vecto u va v bang BN Tim & dé vecto

-

p= ku +17v vudng gbc vl vecto c—{ =3u-v.
Cho diém M(a: b ).

a) Tim toa do hinh chiéu (vuéng géc) cua M trén cic mat phing toa do vi
trén cac truc toa do. .
b) Tim khoang cich tr diém M dén cic mat phang toa d6, dén cic truc toa do.
¢) Tim toa d6 cta cdc diém doi xing véi M qua cdc mat phang toa do.

Cho hai diém A(x| ; y; : ;) VA B(x5 ; ¥ ; 25). Tim toa do diém M chia doan
thang AB theo ti s6 k (tic 1a MA = kMB) ., trong d6 k # 1.

Cho hinh binh hanh ABCD v6i A(-3 ; -2;0),B3:-3:1),C(5:;0:2).
Tim toa do dinh D va tinh gbéc gitra hai vecto AC va BD.

a) Tim toa do di€ém M thuoc truc Ox sao cho M cach déu hai diém A(l ;2 3)
va B(=3;-3:2).

b) Cho ba diém A(2; 0; 4). B(4; /3 1 5) v C(sin5t ; cos3t ; sin 31). Tim ¢
dé AB vuong géc véi OC (O 1a géc toa do).

Xét su ddng phang cua ba vecto u, v vaw trong méi trudng hop sau :

ay u(4:3:4), v(2:-1:2), w(l:2:1);

by a(1:=1:1), v(0:1:2), w(d:2:3);

Q) u(4:2:5, v3:1:3), w(Z;0;1).

Cho ba diém A(1:0;0),B(0;0;1),C2:1; 1.

a) Chitng minh A, B, C khong thang hang.

b) Tinh chu vi va dién tich tam gidc ABC.

¢) Tinh d6 dai duong cao cua tam gidac ABC ké tir dinh A.

d) Tinh cédc géc cua tam giac ABC.

Cho bdn di€fm A(1 ;0:0),B(0:1;0),CO;0: 1)vaD(=2;1;=2).

a) Chiing minh ring A, B, C, D 12 bén dinh cia mét hinh td dién.
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b) Tinh géc gifta cic dudng thing chita céc canh déi cla ti dién dé.
c) Tinh thé tich tit dien ABCD va d6 dai dudng cao cla tit dién ké tir dinh A.

12. Cho hinh chép S.ABC c6 dudng cao SA = h, ddy la tam gidc ABC vuong
tai C, AC = b, BC = a. Goi M 14 trung diém cta AC va N la diém sao cho

SN = 3B
3
a) Tinh d6 dai doan thing MN.
b) Tim sy lién hé giiva a, b, h € MN vuéng géc véi SB.
13. Tim toa 46 tAm va tinh bén kinh ctia méi mit cdu sau day :
a)x2+y2+22—8x+2y+ 1=0;
b)3x2+3y2+322+6x—3y+ 15z-2=0:
c) 9x2+9y2+922—6x+ 18y + 1 =0.
14. Trong mdi trudong hgp sau, hdy viét phuong trinh mat ciu :
a) Di qua ba di€ém A0 ; 8 ; 0), B(4; 6;2), C(0; 12 ; 4) va ¢6 tam nim trén
mp(Oyz) ;
b) C6 ban kinh bang 2, tiép xiic v4i mat phing (Oyz) va c6 tm nam trén tia Ox ;
c) Cé tam /(1 ; 2 ; 3) va ti€p xdc v6i mp(Oyz).

PHUONG TRINH MAT PHANG

zt
1. Phuong trinh mit phing
Vectd n=0 goi 1a vecto phdp tuyén d
cha mat phing (@ néu gia cia n I M
vuéng géc v6i mat phang (a). \‘M
RG rang néu 7 la vecto phdp tuyén cla
mp(c) thi kn (k+#0) ciing la vecto 0 s
phap tuyén cua mp(@). y
' Hinh 63
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Trong khong gian Oxyz, cho mat phang (@) di qua di€ém M (xq;yy;20) va
cd vectd phdp tuyén ;(A ; B, C). Chi § rang vi n#0 neén
A?+B* +C? > 0. Khi d6, diéu kién cin va di dé diém M(x; v ; 7) thudc
(@) 1a n.MgM = 0 (h.63), hay

[A(x —Xg) + B(y —yg) + C(z —zp) = 0. W (D

Nhdn xét. Néu ta dat D = —(Ax, + By, + Cz;) thi phuong trinh (1) tr& thanh :

[ Ax+By+Cz+D =0, trong d6 A2+B2+C2>a 2)

Phuong trinh (2) goi 1a phuwong trinh 1ong quat ciia mdt phang (&) hay néi
-gon 1a phuong trinh mp( o).

Nhu vay, ta dé dang viét dugc phuong trinh mat phéng néu biét toa do cua
mot diém thudc nd va toa do mot vectd phdp tuyén cia né.

Vi du 1. Viér phuong trinh mdt phang (@) di qua ba diém M ; | ; 1),

N({1;-2;0)vaP(1;0;2).

Gidi. Ta c6 MN =(1;-3:;-1) va W=(1 ;—1;1). Tir 46 ta tinh duoc
= [W, W} =(—4;-2;2). Vecto n £ 0 vuong goc vdi ca hai vecto

MN, MP nen n la mot vecto phap tuyén cia mat phang (). Nhu vay, (@)

13 mat phing di qua diém M va cé vecto phép tuyén 1 nén cé phuong trinh

-4x-0)-2(v-1)+2z-1)=0hay2x+v—z=0. =

1

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(1;-2;3) va B(-5;0;1). Hay viét phuong

trinh mat phang trung trUC (P) cba doan thing AB,

Nhu vay, mdi mit phang déu c6 phuong trinh dang (2). Dinh Ii sau day
khing dinh diéu nguoc lai’

DINH Li

Trong khong gian Oxyz, méi phuong trinh
Ax+ By +Cz+D =0véi A*+ B>+ C* >0
déu la phuong trinh cia mot mat phdng xdc dinh.
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A

2 (d€ ching minh dinh Ii).
Ldy mét nghiém (xq 5 ¥y 5 z) nao @6 cila phudng trinh (2), tdc 1a
Axg+ By, +Czy+ D =0.
Goi (P) la mat phAng di qua diém My(x, 5 ¥ ; o) va cb vectd phap tuyén la

n(A: B;C). Hay vi6t phuong trinh cta (P) d& thdy ring né tuong duang vai
phuong trinh (2).

2. Cac truéng hop riéng

A

84

Chiing ta hiy xét mot s trudng hop rieng clia phuong trinh mat phing va
néi rd trong méi trudng hop dé, mat phing cé dac diém gi.

3

Trong khéng gian Oxyz, xét mat phdng (@) cé phuong trinh -
Ax+By+Cz+D=0.

Hay giai thich vi sao ta cb cac khdng dinh sau day :

a) Mat phang (o) di qua géc toa @6 O khi va chi khi D = 0.

b) Mat phlng () song song (ho3c chira) truc toa A6 Ox khi va chi khi A = 0.

Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hgp B = 0 va trudng hgp C.= 0.

c) Mat phang (a) song song hoac trung véi mat phadng (Oxv) khi va chi khi
A=B=0.

Hay phat biéu két luan tuong tu cho trudng hgp B=C =0 va trudng hgp C = A = 0.

Sau day ta xét truong hop mat phing ¢ phuong trinh
Ax+By+Cz+D=0vdi cdc hé s6 A, B, C, D déu khdc 0.

Khi dé6 bang céch dat a = —%. b= —% , = —%, ta dua phuong trinh trén
vé dang

X y z

—+=+—-=1. " (3)

a b ¢

R rang mat phing c6 phuong trinh (3) cit céc truc Ox, Oy, O: l4n luot tai
céc diém M(a ;0 0), N(O: b ; 0) va P(0 ; 0 ; ¢). Do dai dai s6 cia cic

—_— ——

vecto OM, ON, OP trén céc truc toa do chia ching 14n luon la OM =a ;

ON = b ; OP = ¢. Bdi vay phuong trinh (3) duoc goi 12 phuong trinh mat
phang theo doan chdn.



Vi du 2. Trong khong gian Oxyz, cho diém M = (30 ; 15 ; 6).

a) Hay viét phwong trinh mdt phang (&) di qua cdc hinh chiéu cia M trén
cdc rruc toa do.

b) Tim toa do hinh chiéu H cua diém O trén mp(a).
Gidi
a) Céc hinh chi€u clia M trén cac truc toa dé 1a cac diém (30;0; 0), (0; 15; 0)
va (0 ; 0 ; 6). Phuong trinh mp(a) di qua ba diém dé 1a

P A hay x + 2y + 5z - 30 =0.

30 15 6
b) Diém H nim trén mat phing (@) va vects OH cung phuong véi vecto
phdp tuyén #(1;2;5) cua (@), tuc 1a OH = 1. Boi va)}, néu goi (x;y; 7)
la toa d6 cua H thi '

x+2y+5:-30=0

x=t
y =2t
z =251

Bang céach thay cdc gid tri x, y, z tir ba phuong trinh cuéi vao phuong trinh dau,
tadugcr+ 4t +25t—30=0. Tyddtatimdugcr=1vadodd H=(1;2;5). m

3. Vj tri tuong déi giira hai mit phing
Hai bo s ti 1é
Xétcdc bo ns6 (x5 Xy ;... x,) (n> 2), trong d6 cic s6 x;, X3, ..., X, khong
ddng thoi bang 0.
* Hai b0 56 (Ay; Ay ;... A,) va (B ; By ;...; B,) nhu the duogc goi la 1/ 1é
voi nhau (hay 7 1¢) néu cé6 mot s6 ¢ sao cho Ay = 1By, Ay = 1B,,...,A, =1B,.
Khi d6 ta viét

A A A
Al:AQ:...:A,,=B‘:BZ:...:B,,hoacBT=B—2=...=—Bi-.
Theo dinh nghia dé, ta c6
$ 2322 —4: r_=2_3 =1
1: 2.3—2.—4.6hay2—_4-6(0dayt 2),

2:0:4:0:1:0:2:0hay%=%=%=% (0 day t =2).

* Khi hai bo s6 (4 ; Ay ;...5 A,) va (By; By ;...; B,) khong ti 1¢, ta viét
I At A . tA, #B B ... B

ne
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Vidu:1:5:-2:4#1:-2:5:4,
1:0:1:2#1:4:1:2.
* Ta hay xét trudng hop hai bo s6 (A; ; Ay 5...0 A) va (B By ;... lf,,j ti
1¢, nhung hai bd s6 (A} ; Ay ;...i A, 54,4 ) va (B3 By ;...;B, i B,,))
khong ti &, Diéu d6 c6 nghia 1 : ¢6 6 £ sao cho A = 1By, Ay = tB,....,A, = tB,
nhung A, ., # 1B, . Trong truong hgp do, ta viét :
A A A Ay
B] B2 Bn Bn+l
Vi tri tuong déi giira hai méit phang
Trong khong gian Oxvz cho hai mat phang (&) va (&) 1an Tugt c6 phuong trinh :
() :Ax+Bv+Cz+D=0

(@):A'x+By+C'z+D =0;
ching ldn lugt cé vecto phip tuyén 1a 7 (A : B; C) va n'(A"; B'; C').

Néu A:B:C# A':B':C' thitacé thé ndi gi vé hai vecto n(A;B;C)

&
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va (A" B C') va do dé néi gi vé vi i tuong doi gifta hai mdt phdang
(@) va(e)?

B oy ta xét fruc R A Bt A_B_C
ay gigta xéttruonghop A: B:C=A":B':C hayT_—_F,

4
Hay xét vi tri tuang d5i gifa hai mat phang () va(¢) trong méi truding hop sau:
A_B_C_D C

= # N b)i—_‘gz—:_D_
A A' B' D'

a) '_l—:’ r
B CD C

Tém lai ta ¢6 :

/Cho hai mdt phdng (@) va (') ldn luot ¢6 phuong trinh : \
() :Ax+By+Cz+D=0
(&) Ax+By+Cz+D'=0.
a) Hai mdt phang dé cdt nhau khi va chikhiA:B:C#A : B : C".
b) Hai mdt phang dé song song khi va chi khi
A B C ¢_2

AI - B' - Cl DI '
¢) Hai mdr phdng dé tring nhau khi va chi khi

\_ ATE D J




Hai mdt phédng (@) va (&) nbi trén vuong géc véi nhau khi nao ?

5

Cho hai m3t phdng (@) :2x —my+ [0z +m+1=0
Bix-2v+Bm+1z-10=0.

Hay tim gia tri ca m d& ;

a) Hai mat phAng d6 song song ;

b) Hai mat phdng d6 triing nhau ;

¢) Hai mat ph3ng d6 cit nhau ;

d) Hai mat phing d6 vubng géc véi nhau.

4. Khoang cach tir mét diém tél mat mit phing

Trong khong gian Oxyz, cho di€m My(xy ; ¥ : zp) VA mat phang (&) c6
phuong trinh : Ax + By + Cz + D = 0. Hoan toan tuong tu nhu céng thitc
tinh khodng céch tit mét diém tdi mor dudmg thdng trong hinh hoc phéng,

ta c6 céng thirc sau day vé khoang cach d(M,, (@) tir di€ém M t6i mp(a) :

dMy, () =
° JaZ + B2 + 2

|Axg + Byy + Czy + D

8

Tinh khodng céch gilra hai mat phdng ¢6 phudng trinh I8n lugt 14 :
3x-y+2z-6=0 vad 6x-2y+4:+4=0.

Vi du 3. Cho 1 dién OABC c¢6 ba canh OA,
OB, OC déi mot vuong géc, OA = a, OB = b,
OC = c. Tinh do dai duong cao cua tw dién
ke tir O. '

Gidi

Vi ba canh OA, OB, OC 46i mdt vudbng géc
nén ta cé6 thé chon hé toa d6 cé6 géc
A0OvicoA=(@;0;0,B=(0;5b;0),
C =(0;0; c) (h.64). Khi 46 mp(ABC) cb
phuong trinh theo doan chin 12

A o

4

X
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by Sy Lo
S A -

Chiéu cao % cén tim la khoang céch tir diém O 16i mp(ABC) nén
!0 +0+0- 1| abe
J_ i C AR+ v PR

Vi du 4. Cho hinh ldp phuwong ABCD.AB'C'D’ canh a. Trén cdc canh AA’, BC,
C'D’ lan heot ldy cdc diém M, N, P sao cho AM=CN=DP=1,véi 0 <t<a.
Chiimg minh rdng mp(MNP) song song véi mp(ACD") va tinh khodng cdch
giita hai mdt phdng dé.

L3

Gidi g
Chon hé toa do Oxyz ¢6 gbc O tring v6i D P :
D, céc truc Ox, Oy, Oz lan luqtdiquaA SN -
C va D" nhu & hinh 65. Khi d6 : At B
A=(@:0;0),C=0;a;0,D'=0;0;a, | /
M=(a;0:;0),N=(t;a;0),P=(0;t;a).
M " A
: _ ; o
Phuong trinh theo doan chén cia [/ .- N d
mp(ACD’) 1a : g B
. : \ : nh 6
£+Z+—=1hayx+y+z—a=_0. S
a a a '
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Mat phang d6 c6 vectd phép tuyén n=(:1

Mat khéc, mp(MNP) ¢6 vecto phép tuyén 12 n' = [ MN, MP .
Ta cé m\f:(r a,a;-1; MP-—(—a t.a-1t).

Tir d6 ta tim dugc toa do cta 7 1a

2 - g 2

n'=(a +t°—at;a" +t° —at ; a® +1 - at).

Ba&i vay hai vecto novan cung phuong ; ngoéi ra dé thdy diém M khong
nam trén mp(ACD") ; do d6 mp(MNP) // mp(ACD").



15.

16.

17.

Khoang cich d gifta hai mat phing d6é biang khoang cdch tir di€ém M cia
mp(MNP) t&t mp(ACD’) nén ta c6

[N

a+0+1-d 3

d= ==
\/12+12+1“ 3

Cau hdi va badi tap
Trong mdi trudong hop sau, viét phuong trinh mat phang :
a)DiquabadiémM(2:0;-1), N(1;-2;3),P(0;1;2);
b) Di qua hai diém A(1 ;1 ;=1), B(5; 2 ; 1) va song song Vdi truc Oz ;
¢) Bi qua diém (3 ; 2 ;~1) va song song v6i mat phang c¢6 phuong trinh
xX=5v+z=0; '
d) Di qua hai diém A0 ; 1 ; 1), B(-1; 0 ; 2) va vubng géc v4i mat phang
x=-y+z+1=0;
e)biqua diém M(a ; b ; ¢) (v6i abc # 0) va song song vGi moOt mit phéng toa d6 ;

g) Di qua diém G(1 ; 2 ; 3) va cét cic truc toa do tai cic diém A, B, C sao
cho G ]a trong tam tam giac ABC ;

h) Pi qua diém H(2 ; 1 ; 1) va cét céc truc toa do tai cic diém A, B, C sao
cho H 1a truc tAm cua tam gidc ABC.

Xét vi tri rong d6i cla méi cap mat phang cho bdi cdc phuong trinh sau :
a)x+2y-z+5=0 va 2x+3y—-7z-4=0;

b)yx-2y+:-3=0 va 2x-y+4z-2=0;

Ox+y+z-1=0 va 2x+2y+2243=0;

d)3x—2y+3:2+5=0 va 9x-6y-92—-5=0;

e)x—y+2z-4=0 va 10x—10y+20z-40=0.

Xidc dinh gi4 tri ciia m v n d€ mbi cap mat phing sau day song song :
a)2x+ny+2:4+3=0 va mx+2y—-4z+7=0; ;
b)2x+y+mz—2=(3 va x+ny+2:+8=0.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

50

Cho hai mit phing c6é phuong trinh 1a
2.t—my+3£—6+m=‘0

va m+3Dx-2y+Sm+ 1)z2-10=0.

Vi gid tri nao cha m thi :

a) Hai mat phang d6 song song ;

b) Hai mit phing dé tring nhau ;

c) Hai mat phing dé cit nhau ;

d) Hai mat phang d6 vuéng géc ?

Tim tap hop c4c di€m cich déu hai mét phing (@) va (a’) trong méi trudng
hop sau : :

a) (o) :2x—y+4z+5=0, () :3x+5y—-z—-1=0;
b)(a):2x+y-2z-1=0, () :6x—-3y+22—-2=0;

() x+2y+z—-1=0, () :x+2y+2z+5=0.

Tim khoang cdch giita hai mat phang

Ax+By+Cz+D=0 va Ax+By+Cz+D’'=0
v6iD#D’".
Tim diém M trén truc Oz trong méi trudong hgp sau :
a) M c4ch déu diém A(2 ; 3 ; 4) va mit phing 2x + 3y + z ~17=0;
b) M cich déu hai matphdng x+y—-z+1=0vax—y+z+5=0.
Cho tit dién OABC cé cac tam gidc OAB, OBC, OCA la nhilng tam giac

vubng dinh 0. Goi e, B, yl4n lugt 12 géc giita mat phdng (ABC) va cdc mat
phéng (OBC), (OCA), (OAB). Bang phuong phap toa d6, hiy ching minh :

a) Tam gidc ABC cé ba g6c nhon ;

b) cos a + cos® B +cos? y = 1.

Vi€t phuong trinh mat phing song song véi mat phing 4x + 3y - 122+ 1 =0
va ti€p xic v6i mat clu c6 phuong trinh :

x2+y2+22—2x—4y—6z—2=0.



PHUONG TRINH PUONG THANG

1. Phuong trinh tham s& va phudng trinh chinh tic clia dudng thing

Trong khong gian Oxyz, cho dudng thing d di
qua diém My(xy ; vo 5 2o) VA cé vecto chi

phuong wab;c) (h.66). Vi u %0 nén ta phai /‘}.//
c6at+b?+c2>0. g

d_~
Ta biét ring diu kién cdn vd d0 dé diém /0 3
X

M(x;y;z) nim trén dudng thing d 1a vectd
m cung phuong véi vecto u, titc 1a c6 s6 Hinh 66
te R sao cho W = ra.Chtiyr?mg

W=(x—x0 ;y—lyoz z~ zg)

nén diéu kién néi trén tuong duong vdi :

x=x0+ar
y =5y +bht, te R (1)
‘|\2=20+(/‘t

Hé phuong trinh (1) dugc goi 14 phuong trinh tham s6 cua duong thang d
v4i tham s6 ¢. Vi mbi ¢ € R, hé phuong trinh trén cho ta toa dd (x ; v ; 2)
clla mot diém nam trén d.

Nguoe lai, mdi he phwong trinh dang (1) véi a” + b* + ¢> > 0 déu 1 phuong
trinh tham s6 cihia dudng thing d di qua diém (x4 ; yq ; zg) VA ¢6 vecto chi
phuong 12 u(a ; b ; ¢).

Tir nay, dé don gian, trong phuong trinh (1) ta khéng viét ¢ € R.
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A

1

Cho duang th&ng d cé phuong trinh tham sé :
x=1-2t
v=2+1
z=2¢.

a) Hay tim toa d6 mot vecto chi phuong cla d.

b) Xac dinh toa do clia cac diém thudc d iIng vligiatrir=0,¢t=1, = -2.

c) Trong cac diém A(3 ; 1 ; =2), B(-3;4;2),C(0; 2,5; 1), diém nao thudc d, diém
nao khéng ?

Xét dudng thiang d c6 phuong trinh tham s6 (1).

Trong trudng hop abc # 0, bang cdch khu ¢ tir cdc phuong trinh cta he (1),
ta dugc :

= , voi abc # 0. )

I—ony—yo Z—ZO
a b ¢

Hé phuong trinh (2) dugc goi 12 phicong trinh chinh tdc cha dudng thing d.
Nguoc lai, méi hé phuong trinh nhu thé€ déu 1a phuong trinh chinh tic cha mét
dudng théng hoan toan xac dinh, d6 la dudng théng di qua diém (X5 Yo s Z¢)
va ¢6 mot vecto chi phuong 1a ;(a i b o).
2
Cho hai mat phdng (&) va (a') cé phuong trinh :

(@):2x+2y+2z-4=0

(a'):2x—y—z+5=0.
a) Hay giai thich tai sao hai mat phdng (&) va (') cét nhau.
b) Goi d | giao tuyén cha hai mat phdng (o) va (a'). Hay tim toa do cda mét
diém thuéc d va xac dinH toa d clia mdt vecta chi phuong clia d.
c) Viét phuang trinh tham s& va chinh tic cha dudng thing 4.

2. Mot s6 vi du

92

Vi du 1. Viét phuong trinh tham so ciia duong thang d di qua hai diém
phdn biét A(1;0;-2)vaA'2;1;1).

s Je

Giai

Vecto AA' = (1;1;3) 12 mot vecto chi phuong cla d, ngoai ra 4 di qua diém A
nén d c¢6 phuong trinh tham sé 1a



x=1+1¢
y=t
=243 0

I

Vi du 2. Trong khong gian toa do Oxyz, cho tu dien ABCD vai

A=(0;0;2), B=(3:0;5),C=(1;1;0), D=(4:1;2).
a) Viét phuong trinh tham sé cua duong cao tit dién ABCD ha tir D.
b)Y Tim toa do hinh chiéu H cua D trén mdt phdng (ABC).

Gidi

a) Tacé AB =(3;0:3), AC = (1;1;~-2).

Vi [ﬁ,ﬁ] = (=3;9; 3) nén mot vecto phéap tuyén cia mat phang (ABC)
la n=(1;-3;-1).

Vay phuong trinh tham s& cua dudng cao d ha tir D cia ti¢ dién la

x=4+1
d:<y=1-3¢
z=2-1

b) Mat phing (4BC) c6 vecto phap tuyén n =(1;-3;-1) va di qua
A(0;0;2) nén c6 phuong trinh la

l(x~0)—3(y—0)—l(z—2) =0
hay x -3y —z+2=0.
Hinh-chi€u H cla D trén mat phang (ABC) 1a giao diém cia dudng thang 4
v6i mat phang (ABC). Dé tim toa d6 diém H, ta giai hé gdm cdc phuong
trinh ciia dudng thang d va mp(ABC) :

x=4+¢
v=1-3
z=2—-1t

x—3y-z+2=0.
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Thay cdc gid tri cha x,y,z trong ba phuong trinh ddu vao phuong trinh

cudi,tacé 4+1-3(1-31)-(2-1)+2=0. Ttrdc’)suyrat=—1il- Do 46

\z=2+-11—1 %
Viy H={%;%;%). [ ]

Vi du 3. Cho hai mdt phing (@) va (&') ldn lugt c6 phuong trinh
x+2y-z+1=0 va x+y+2z+3=0.

Chimg (3 rdng hai mdt phdng dé cdt nhau va viét phuong trinh tham so cua

giao tuyén hai mdt phdng do. ‘

Gidi

Hai mat phang da cho cit nhau vi b6 ba s (1 ; 2 ; —1) khong ti 1€ véi bo ba

s6 (1;1;2). ~

Goi d 12 dudng thang giao tuyén cla ching. Pudng thang d gém céc diém

M(x; y; z) vita thude (@) vira thude (&) nén toa do clia M 1a nghiém cuia hé :
X+2y—z+1=0

d (1)

x+y+2z43=0. ~

Bay gid ta co thé viét phuong trinh tham s& cla d bing mot trong cac cdch

sau day :

Cdch 1. Tim toa do mot diém A thudc d va mét vecto chi phuong cua né roi
viét phuong trinh tham s6 cua d.

Cu thé 13, trong hé (1) cho z = 0 réi tim x va y, ta dugc x = =5,y = 2.

Vay diém A(-5;2;0) thudc d.

Goi ;1’ =(1;2;-1) 1a vecto phdp tuyén cia mat phang (), ny = (1:1;2)

1a vectd phép tuyén clla mat phang (¢'). Dudng thang d vuong goc v6i hai

vecto n; va ny nén nd c6 vecto chi phuong la u = [ni, n2] =(5:;-3;-1).



Vay, phuong trinh tham s6 cia dudng thang 412

xX=-=-5+5¢
y=2-3
2=

Cach 2. Tim toa do hai diém phdn biét A va A’ thujc d réi viét phuong
trinh duong thdng di qua hai diém dé.

Cu thé 1a : Trong hé (1) cho z = 0, ta tim dugc x = -5, y = 2. Vay diém
A(-5; 2; 0) thuoc d. .

Laichoz =1, tadugec x=-10,y = 5. Vay A'(-10; 5 ; 1) ciing thugc 4.
Vecto chi phuong ciia d1a AA' = (=5 ; 3 ; 1) nén d c6 phuong trinh tham s6 12 :

x=-10-5¢
y= 5+3¢
z=1+1¢

Cdch 3. Trong hé (1) cho z =t réi tim x va y theo t, ta duge

x==-5-5¢
y=2+3t
zZ =1

D6 ciing 1a phuong trinh tham s6 clia dudng thingd. ®m

Vi du 4. Cho hai duong thdang d; va d, ldn ot ¢6 phuong trinh la

xX=1
N P x_y-l_z+2
dy:qy 1—4t va dy: 2 I o
z=6+ 6t

Viét phuong trinh chinh tdc ctia duomg thdng dy di qua diém M(1 ; -1 ; 2),
vuong goc vdi ca d; va ds.

Gidi
Céc duémg thang d| va d, 14n lugt c6 vecto chi phuong 12
ul(l -4 ;6) va u2(2 1;-5).

95



Dudng thing dy vudng géc vdi ca d; va d, nén mot vecto chi phuong cia
dy 12 iy = [E, g | Ta tinh duoe w3 = (14;17;9) va do d6. ds c6 phuong
trinh chinh tic 1a

x—lzy+l=z—2
14 17 9

3. Vi tri tuang d&i giira hai dudng thing
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Trong khéng gian, cho duong thang d di qua diém M, c6 vecto chi phuong
# va dudng thang 4’ di qua diém My, c6 vectd chi phuong u'. Dua vao ba
vecto u,u' va MyM,) , ta c6 thé bi€t dugc vi tri tuong d6i gita hai dudng
thing d va d’.

Hinh 67

Cu thé 13 :

a) d va d’ tring nhau khi va chi khi ba vecto 17, u' va MMy doi mot cung
phuong (h.67a).
b) d // d' khi va chi khi u va ' cling phuong nhung khong cling phuong véi
MyM{ (h.67b).



c) d va d’ cit nhau khi va chi khi II va o’ khong cung phuong, d6ng thoi
ba vecto u, u' va -A;(;—% déng phing (h.67¢).

d) d va d’ chéo nhau khi va chi khi 4, 4’ khong déng phang, hay khi va chi
khi ba vecto u, u' vi MyM{, khong déng phang (h.67d).

Vaytacéd:

ﬁé d’ trung nhay & W Vi MOM(') doi moét cung phuong \

e [uu]=[u MeMg | = 0.

u va u' ciing phuon , ;,; =0
dl/d <& <. __g P . [ﬁ -
u va MyM; khong cung phuong [u, MOM(')] # 0.

uva i khong cung phuong

d vad’' cit nhau < _ .
u, u' va MyM, dong phang

o e

wu | MM, =0.

d va d’ chéo nhau < u. u' vi MyM, khong ddng phang
o uu']. Mg 0. J

EIKhi nao hai duong thdng d va d' néi rrén vuéng géc vdi nhau ?

Vi du 5. Trong khong gian Oxyz, xét cdp duomg thang d,,, d’,, ¢6 phuong

trinh la
x=1+nm x=m-2r'
dy, . {y=m+2t d,:1y=mt
2=1~-m-31 z=1l—-m+1'.

Xdc dinh vi tri twong déi giita hai duong thang dé tuy theo gid tri cia m.

7- HINH HQC 12 (NC)- A 97
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Gidi

Duong thing d,, di qua diém M(1 ; m ; 1 — m) va c6 vectd chi phuong la
ii=(m;2;-3). Puong thang d’,, di qua diém M'(m 0 ; 1 — m) va c6 vectd chi
phuong la ; =(-2;m;1).Tacd W=(m—1 1—m;0).

Tir d6 ta tinh duoc
el Beyry 2 1
[ '] MM = am® — Tm —2 = 4(m —2)[m +ZJ'
Vay :

Néum=#2 vam# —:li thi hai dudng thang di cho chéo nhau ;

Néum=2thi u=(2:2;-3) va ;'z(—2;2;l) khong cung phuong,

suy ra hai dudng thang da cho cit nhau ;

Néu m =vl thi % = [-—l ;2 ;—3j va 0 = [—2 : _1 : IJ ciing khong
4 4 4

cing phuong, suy ra hai dudong thang di cho cit nhau. B

F cHov

Néu biét phrong trinh ctia hai dudng thing d va d’ thi ta cling c6

thé xét vi tri tuong d6i gita chiing bing céch giai hé gém cdc

phuong trinh xdc dinh d va d’ d€ tim giao diém.

Néu hé phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat thi d va d’ cit nhau.

Néu hé phuong trinh ¢6 v6 s6 nghiém thi d va d’ tring nhau.

Néu hé phuong trinh vé6 nghiém thl d va d’ song song hoac chéo

nhau, song song néu hai vecto chi phuong cua ching cung

phuong, chéo nhau néu hai vecto dé khong cung phuong.

Vi du 6. Cho duomg thdng d la giao tuyén cvia hai mdt phdng
(a):x+)-‘=0 va (a') :I2x~y+z—15=0

va duong thang d’ ¢6 phuong trinh

x=1-t
yv=2+2t
z =23,

Xdc dinh vi tri tuong doi giita hai duong thdng d va d'.

7- HINH RQC 12 (NC) - B



Gidi

Cach 1

Trong hé gém hai phuong trinh cia hai mat phing (&) va (&), ta cho
¥ =0 thiy=0vaz=15. Vay diém M(0; 0 15) nim trén d.
Laichox=1thiy=-1vaz=12. Vay diém N(1;~1; 12) nam trén d.

Nhu vay d 12 dudng thang di qua M va c6 vecto chi phuong

u=MN=(;-1;-3).
Dudng thang d’ di qua M’(1 ; 2 ; 3) va c6 vecto chi phuong
';=(—1;2;O).
Taco MM' = (1;2;-12).
D& thdy ring MM = 4u + 30, tic 1 ba vecto u, u', MM’ déng phang.
Ngoai ra hai vecto uu khong cing phuong.
Tir d6 suy ra hai duong thang d va d’ cit nhau.
Cdch 2
Mat phing (@) c6 vecto phap tuyén 1a ;2—;(1 ;1:0).
Mat phang (&) ¢6 vecto phap tuyén la 6(2 —151).

Do d6, vectd chi phuong clia d 1a u = [;z-{ ;;] =(1;-1;-3).

Pudng thang d’ ¢6 vecto chi phuong 1a u' = (-1;2,0).

Tac [uu'|=(6:3;1)#0.

Mat khéc, diém My (0;0;15) e d, diém My(1:2;3)e d',

MMy =(1;2;-12).

Ta suy ra l:—l;, ;‘}.MOM(') =0.
Vay hai dudng thang 4 va d’ cit nhau.
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Cach 3

Dé tim toa do giao diém ciia d va d', ta giai hé phuong trinh sau day :
(x+y=0 .

2x =y+2-=15=0

tx=1-t

y=2+2

tz =3

Biang cdch thay cédc gid tri cta x, y, z 0 ba phuong trinh cudi vao hai phuong
trinh dau clﬁa hé, ta duoc

21-0-2+20)4+3-15=0

Il-t+2+2t =0

~4t-12=0

& <t =3,

t4+3=0

Khidéx=4,y=—-4,z=3.

Vay hai dudng thing d va d’ cit nhau tai diém (4;-4:3). 'm

4. M6t sé bai toan vé tinh khoang cach
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Ta da c6 cdc cong thic dé tinh khoang céch gifta hai diém va khoang céch
tir mot diém t6i mot mat phang. Bay gid, ta xét khoang céch tir mot diém
t6i mot dudng thing va khoang cdch giita hai dudng thing chéo nhau. -

Bai toan 1. Tinh khoang cdch h tir mot
diém M dén dwong thdng d di qua diém
My va c6 vecto chi phuong u.

Cdch gidi '

4

Goi U la diém sao cho MU = u (h.68). P

Néu M ¢ d thi dién tich § cia hinh binh
hanh ¢6 hai canh MM va MU 1a

Hinh 68



- |

s = MoM. MoU || = [ Moh. s

Vi khoang cdch h cén tim Ja chiéu cao cua hinh binh hanh tng vdi canh
MyU nén ta co

o]

i

Néu M € d thi hién nhién i = 0 va cong thic néi trén vin ding. =®

3
ﬁ Tir khodng cach tir diém M (4 ;-3 ;2) dén dudng thang d ¢6 phuang trinh

X+2 v+2 =z

3 2 -1
Bai toan 2. Tinh khodng cdch h giita hai duong thang chéo nhau dy va d,.

biét dy di qua diem M, va ¢é vecto chi phuong wy 5 dy di qua diem M+ va

C6 vecto chi phuong uy .

n

Cdch gidi (h.69)
Ly cdc diém U, va U, sao cho
MU, = u; ; MyUs = uy . Xét hinh hop

ch ba C@.nh li\l MIU], MzUz, M1M2 Ta
biét rang thé tich V cta hinh hop d6 12

v = MU, MU | M)

\[ul uz] Mle *

Hinh 69

Néu ta xem MM, la canh bén cia hinh hop d6 thi dién tich mat ddy cua
hinh hop 12§ = [ i, 45 |
va d, chinh 12 chiéu cao cua hinh hop. Vay ta ¢6 :
[q 6] : Mle‘

wa)

Khi dé, khodng cach h giita hai dudng thang d,

h =
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4
]% Hay tinh khoang cach giifa hai duang thng chéo nhau d,,d, cé phuang trinh
nhu sau : '

x=1+¢
dlz‘—z'—'w—: 3 Va dy 1 qy=-2+t

z=3-1,
Céu héi va bai tap

24. Viét phuong trinh tham s6 va chinh tic (n€u cé) cta cic dudng thang
sau day : ' '
a) Cac truc toa d6 Ox, Oy va Oz ;
b) Cic dudng thang di qua diém My(xy 5 yo 5 zo) (Vi Xg.yp-29 # 0) va song
song véi mdi truc toa do ;
¢) Pudng thang di qua M(2 ; 0 ; —1) va c6 vecto chi phuong u(-1;3 :5) ;
d) Puong thang di qua N(-2 ; 1 ; 2) va cé vecta chi phuong #(0;0; - 3) ;
e¢) Pudng thiang di qua N(3; 2 ; 1) v vuéng géc v3i mit phang

2x=5y+4=0;

g) Dudng théng di qua hai diém P(2;3;-1) va O(1 ; 2 ; 4).

25. Viét phuong trinh tham s6, chinh tic (néu c6) clia cdc dudng thang sau day :

a) Pudmg thang di qua diém (4 ; 3 ; 1) va song song vdi dudng thang c6
phuong trinh :

x=142t
y=-3t
z=3+2t

4

b) Pudng thang di qua diém (-2 ; 3 ; 1) va song song v6i dudng thing c6
phuong trinh :

x—-2 _ y+1 _ z+2
2 1 3
26. Viét phuong trinh hinh chiéu vuong géc clia dudng thing
x—1 =y+2 _z-3

d: = 3 1

trén méi mat phang toa do.
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27.

28.

29.

30.

31.

X =1
Cho dudng thang d : <y = 8 + 4t vamit phang (P):x+y+z—7=0.
z=3+2¢
a) Tim mot vectd chi phuong cta d va mét diém nam trén d.
b) Viét phuong trinh mat phang di qua d va vudng géc véi mp(P).
¢) Viét phuong trinh hinh chiéu vuéng géc cua 4 trén mp(P).

Xdc dinh vi tri tuong d6i gilra cdc cap dudng thing d va d’ cho boi
phuong trinh : ’
x—1 z-3 , x—=3 y+1 z42
d: 2 ==y-7= ; d: = =17~
pd: = =y-T="7 ) 1
r =1 d’1a giao tuyén ctia hai mat phang :
byd: <y=-3-4¢ () x+y—-2=0,
z=-=-3-3¢ (@) :2x—y+2z=0.

Viét phuong trinh dudmg thang di qua A(1 ; —1 ; 1) va cét ca hai duong
thang sau day :

x =142t X =1
d:<y=r1 d:qy=-1-2t
z=3—¢; z2=2+1

Viét phuong trinh dudng thing song song véi dudng thiang d, va cat ca hai
duong thing d, va d;, biét phuong trinh cua d,, d, va ds 12 :

d: )’=—2+4t;dz:x_1=y+2=z_2;dzi y=-T+9r
1 4 3 ;
z=1-—-1¢ ) Z=I'.
Cho hai dudng thang :
x=8+1¢
N 3—-x -1 z-1
di:y=5+2t va dj: 5 :y2 ==
z=8~—1¢

a) Ching t6 rang hai dudng thing d6 chéo nhau,
b) Viét phuong trinh mat phing di qua g6c toa dé O, song song vdi ¢a d; va d,.
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" ¢) Tinh khoang cich giita hai dudng thang d, va d,.
d) Viét phuong trinh dudmg vudng géc chung clia hai dudng thang dé.
32. Cho dudng thang ¢ va mat phang (@) c6 phuong trinh :

x=-2 y+1 _z-1

d: —5==—73-=73

(@):2x+y+2z—-8=0.
a) Tim géc gita d va (@).
b) Tim toa d6 giao diém cuia 4 va (a).
¢) Viét phuong trinh hinh chi€u vuéng géc cua d trén (o).

33. Cho dudmg thang A va mp(P) cé phuong trinh :

cx=1_y—-2 z-3
A =T T3

(Py:2x+2z—-5=0.

a) X4c dinh toa do giao diém A cua A va (P).
b) Viét phuong trinh dudng thang di qua A, nam trong (P) va vuéng géc véi A.
34. a) Tinh khoang céch tir diém M(2; 3 ; 1) dén dué‘ﬁg thing A c6 phuong trinh :

x+2:y—l ___z+l
1 2 2
b) Tinh khoang cach tir diém N(2 ; 3 ; —1) dén dudng thing A di qua diém

Mo(—%;o : —%] va ¢6 vecto chi phuong ;(—4 ;25 -1).

35. Tim khoang cich giita hai dugng thang sau :

x=1+1t x=2-3
ayd:qy=-1-t va d:qy=-2+73
z=1 =3
x =~
byd: L=2=4_ 2+l gl o2

-1 1 -2
z2=—4+3¢".
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ON TAP CHUONG I1I

I - Kién thde cdn nhé
1. Toa do cua vecto va tog dé cia diém
+ Vecto u cb toadd (x;y;z2) & w=xi+ y} + z%,
+PiEm M cé6t0add (x;y; )& OM = xi + y}+z?c..
+ Neu diem A = (v 3 vy 1 24) va diém B=(xp;vg; 2'3) thi
AB = (XB — X4 VR — V4 .Zp ~ZA).
2. Tich vo huong va tich ¢o huong.
Choil =(x;v;z)vav=(";y";2".

— -

+ Tich vo hudng cta u va v 1286 wy = xx'+ yv'+ z2'

Lo .

+ Tich ¢6 hudng cua u va v la vecto

/7
XIS

y -
\-» “

y oz z X

N

< X

—

r—» — R , . , = N
Vectd | u, v] vuong géc vaica u va v.

+MotsStinhchat: u Lv < u.v=0;

u VA v cung phuong < [;CJ =0,
U, v.ow déng phang & [; ;]; =0.
+ Dién tich hinh binh hanh : Sspcp = [ AB, AD ).

e —

+ Thé tich hinh hop : Vigep a'pcp' = | AB, AD | . AA].
3. Phuong trinh mdt cdu.
Phuong trinh ¢6 dang
x2+y2+:2+2ax+2by+2c‘z+d=0,
v6i diéu kien o + b + ¢’ > d, 1a phuong trinh mat cdu ¢6 tam (=a ; —b ; —¢) va

cobankinhR= Va2 +p2 + 2 —d.
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Phuong trinh mdt phdng.

Mat phang di qua diém (x; : y, ; Z) v6i vecto phap tuyén (A ; B ; C) ¢6
phuong trinh :

AX=x) + By —vp) + C(z —zp) =0
Phuong trinh

Ax+By+Cz+D=0,v6i A2+ B>+ C*>0
la phuong trinh ciia mat phang c6 vecto phap tuyén 1a 7i(A ; B ; C).

Phuong trinh duong thdng
Cho dudng thing d di qua diém My(xp : yg 3 2p) VA c6 vecto chi phuong

u(a b ). Khido:
+ Phuong trinh tham s6 cia d 1a

X=XO + at
y=y0+bt
Z:ZO+CZ.

+ Phuong trinh chinh tac cta d (khi abe # 0) la
X=X _ Y=Y _Z-Z%
a b c
Vi tri tuong doi giita hai mdt phdng

Néu (@) c6 phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 va (&) c6 phuong trinh
A'x+B'y+C'z+ D' =0 thi

+ (@) va (&) catnhau khivichikhiA:B:C#A’: B’ : C’;

N - N L A — é- — g— —D_ .
+ (@) va (&) song song khi va chi khi TR

\ \ vachikni A_B_C_D.
+ (@) va (&) tring nhau khi va chi khi T SEF-C-D

+ (@) va (@) vudng gbc v6i nhau khi va chi khi AA'+ BB'+ CC' = 0.

Vi tri tweong doi giita hai duong thang
Néu dudng thing d di qua diém My, cd vecto chi phuong i va dudng thang
d’ di qua diém M), cé vecto chi phuong u' thi:

+d va d’ tring nhau < [u u ] [u, MOMo:I



[E,ﬂ:ﬁ
vdjd e L i}
[, MM | # 0
[ u']. MoMg =0

— —

+ d va d’ cit nhau &
| u, u'] 20

+ d va d’ chéo nhau & [;, ;'] . M_0M_6 # 0.

K)zoa’ng cdch

+ Khoang cdch giita hai diém A(x, ; y4; z4) va B(xg; yg: zp) 12

AB= (g — x4 ) + (v - va)* + (25 24 ).

+ Khoang cdch tir diém My(x, : ¥, ; zp) dén mat phang (@) c6 phuong trinh
Ax+By+Cz+D=0R

Axg + Byg +Czp + D
A% + Byo + Cz + D]
Ja2 + B2 + 2

+ Khoang c4ch tir diém M, dén duong thing A di qua M,y va cé vectd chi

phuong u 12
dM,, A) = [%d_
. u

dMy. (@) =

+ Khoang c4ch giita hai dudng thang chéo nhau A va A', trong d6 A di qua
diém M, va ¢ vecto chi phuong 1, con A’ di qua diém M vi cé vectd chi

phuong u' 1

u, u'] . MoME)

L]

s a =L

Il - Cau héi tu kiém tra

1. Cho biét toa d6 cia hai diém A, B, 1am thé€ nao dé€ tim :

a) Toa do cua vecto AB :
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b) Khoing cach gitra hai diém A va B ;

c¢) Toa dd cua trung diém doan thang AB ?

Cho toa d6 bon dinh cia mot hinh tif dién, 1am thé ndo dé tim :

a) Toa do cua trong tam t( dién ;

b) Toa d0 cua tam va bdn kinh mat cdu ngoai tiép t dién ;

¢) Thé tich tit dién ;

d) b6 dai dudng cao (ng v6i mot mat cia ti dién ?

Bang phuong phdp toa do, 1am thé nao dé chitng minh :

a) Hai vecto cung phuong ;

b) Ba vecto déng phing ;

c) Ba diém thang hang ;

d) B6n diém khong déng phang ?

Trong mébi trudng hop sau, hiy néu cich viét phuong trinh mat phang :

a) Di qua ba diém khong thang hang ;

b) Di qua mot diém va vudng géc v6i mot dudng thang cho trudc ;

c) Bi qua mot diém va song song véi hai dudng thang chéo nhau cho trudc ;
d) Pi qua mét dudng thang va song song véi mot dudng thang cho trudc ;
e) Pi qua mot diém va vuéng géc vdi hai mit phang cho trudce ;

g) Chira hai dudng thang song song hodc cét nhau ;

h) Di qua mét dudng thang va vuong géc véi mot miat phang cho trude.
Trong méi truong hop sau, lam thé nao dé viét phuong trinh duorng thang :
a) Di qua mot diém va cé vectd chi phuong cho trude ;

b) Di qua hai dlem phéan biét cho trude ;

¢) Bi qua mot diém va vudng géc v6i mot mat phang cho trudc ;

d) Pi qua mot diém vi song song v6i hai mat phang cat nhau cho trudce ;
e) Di qua mot diém va cit hai duomg thang chéo nhau cho trude ;

g) La dudng vubng géc chung cia hai duong thiang chéo nhau cho trude ?
Bing phuong phdp toa do, 1am thé nao dé xic dinh vi tri tuong déi :

a) Giita hai mat phang ;

b) Giita hai dudng thing ?



Bang phuong phép toa do. 1am thé€ nao dé tinh khoang cach :

a) Tt mot diém dén mot mat phang ;

b) Tir mdt diém dén mot dudng thang ;

¢) Giira hai duong thang chéo nhau ;

d) Giita hai dudng thang song song ;

e) Giita hai mat phang song song ;

g) Giira duong thang va mat phing song song véi dudng thang d6 ?
Trong méi trudng hop sau, 1am thé nao dé xdc dinh toa d6 cta diém :
a) La hinh chiéu cia mot diém trén mot mat phang cho truge ;

b) La hinh chiéu cia mot diém trén mot dudng thang cho truée ;

¢) Dai xiing véi mot diém cho trudc qua mot mat phang cho trude ?

Bai tap

Cho bon diem A(1 ;6;2),B(4:0;6),C(5:0;4),D(5:1;3).

a) Ching minh riang bon diém d6 khéng dong phang.

b) Tinh thé tich tt dién ABCD.

¢) Viét phuang trinh mp(BCD).

d) Viét phuong trinh mat ciu tam A tiép xic véi mp(BCD). Tim toa do
tiép diém.

Cho hai diém A(1 ; —1;-2), B(3:1; 1) vamat phﬁmg P)y:x=2vy+3-:-5=0.
a) Tim toa do diém A’ d6i xding v6i diém A qua mp(P).

b) Tim géc gita dudng thang AB va mp(P).

¢) Viét phuong trinh mit phang (Q) di qua A, B va vudng géc véi mp(P).

d) Tim toa dé giao diém / cua dudng thang AB va mp(P). Viét phuong trinh
dudng thang A nam trong (P), di qua / va vuong goc véi AB.

Cho dudng thang d va mp(P) ¢6 phuong trinh :

2
x=<+
v=F

d:])):—l—‘:-"i-f (P):X—3y+2—1=0.

z=1
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a) Viét phuong trinh dudng thing 4' la hinh chi€u vuéng géc cla d trén
mp(P).

b) Viét phuong trinh dudng thang 4, 12 hinh chi€u song song cla d trén
mp(P) theo phuong Oz.

c) Viét phuong trinh dudng thang di qua géc toa do O, cat d va song song
vl mp(P).

4. Cho diém A(2; 3; 1) va hai duong thang :

x=-2—-t 5
N 5 y- z
dy:qy=2+1 dy: 222 =Y"2 -2
z =2t

a) Viét phuong trinh mp(P) di qua A va d;.
b) Viét phuong trinh mp(Q) di qua A va d,.
¢) Viét phuong trinh dudng thang d di qua A, cit ca d; va d,.
d) Tinh khoang cach tir A dén d,.
5. Cho hai duong thing :
x=1+¢
y—=1_z-6

5= T3 va d'iqy=-2+1t

d: % =
z=3—-1
a) Chiing minh hai dudng thing d6 chéo nhau. Tinh géc gifta chiing.
b) Tinh khoang cach giita d va d'. )
¢) Viét phuong trinh dudng vuong géc chung cia d va d”.
d) Viét phuong trinh duong thang song song véi Oz, cat cd d va d’.
6. Cho hai dudng thang :

x=7+3t 5
N , -1 _y+ z—95
d:dy=2+2 4= = = .
Y rov 2 T3 4
z=1-2¢t ¢

a) Chitng minh ring d va d’ déng phang. Viét phuong trinh mat phiang (P)
chira ching.

b) Tinh th€ tich hinh ti dién giéi han bdi mp(P) va ba mat phang toa do.
c¢) Viét phuong trinh mat ciu ngoai ti€p td dién néi trén.
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10.

Cho hai dudng thing :

X =1 x=2+1
d:qy=3 va d':i<y=1—1
=64+t z=2—-1

a) Chimg minh rang d, d’ chéo nhau va vuong géc véi nhau,

b) Viét phuong trinh mp(P) di qua 4 va vudng géc véi d’, phuong trinh

mp(Q) di qua d’ va vuong géc vdi d.

¢) Viét phuong trinh chinh tic cia dudng vuong géc chung cia d va d'.

Cho hai mat phang (P) va (Q) lan lugt cé phuong trinh :
Py:2x—y+z42=0va (Q):x+y+22-1=0.

a) Chimg minh rang (P) va (Q) cét nhau. Tim gdc gitta hai mat phing dé.

b) Viét phuong trinh dudng thing 4 di qua A(1 ; 2 ; —-3), song song véi ca

(P) va (Q).

¢) Viét phuong trinh mp(R) di qua B(—1 ; 3 ; 4), vubéng gbc vdi ca (P) va (Q).

2+z2—2x—4y—6z=0.

a) Tim toa d6 tAm mat cdu va tinh ban kinh mét cau.

Cho mat cau (S) c6 phuong trinh : X+ y

b) Tuy theo gia tri cla k, hay xét vi tri tuong d6i cia mat cdu (S) va mp(P) véi
P)ix+y—-z+k=0.

c) Mat chu cit ba truc Ox, Oy, Oz 1an lugt tai ba diém A, B, C khic véi géc

toa do O. Viét phuong trinh mp(ABC).

d) Vi€t phuong trinh mat phéng tiép xic véi mat cdu (S) tai diém B.

e) Viét phuong trinh mat phidng tiép xdc v6i mat cdu (S) va song song vdi

mat phing (Q) ¢6 phuong trinh 4x + 3y - 12z -1 =0.

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh bing L. Trén cdc tia AA’, AB,

AD (cé chung géc A), lan luot 14y cdc diém M, N, P khic A sao cho
AM =m,AN = nva AP =p.

a) Tim su lién hé gita m, n va p sao cho mp(MNP) di qua dinh C’ cua hinh
tap phuong.

b) Trong trudng hop mp(MNP) luén di qua C’, hiy tim thé tich bé nhat cla
ta dién AMNP. Khi d6 1t diéen AMNP c¢é tinh chat gi ?
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Cau hoi tric nghiém

Cho ba diém M(2;0;0), N(0;-3;0), P(0;0;4). Néu MNPQ |2 hinh
binh hanh thi toa do cia diém Q 1

(A) (-2;-3:4); (B) (3:;4:2):

(C)(2;3:4); (D) (=2;-3;-4).

Cho ba diém A(1;2:0). B(1;0:~1), C(0:~1;2). Tam gidc ABC [a
(A) Tam gidc can dinh A (B) Tam gidc vudng dinh A ;

(C) Tam gidc déu ; (D) Khong phai nhu (A), (B), (C).

Cho tam gidc ABC ¢6 A =(1;0:1), B=(0;2;3). C=(2:1:0). Do dai
dudng cao cla tam gidc ké tir C la

(A) V26 ; (B)@; (C)—J?ﬁ;
Ba dinh cia mot hinh binh hanh c6 toa do 1a (1:151),(2:3:4),(6;5:2).
Dién tich ctia hinh binh hanh dé bang

(A) 283 ; (B) V83 ; (C)83; (D) @
Cho A(1;0:0), B(0:1;0),C(0:0;1) va D(-2;1;—1). Thé tich cta td
dien ABCD 1a

(D) 26.

(A) 1 (B)2; | (C)%; (D)%.

Cho A(-1:-2;4),B(—4;-2:0),C(3;-2:1) va D(1;1;1). Do dai
duong cao cua td dién ABCD ké tir dinh D 1a

(A)3; B) I ; ©2; (D) %

Cho bon diém A(1:1;1),B(1:2;1),C(1;1;2) va D(2;2;1). Tam i
cua mat cau ngoai ti€p tit dién ABCD c6 toa d6 :

3._3.3).
(A)[f‘ 2,2) (B)(

(C) [3;3;3); (D) (3;-3;3).

v s
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8. Bén kinh ca mat cau tam (3 ;3 —4), tiép xiic v4i truc Oy bang
(A)35; (By4,
(©) V5 ; @ 2.
9. Maf cdu t-am 1{2;1:-1), ti€p xdc v6i mat phang toa dé (Oyz) ¢6 phuong
trinh la
(A) (x =2 +(y -1  +(z+1)’ =4,
B) (x=2)° +(y =1 +(z+1)" =1
© (x+2 +(v+1) +(z-1)" =4 ;
D) (x+2)2 +(y-1) +(z+1)* =2.
10. Cho ba diém A(1;1;3), B(-1:3:2) va C(~1:2;3). Mat phang (ABCI)

c6 phuong trinh la
(A) x+2y+2z-3=0; B) x-2vy+3:-3=0;

(C) x+2y+2:-9=0; (D) 2 +2y+2:+9=0.

11. Cho ba diém A(1;0;0), B(0;2;0) va €(0;0; 3). Phuong trinh ndo sau
day khong phai 12 phuong trinh mit phang (ABC) ?

(A)x+%+%=1_; (B)6;r+3_v+2z—6=0;
(C)y6x+3y+2z2+46=0; D) 12x+6y+4z-12=0.

12. Cho hai diém A(1;3;-4) va B(~1;2;2). Phuong trinh mat phagg trung
truc cila doan AB la
(A) dx+2y—-12z-17=0; (B) 4x +2y +12:-17=0 ;
(C)4x-2y—-12z-17=0; (D) 4x -2y +12z2+17 = 0.

8- HiNH HOC 12 (NC)- A 1i3



13.

14.

15.

16.

17.
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Cho A(a;0;0),B(0;b; 0), C(0;0;¢), a, b, ¢ 1a nhimg s6 duong thay

d6i sao cho %+%+%=2. Mait phang (ABC) luén di qua mét di€m c6
dinh c6 toa d6 la
(A) (1;151) 5 (B) (2:;2;2):

1.1.1), LIPS S Y
(C)[E’z’zj’ @ (-3~ 1 2].

Cho diém A(-1;2:;1) va hai mat phing (P):2x+4y=6z-5=0 va
(Q) : x + 2y — 3z = 0. Ménh dé néo sau day I ding ?

(A) mp(Q) di qua A va sdng song véi (P) ;

(B) mp(Q) khong di qua A va song song véi (P) ;

(C) mp(Q) di qua A va khong song song véi (P) ; A

(D) mp(Q) khong di qua A va khong song song Vi (P).

Cho diém A(1;2;-5). Goi M, N, P 1a hinh chiéu clia A trén ba truc
Ox, Oy, Oz . Phuong trinh mat phing (MNP) 1a

y z y z

A +-—-== . = —_ =1

(A) x 573 1 (B)x+2+5 1;
Y_Z_po- Y_Z =

(C)x+2 3 0 ; (D)x+2 5+1 0.

Cho mit cdu (§): 24y - 2(x+y+z)—22=0 va mat phing
(P):3x—2y+ 6z +14 = 0. Khoang cdch tir tam / ctia mat cdu (S) t6i mat
phing (P) 1a ' |

(A)1; (B)2; (©)3; (D) 4.

Mat phing (P) cat ba truc Ox, Oy, Oz tai A,B,C; trong tam tam gidc ABC
la G(-1:~-3;2). Phuong trinh mit phing (P) Ia

(Ayx+y—-z-5=0; (B) 2x-3y—-z-1=0;
(C) x+3y~-2z+1=0; (D) 6x+2y—-3z+18=0.
8 HINHHQG 12 (NC) - 8



18. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ zT
A

c6é canh bing 1. Goi M 12 trung diém D’
clia canh BC. Tink khoang céch tir A téi i c
2 B 1
mat phang (A'MD). ;
| D,

Mot hoc sinh 1am nhu sau : fp""'" P A

Bude 1. Chon hé truc toa do nhy hinh 70. Bl M )

Kéo dai DM cit AB tai E. Khi dé £
A=(0:0;0),E=(2;0;0), X Hinh 70
D=(0;1;0),A'=(0;0;1).

Buoe 2. Vi€t phuong trinh mat phang (A'MD) :

2l iciex+2y+2:-2=0

2 1 1 )
Budc 3. Khodng cdch d(A, (A'MD)) = —‘_—2‘— =2
Ji+4+4 3

Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai & budc nao ?

(A) bing ; (B) Sai 6 budc 1 ;

(C) Sai & buée 2 ; (D) Sai & budc 3.

19. Cho hai diém A(l;-1;5) va B(0;0;1). Mat phang (P) chita A, B va
song song véi Oy c6 phuong trinh la
(A) 4x-z+1=0; . Bydx+y-z+1=0;
C)2x+2z-5=0; (D) y+4z-1=0.

20. M3t phang (P) chita truc Oz va diém A(2;—-3;5) c6 phuong trinh 12
(A) 2x+3y=0; (B) 2x -3y =0;
(C)3x+2y=0; D) 3x-2y+z=0.
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21.

22,

23.

24,

Cho mat phing (P) c6 phuong trinh x —y — 1 =0. Diém H(2;-1;-2)1a
hinh chigu vuong géc clia géc toa d6 O trén mot mat phing (Q). Géc giira

hai mat phang (P) va (Q) bang

(A) 30° ; (B) 45° ; (C) 60° ; (D) 90°.
Cho diém A(1;2;3) va dudng thing d :%=yT-l=z+3
Phuong trinh mat phing (4,d) 1a
(A) 23x + 17y —z+14=0 ; "(B) 3x—17y - z+14=0;
(C) Bx+17y+2-60=0 : (D) Bx —17y+z-14=0.
x =2t
Cho hai dudng thang d| :XT_lz%= z;3 Vidy iqy=1+4t
z=2+61
Khang dinh nao sau day 1a diing ?
(A) dy,dy citnhau ; (B) d,.d, tring nhau ;
(O d,//dy (D) dy,d, chéo nhau.
. x=1+1
Cho mat phing (&): x+3y+z+1=0 va dudng thing d:{y=2-1
z=2 - 3.
Toa do giao diém A cha d va (o) la
(AYA(3;0;4); (BYA(3;~4:0);
(C)A(-3;0:4): (D)A(3:0;-4).

x =2t

25. Cho dudmg thang d :{y=1-¢ .
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Phuong trinh nao sau day cﬁhg 12 phuong trinh cha dudng thing d ?

x=2-2t
(A) 9y =—t
z=34+¢;
X =4+2t
C){y=1-1
z=4+1;

x=4-2t
y=-1+1¢
z=4-1¢;
x=2t
y=1+1¢
z=2+1

26. Cho hai diém A(2;3:-1), B(1;2;4) vaba phuong trinh sau :

27.

x=2~1 : x=1-1
My dy=3—t. (Il)x;2='yz3=z_+5‘; A 4y=2—1
z=—-1+5¢; z=4+ 51,

Ménh dé nao sau day 1a ding ?

(A) Chi ¢é (I) 1a phuong trinh ctia dudng thang AB ;

(B) Chi c6 (III) 12 phuong trinh cia dudng thing AB ;

(C) Chi c6 (I) va (I1) 1a phuong trinh cia dudng thang AB ;

(D) Ca (1), (I) va (IIT) déu 12 phuong trinh cta dudng thing AB.

Cho ba diém A(1;3;2),B(1;2;1),C(k;1;3). Viét phuong trinh dudng
thing A di qua trong tam G cfia tam gidc ABC va vudng géc voi mp(ABC ).

M6t hoc sinh lam nhu sau :

_1+1+l_1
XG ——3———
Budsc | . s iy N _3+2+1_2
vwoc 1. Toa d¢ trong tam G cua tam giac ABC 1a VG =3 =
, . =2+1+3 _,
¢ 3 '

Budc 2. Vecto phap tuyén clia mp (ABC) n= [E, XE] =(-3;1;0).

Bude 3. Phuong trinh tham s6 chia dudng thing A 1a

x=1=3¢
y=2+1
z=72.
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28,

29,

30.
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Bai giai trén ding hay sai ? Néu sai thi sai 0 budc nao ?

(A) buing ; (B) Sai 6 buse 1 ;
(C) Sai 6 buée 2 ; (D) Sai d buéc 3.
Goi d 1a dudng thang di qua géc toa dd O, vuodng goc véi truc Ox va vuong
x=1+t¢
géc voi duong thang A - qy =2 —1t
z=1-31
Phuong trinh cta d 1a
x=t x =1
(A) sy =3t (B) vy = -3t
z=-1 zZ =1,
=0
X _y oz
= = = -3¢
©7=3=73 (D) qy=-3t
2 =
x=3+4t
Cho dudmg thang d : =—1—¢ va mat phang (P) : x +2y -z + 3 =0.
z=4+4+2
Trong cac ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) d song song v&i (P) ; (B) d cit (P) ;
(C) d vuong gée vé6i (P) ; ' (D) d nam trén (P).
x=6-41
Cho di€ém A(1;1;1) va dudng thingd: iy =-2-1
z=-=1+2t
Hinh chiéu cua A trén d ¢6 toa d6 1a
(A) (2:-3:1); (B) (2;-3;-1);
© (2:351) 5 (D) (-233:1).



31.

Cho t dién ABCD c6 A(1;0:0), B(1;1;0),C[(0:1;0) va D(0;0;2).
Tinh khoang c4ch giira hai dudng thing AC va BD.
Mot hoc sinh lam nhu sau :

Buoe 1. AC = (~1;1;0), BD = (-1;-1;2), AB = (0;1;0).

Busc 2. | 4C,BD | = (2:2;2).

‘[ZE’@]'EL 2 _\3

[acp) 2 3

Bai giai trén ddng hay sai ? Néu sai thi sai 0 budc nao ?
(A) biing ; (B) Sai ¢ budc 1 ;
(C) Sai d bude 2 ; (D) Sai & budc 3.

Budc 3. d(AC,BD) =

32.Cho l#l =2, ¥l =1, (ii,ﬁ) = g GOc giita vectd vV va vecto it — V bing

33.

34,

(A) 30° : (B) 45° ; (C) 60° ; (D) 90°.
Cho liil = 2, 51 = 5, (d,v) = % Do dai vecto [i, V] bing

(A) 10 ; (B)5; (C) 8; (D) 5v/3.

Mait phing 2.x — 3y + z ~ 1 = 0 cét c4c truc toa d6 tai cic diém :

L .0:1):
(A)( ;0 0) [0, ,3,0}(0,0,1),

(B)-(l;0;0),[0;%;0],(0;0;1);

(C)[% -0],(0;1;0}(0;0;1);

(D)[%;o;qj,[o;— 0),(0:0:-1).

L

U )t
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3S.

=9
v=-2-r

Cho dudng thang d : { v

va mat phang (P):3x—2y+3z~-1=0.Goi 4’ 1a hinh chi¢u cia d trén (P).

+ 3t

¥
i

5t
7
5

Trong céc vecto sau, vecto nao khong phai la vecto chi phuong cua d”?

(A) (5:-515:-39) ;

36.
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(B) (10;-102;-78) ;
(C) (-5:51:39) :
(D) (5:51;39).

M

A D’
Cho hinh 12p phuong ABCD.A'B'C'D’ Mo
¢6 canh bing 1. Goi M, N, P 1an luot la B ¢
trung diém cia A'B', BC, DD'. Ching \ P
minh ring AC' L (MNP). i A
Ao 2o _JD
Mot hoc sinh lam nhu sau : als L Y
C
Buoc 1. Chon hé truc toa d6 nhu & hinh 71.
Khidé A=(0;0;0),C =(1;1:1), Hink 71

_(1.,. (Lo pofo.1. 1
w=(Lioat) v =(1:dio) [0l

w2 A =1 MN=(L. L. mpa(L. .t
BumZ.AC—(1,1,1),MN—(2.2, 1],MP_( 551 j

= AC' 1L mp(MNP).

- [AC'MN =0
Buoe 3.
ACMP =0

Bai giai irén diing hay sai ? Néu sai thi sai ¢ budc nao ?

(A) biing ; (B) Sai & buée | ;

(C) Sai 8 budec 2 ; (D) Sai d budc 3.



i
O

X

37. Cho dudng thang d :

¥
y
z

14
2-1

Il

Phuong trinh dudng vudng géc chung cua 4 va truc Ox la

(x =1 x=0
(A) qy=t (By ¢v=2
\z=r; Z=1;
x=0 x=0
(Cysy=2-¢ ' D) sy=1¢
z=1,; z=1.

38. Cho mat phang (P) : x -2y —-3:+14=0 va diém M(1;-1;1). Toa do
cha di€m M’ d6i xdng v6i M qua mp(P) 1a
(A) (-1:3:7); (B) (1:-3;7);

(€ (2:-3;-2); (D) (2;-1;1).

Il

+ 21

)
2

x
39. Cho diém A(0;—1;3) va dudng thing d : 9y
z=—1

1

Khoang cich tir A dén d béng

(M) 3, (B V14 ; (O V6 ; (D) V8.

40. Cho diém M(-1;2;-3). Goi M, M, M5 lan luot 12 diém d6i xdng cha
M qua cdc mat phang (Oxy),(Oxz),(Oyz). Phuong trinh mp (M, M,M;) la
(A) 6x+2y+32+6=0:  (B)6x-2y+3:+6=0;
(C)6x~3y+2z2+6=0; (D) 6x—-3y-2z+6=0.
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41. Cho mat cdu (S): (x —1)* +(y+3) +(z-2)* = 49. Phuong trinh nao
sau day la phuong trinh ctia mat phang tiép xdc vdi mit cdu (S) ? |
(A)y 6x+2y+32=0; (B) 2x+3y+62z2—-5=0;
(C) 6x+2y+3:-55=0; D) x+2y+2:-7=0.

42. Cho mat céu (S) : x* +y% + 2% — 2x — 4y — 6z = 0. Trong ba diém (0; 0 ; 0),
(1;253),(2;-1;-1), cé bao nhi¢u diém nim trong mat cdu (S) ?
(A)O0; B)1; O 2; (D) 3.

ON TAP CcUOI NAM

| - Bai tap ty luan

1. Cho hinh lang tru ABC.A'B’C’ v§i canh bén khong vuéng géc véi mit ddy.
Goi (o) 1a mat phang vudng géc véi cac canh bén cha hinh lang tru va cét

ching tai P, Q, R. Phép tinh tién theo vecto AA’ bién tam gidc POR thanh
tam gidc P'Q'R".

a) Chimg minh riang thé tich V cta hinh lang tru da cho bing thé tich cla
hinh lang tru POR.P'Q'R’".
b) Ching minh ring V = § poR-AA', trong d6 Spyg 1a dién tich tam gidc POR.

2. Cho tt dién ABCD c6 thé tich V. Hay tinh thé tich ctia hinh tf dién ¢6 dinh
la trong tam céc mat cha ti dién da cho.

3. Cho hinh hop ABCD.A’B'C’D’ c6 thé tich V. Hay tinh thé tich clia tit dien ACB'D’".

4, Chimg minh rdng trung diém cdc canh cha mét hinh ti¢ dién déu 12 c4c dinh
ctia mot hinh tdm mit déu. Hay so s4nh thé tich cia t¢ dién déu da cho va
thé tich cha hinh tdm mit déu dé.

5. Cho hinh vudng ABCD néi ti€p duong tron (O ; R). Goi 4 1a hinh gém céc
diém cia hinh tron (O ; R) nhung khong nim trong hinh vudng. Tinh thé
tich hinh tron xoay sinh boi hinh # khi quay quanh dudng thing chu‘a mot
dudng chéo cta hinh vubng.

122



Cho luc gidc déu ABCDEF canh a.

a) Tinh thé tich hinh trdn xoay sinh bdi luc gidc d6 khi quay quanh dudng
thing AD.

b) Tinh thé tich hinh trdn xoay sinh béi luc gidc dé khi quay quanh dudng
thdng di qua trung diém ca cic canh AB va DE.

Cho hinh tru cé ban kinh R va dudng cao RV2. Goi AB va CD la hai duong
kinh thay d&i ctia hai dudng tron ddy ma AB vubéng goc véi CD.

a) Chitng minh ring ABCD 13 t& dién déu.

b) Chitng minh ring cdc dudng thing AC, AD, BC, BD lubn ti€p xic v6i
mot mat tru ¢§ dinh (tic 12 khodng céch giita mbi dudng thang d6 va truc
ctia mat tru biang ban kinh mat try).

Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho cic diém A(1 ;: 5: 3), B4 ; 2 ; -5),
C5;5;-l)yvaD(1;2;4).
a) Chitng t6 ring bon diém A, B, C, D khong ddng phing.

b) Viét phuong trinh mit cAu (S) di qua bén diém A4, B, C, D. X4c dinh tam
va tinh bdn kinh ctia mat ciu dé6.

c) Viét phuong trinh mat phang di qua ba diém A, B, C va tim khoang cich
tir diém D t6i mat phang dé. ‘

d) Viét phuong trinh mat phang vudng géc véi CD va ti€p xiic véi mat cdu (S).
e) Tim ban kinh cdc dudng tron giao tuyén cia mit cdu (S) va cdc mat

phing toa do.

Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho dudng thing A cé phuang trinh

a) V{ét phlrcmg trinh hinh chi€u clia A trén cdc mit phéng toa dé.

b) Chitng minh ring mat phang x + Sy + z + 4 = 0 di qua dudng thing A.

c) Tinh khoéng cich giita dudng thang A va céc truc toa do.

d) Viét phuong trinh dudng vuéng géc chung clia hai dudng thing A va
A:x=y=2

e) Vi€t phuong trinh dudng thing song song véi Oz, cit cad A va A"
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10. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho hai diém A(1 ; -1;2),B(2;0; 1).
a) Tim quy tich cdc diém M sao cho MAZ — MB? =2.
b) Tim quy tich cdc diém N sao cho NA® + NB? = 3.
¢) Tim quy tich cdc diém cdch déu hai‘mat phang (OAB) va (Oxy).

11. Trong khéng gian toa d6 Oxyz, cho dudng thiang A ¢6 phuong trinh

x=1+at
y=1+bt
z=5+c¢t

trong d6 a,b,c thay déi sao cho ¢ = a® + b*.

a) Ching minh.duc‘mg thang A di qua moét diém c8 dinh, géc giita A va Oz
12 khong déi.
b) Tim qu¥ tich giao diém cua A va mp(Oxy).
12. Cho hinh hép chit nhat ABCD.A'B'C’'D’ v6i AB=a, BC=b,CC’=c.
a) Tinh khoang c4ch tit diém A t6i mp(A’BD).
b) Tinh khoéng cach tir diém A’ t6i dudng thiang C'D.
c) Tinh khoang c4ch giita hai dudng thing BC’ va CD’.

Il - Cau hoi trdc nghiém

1. Cho . 1a hinh chép t& gidc déu S.ABCD. Xét cic mit phiang : (SAC),
(SAB), (S§BD), (ABC), (SOI), trong d6 I 1a trung diém clia AB, O 14 tam hinh
vuéng ABCD. Trong cdc mat phang dé, cé bao nhieéu mat phiang 1a mat
phing déi xing ctia . % ?

(A)1; (B)2: (C)3; (D) 4.

2. Goi.-#1a lang tru luc gidc déu ABCDEF.A'B'C’'D'E'F’. Xét cac mat phéng :
mp(AA'D), mp(ACA"), mp(ABB’), mat.phang trung truc cua DD’, mat phang
trung truc cia AB. Trong cdc mit phang d6, c6 bao nhiéu mat phing 12 mat
phing déi ximg cta ¥ ?

Ayt - B2; ©3; (D) 4.
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Cho khéi lang tru tam gisc ABC.A'B'C', M 13 trung diém ciia canh AB.
Trong cac dang thitc sau day, déng thic ndo sai ?

(A) Vapce =Vvawce s (B) Vapcer = Vasec s
1
(© Vmawsce =Vaunc s D) Vuawc =5Vaamc

Cho khéi lang try tam gidc ABC.A'B'C’. Trong cic ding thuc sau déy, déng
thitc nao sai ?

1 1
(A) Vapeer = SVABC.A’B’C’ : (B) Vappce = 5 VaBc.aBC'
(C) Varsecw =2Vaase s (D) Veapa' = Ve aBpa'

Cho khéi chop t gide S.ABCD va cic diém A’, B, C’, D’ lan lugt nidm trén
cac dudng thing SA, SB, SC, SD nhumg khéng tring véi S.

Trong cdc ménh dé€ sau day, ménh dé nao ding ?

(ay YoABC _ SA SB SC |

Vs s SA”SB°SC’

(B) Vs aBCD _SA SB SC SD .
Vs amcn  SA SBSCSD’

) Vsapcp _ SA SC | SB SD
Vs apcn  SA’ SC' T SBSD

(D) ~S.ABCD _ SA | SB . SC  SD

—_— + —_—
VSA ‘B'C'D’ SA‘ SB' SC’ SD’

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao diing ?

(A) Hinh lang tru n6i ti€p mot mat cdu néu ddy clia né 1a da gidc noi tiép ;
(B) Hinh lang tru nodi ti€p mot mat cdu néu t4t ca cdc mat cha né déu 12 da
gidc noi tiép ;

(C) Hinh lang tru ndi ti€p mot mat cau néu ¢6 mit bén vubng géc vai
mit day ;

(D) Da dién n6i ti€p mot mat ciu néu cac mat cua nd déu 12 da gidc noi tiép.
Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Dudng tron di qua ba di€ém phan biét nim trén mat ciu thi nim hoan
toan trén mat ciu ;
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10.

11.

12.

13.

(B) C6 duy nhit mot mat ciu di qua 4 dinh cha mot hinh thang can cho trude ;
(C) Hinh chdp c6 ddy la hinh thang vudng luén ludn ndi ti€p mot mat cau ;
(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.

Cho khéi tru ¢6 ban kinh a+/3 va chiéu cao 2a+/3. Thé tich cia né 12
(A) 4na’V2 ; (B) 92°V3 ;
(C) 6ma°\3 ; (D) 6ma*/3.

D4y cta mot hinh chép 12 hinh vuong c6 dién tich bang 4. Cdc mat bén cua
no 1a nhitng tam gidc déu. Dién tich toan phdn cta hinh chép la

(A) 4+ 443 ; ' (B) 8 ;

(C) 16 ; (D) 4 + 42,

Mot hinh nén ¢6 dudng sinh bang / va bang dudng kinh ddy. Ban kinh hinh
c4u noi tiép hinh nén 1a

1, . NP
(A) 31 B
V2, . 3
(© 1 ; D) 21

Mot hinh cAu c6 thé tich bing 4_31|:’ noi ti€p mot hinh 14p phuong. Thé tich cua
hinh 14p phuong d6 bang
(A)S; (B) 47 ; ©)1; (D) 27+/3.

Cho hinh chir nhat ¢6 hai dinh A(-2 ; 3 ; 0), B(2 ; 3 ; 0) va mOt canh ndm trén
truc Ox. Khéi tron xoay sinh bdi hinh chit nhat dé khi quay quanh truc Oy cé
thé tich 1a

(A) 6T ; (B) 12: (C) 127 ; (D) 4—3“ :

Cho hai vecto #(1;0;2) va v(0; —1; 1). Trong cadc vecto sau, vecto nao

cung phuong véi [, ¥] ?
(A) d(1;151); (B) b(-2;1;1);

(©) ¢O;1;-1); (D) d@2;2:-1).
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14.

15.

16.

17.

18.

Cho tam gidc ABC cé dién tich bing 6 nim trong mit phang (@) c6 phuong
trinh 2x — 2y + z + 5 = 0. Thé tich hinh chép SLABC véi S=(1; 1 ; 1) bang

(A) 3V6 ; (B) 1242 ;
) 8; (D) 4.
Mat cdu tam I(6 ; 3 ; —4), tiép xuc vdi truc Ox c6 bdn kinh 13
(A) 5: C® 243 ;
© 43, D) 4.
x=1+2r,

Cho dudng thing d c6 phuong trinh <y =2 —¢
z=3+1

A

Phuong trinh tham s& nao sau day ciing 12 phuong trinh cia d ?

x=1+1¢ x=34+4t
(A sy=2-1¢ (B) <y=1—-2¢
z=3+¢ 2=4+2t
x =2t x=1+2t
©C)sy=1-t D) <y=2+t
z=2+t z=3-1
x=1+t¢ x=14+2t
Cho hai dudng thang d : <y =2+t vad':<y=-1+2t.Khid6:
¢ z=3-¢ z=72-=-2t
(A)dcét d'; _ (B) dtrung d’;
(C) d va d’'chéo nhau ; (D) d song song véi d'.

Cho mat phéng (P) va mit cdu (S) cé phuong trinh
(P):3x+4z+12=0; (8):x2+y? +(z=2)" =1.

Khi d6 :

(A) mp(P) di qua tAm mat cau (S) ;

(B) mp(P) ti€p xdc v4i mat cau (S) ;
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19.

20.

21.

22,

(C) mp(P) cat (S) theo mét dudng tron ;
(D) mp(P) khong cat (S).

Toa d6 hinh chi€u vuong goc ctia diém M (2 ;0 1) trén dudng thang

la

(A) (1;052) 5 (B)(2:253):  (©(0;-251); (D) (~1:4;0).

x=1+2
Cho hai duong thang 4 : y=—1—tvéd'1x:12=y-;2=z-l'3,
z=1 A
Khoang céch gifta d va d' 1a
14
(A)ﬁz (B)£;
2 2
1
(©) —= ; D) V2.
J6
x=1+1 x=0
Cho hai dudng thang d : {y =0 vad :{y=4-2r
z=-5+1¢ z=5+31"

Phuong trinh dudng vuéng géc chung cia d va d' 1a

x=4+2 x=4-1
(A)yy =3 (B) 1y =3 )
z==-2+2 z==2+1
: x-4_y _ z-2 x—4 _y_z+2
O =z =3="7 " e )
Cho mit phing (P):mx+y+(n—2)z+m+2=0. Véi moi m, n, mat
phang (P) luén di qua diém c6 dinh ¢6 toa dé Ia
(A) (1:2:0); (B) (2:1:0) ;
(©(0:1;-2); (D) (-1;-2;0).
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23. Cho mat cdu (S): x> + v2 + 2% = 2. — 4y — 4z = 0. Mat phéng ti€p xiic v6i
(S) tai diém A(3;4:3) c6 phuong trinh :
(A) dx+4y—2:-17=0; (B) 2x+2y+z-17=0;
C) 2x+4y+:-17=0, D) x+y+z-17=0.

Il - Mot s6 dé kiém tra
PE|
Cau 1. Cho hinh chép tir gidc déu S.ABCD c6 canh ddy bang « va canh bén
bing av2.
a) Tinh thé tich ciia hinh chép da cho.
b) Tinh bdn kinh mat cdu ngoai tiép hinh chép S.ABCD.

¢) Goi A’ va C’ l4n lugt 12 trung diém ctia hai canh SA va SC. Chiing minh
rang hai hinh chép A" ABCD va C’".CBAD bing nhau.

Cau 2. Trong khéng gian toa d¢ Oxyz, cho cic diém A(4 ; -1 ; 2), B(1 ;2 :2)
va C(1;-1;5).
a) Chitng minh rang ABC 1a tam giac déu.

b) Viét phuong trinh mp(ABC). Tinh thé tich khéi ti dién gidi han bdi
mp(ABC) vi cdc mat phang toa do.

c¢) Viét phuong trinh tryc cua dudng tron ngoai ti€p tam giac ABC.
d) Tim toa dd diém D sao cho ABCD la tit dién déu.

BEN
Cau 1. Cho tt dién déu ABCD c6 canh béang a. Goi B’, C’, D’ 14n luot 12 trung
diém cia cdc canh AB, AC va AD.

a) Ching minh ring sdu diém B, C, D, B’, C’, D’ ndm trén mot mat cdu.
Tinh bdn kinh ciia mat cau do6.

b) Tinh thé tich khéi chép D.BCC'B’.
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Cau 2. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho cdc diém A(2 ; 0; 0), A'(6; 0 ; 0),
B(0;3;0),B(0;4;0),C0;0;4),C(0;0;3).

a) Viét phuong trinh mat cau di qua bon diém A, A’, B, C. Ching minh
ring B’ va C’ cing nam trén mat cdu dé.

b) Chilng minh ring tryc tam H cla tam gidc ABC, trong tdm G cla tam
gidc A’B'C’ cung niam trén mét dudng thang di qua O. Viét phuong trinh
dudng thang dé.

¢) Tinh khoang cdch tir diém O t6i giao tuyén ctia mp(ABC’) va mp(A'BC).

PE llI

Cau 1. Cho hinh hop ABCD A’B'C'D’. Goi N 1a diém nam trén canh AB va (@)
12 mat phang di qua ba di€ém D, N, B,

a) Mat phing (@) cét hinh hop da cho theo thiét dién 1a hinh gi ?

b) Ching minh ring mat phing () phan chia kh6i hop da cho thanh hai

kh6i da dién .#] va . #; bing nhau.

c) Tinh ti s6 thé tich clia khoi da dién .#| va thé tich clia khoi tf dien AA'BD.
Cau 2. Trong khong gian toa d6 Oxyz, cho cic diém A(1 ;-3 ; -1)va B(-2; 1 ; 3).

a) Chitng t6 ring hai diém A va B cich déu truc Ox.

b) Tim diém C nim trén truc Oz sao cho tam gidic ABC vuong tai C.

¢) Viét phuong trinh hinh chi€u cta dudng thing AB trén mp(Oyz).

d) Viét phuong trinh mat cdu di qua ba diém O, A, B va ¢6 tam ndm trén
mp(Oxy).
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HUGNG DAN GlAlI - DAP SO

Chudng |

| 3

Goi sd canh va s6 mat cia khoi da dién
14n lugt 1a C va M. Hiy ching minh ring
3M =2C.

Goi s8 canh va $6 dinh cia khéi da dién
lan luort 12 C va P, Hay chiing minh ring
3D =2C.

Goi A 1a mot dinh cia khéi da dién. A 1a
dinh chung cho ba canh AB, AC, AD. Mat
chita canh AB, AC phai (A tam gidc ABC.
Tuong ty cdc tam gidc ACD, ADB déu la
mat cda khéi da dién, suy ra mat thi tu 12
tam gidc BCD. Tl d6 suy ra két qua bai todn,
Kh6i hop ABCD.A'B'C’D’ duge phan chia
thanh ndm khéi tir dién :

ABDA’, CBDC'. B'A'C’'B, D'A’C’'D, BDA'C".
Ly diém M nam gilta A va B ; N nam
gitta C va D. Bing hai mat phang (MCD)
va (NAB), khoéi tit dién ABCD duge phian
chia thanh bdn khai tir dién.

a) a c (P) hoiac a L (P).

by a /] (P).
¢) a ¢t (P) nhung khong vudng géc véi (P).
d) Khéng ¢4 trugng hop nao.

a) Cc mat phing d6i xdng clia hinh chép 1
gidc déu S.ABCD la : (SAC), (SBD), cdc mat
phéng trung tryc cha cdc canh AB va BC.

b) Goi M, N, O l4n luot 1a trung diém coa
céc canh AB, BC, CA va S 1a giao diém cua
cic canh AA’, BB, CC’ cha hinh chdp cut
tam gidc déu ABC.A'B'C’ thi cic mat phing
doi xing cua hinh chép cut la ; (SAN),
(SBO), (SCM).

¢) C6 ba mat phang d6i xing la ba mat
pbang trung truc clla ba canh xudt phat tir
mot dinh cda hinh hop chir nhat. - ’

8.

10.

11.

12

a) Lay lién tiép hai phép d6i xing qua
mat phang trung truc cha canh AA” vh mat
phang (BDD'B’) hoac sit dung phép dai
xUng qua tam cua hinh lap phuong.

b) Lay phép déi ximg qua mat phang
(ADC'B").

. Néu phép tinh (ién theo vecto v -bién hai

diém M. N Yn lugt thanh M. N' 1hi
MM =NN'=v.dodé MN=M'N", suy
ta MN=M'N".

Néu phép d6i xung qua dudng thang d
bién hai di€ém M, N lin luot thanh M. N

thi MN+M'N'=2HK (H va K lin luot
la trung diém cua MM’ va NN') va

MN-M'N'=N'N+MM'. Tu dé6 hiy

chdng minh

(W +1M‘N‘)(h7}§’ —M‘—N‘) =0.
Néu phép d6i xing qua diém O bién hai
diém M. N lan luot thanh M’ N' thi
OM+OM =0 va ON+ON'=0
MN=-M'N", suyra MN=M'N",

nén

a) LAy hai diém A, B lan lugt nam trén ()
va (@) sao cho AB L (P). Khi d6, thuc
hién lién ti€p hai phép déi xumg qua hai
mat phang song song (P) vi (Q) thi ket

qua 12 phép tinh tién theo vects 2AB.

b) La phép d6i ximg qua dudng thing giao
tuyén cua (P) va ().

Ding dinh nghia, tinh chat cua phép vi w
va tinh chit cGa hai mat phiing song song.

.a) 'Dung phép vi t¢ ¢6 tam la trong Lam

IR - G 1
cua tr dién dd chovatiséo vite & = 3
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b} Goi M, N, P. Q. R, S l4n lugt la trung
diém cac canh AB, CD, AC, BD. AD, BC
cua khot td dien. Hay ching minh 8 tam
gidc MPR, MRQ, M(QS, MSP, NPR, NRQ,
NQS. NSP 1a nhimg tam gidc déu.

13.Gia sit SABCDS’ ta khéi tdm mat déu. Hay
dung tinh chal : “Néu cédc diém cdch déu
hai diém cho trudc thi ching nim trén
mit phang trung truc cta doan thing ndi
hai diém d6" va tinh chit "N&u mét hinh
thoi néi tiép duge mot hinh tron thi d6 1a
mot hinh vudng".

(4.Dung dinh nghia va tinh chat cua khéi
tam mat déu va cha khdi [ap phuong.

15.a) Khong thay déi. b) C6 thé thay déi.
¢) Khong thay déi.

16.Lay M 12 mét diém nam gia C va D sao
cho CM = kMD. Khi 86 khoi tg dién
ABCD dugc phan chia thanh hai khéi ta
dién ABCM va ABMD thoa min diéu kién
bai toan.
7. Vgep amen =2
ABCD.AB'C'D >

3 n
na cot—.,
hn

I
18. Vlang tru = Z

v 3
19.2) AC" = 3b. B) Vigny ey =5 V6 .

a3

20.8) Vigng iy =

b) Chitng minh BC L AA’ va tir d6 suy ra
diéu phii chitng minh,

2
0§, =2 3‘6(\/5+2).

21.Téng cdc khoang céch tir M dén bén mat

cla tif dién bang #.
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22.7Ti 56 thé tich cia hai phin béng 1.

23.Goi H va H’ 14n luot 12 hinh chiéu cla A
va A’ trén mat phang (SBC).

Hiy chitng minh : S, H, H’ thing hang va
str dung dang thitc

Vsape _ Vassc
VS.A'B'C' VA'»SB'(_"

dé suy ra cong thuc can tim.

24.Goi B’. D’ lan luot 12 céc giao diém cla
mat phang (P) v6i cdc canh SB va SD.
Khi d6 AM, B’D’, SO (O = AC n BD)
déng quy tai trong tam G cia tam gidc
SAC va B'D’ /{ BD. Tix d4 sir dung két qua
bai 23 dé fim ra ddp 8 cla bai todn.

25. Hay chimg minh phép vi tu ti s8 k bién
dudng cao AH cua hinh chép A.BCD thanh
dudng cao A'H’ cia hinh chép A'B'C’D’ va
AH' = |K|AH, Sgep = K Spep

On tap chuong 1

lV,V 3VA
4

1. V, DD =~
CBDDB ~ 4

C.ABD =

2. GoiM.N, 1 J, K, E lan luot 12 trung diém
cua cac canh AB, BC,CC’, C'D’, D’A", A’A
clia khoi hop. Dé thdy MN. El, KJ doi
mot song song va ching tan lugt di qua ba
diém thing hang M, 0. J (O 1 giao diém
caa chc duang chéo cia hinh hop). Tu d6
suy ta M, N, I, J, K, E nam trén mat
phing (a) di qua 0. Khi d6, (@) chia kh6i
hop thanh hai phin 1d anh cta nhau qua
phép d6i ximg tam O.

3. a) ADEF, ACEF, BDEF, BCEF.
b) St dung tinh chadt : Mit phing qua mot
canh vi trung diém cha carh déi dién cia
mot tir dién phan chia khéi tq dién thanh
hai kh6i tf dién c6 thé tich bang nhau.



¢y Néu ABCD 1a tit dién déu thi né ¢6 hai
mit phang d6i xung la (ABF), (CDE) va
phép doI ximg qua truc EF bién i dién
ADEF thinh ti dién BCEF.

8) Vagcagc, =Va.anc +Va sccs,
1
=§(a+h+()S .

1
VA|BIC|A BC =§[(h*(l)+(h—b)+(h_(.)]‘s'

b) Vasca s, = Vapcamc

< 2a+b+c)=3h

5. Goi V, 12 thé tich cia phidn chifa canh AA’
va V, 1a thé tich phdn con lai.
7

Khi dé:

S

3
a

a) V, =—
) Vs anc 6
b) D& thdy AB* 1 (SBC) = AB’ L SC. mat
khdc AC" L SC = SC 1 (AB'C").
3

a
&) Ve ap e 3%

Cau hoi trdc nghiém chuong 1

1. (O), 2. (D), 3. (D), 4. (B), 5. (D), 6. (D),
7. (©), 8 (C). 9. (D), 10. (D), 11. (B),
12. (0), 13. (A), 14. (D), 15, (C), 16. (C),
17. (B), 18. (D), 19. (D), 20. (B), 21. (D),
22. (A), 23. (O), 24. (A), 25. (B), 26. (C),
27. (B), 28. (B), 29. (C), 30. (A). 31. (O),
32, (D).

Chuong Il

1. Tam mat c8u 12 trung diém cha AD.

N Iy
Bin kinh mat cdula R= 3 a* +b% +c2.

2. a) Mat phing trung tryc clia AB.

b) Khi 4, B, C khong thang hang thi tap
hop cén tim 1A fruc cha dudng 1ron ngoai
li€p tam pidc ABC. Khi A, B, C thing
hang thi tap hop phai tim 1a O.

¢) Tryc cua duong tron di cho.

d) Cé.

3. Ca a) va b) déu diing.

4. Pudng tron ¢6 dinh phai tim nim trong
mp(P) di qua diém A vi vuong goc véi d
tai /, tam dudng tron la /, ban kinh dudng
tron la JA.

5. a) buing.

b) Khong diing.

6. a) Tap hop phai tim 1a truc caa dudng tron

noét tiép tam gidc ABC.

3
n[az+3h2]
7. ) Ve — —— "
1624°
2
b) v:sﬁﬂ.
24

s.a)s=§@£+b2+c%.

9. S=nla®+h’+c2).

10.b) Hinh 1ap phuong (c6 canh bing 2—\/2.

R 1a ban kinh mai c4u di cho).

11.Moi mat phing di qua truc céa hinh trén
xoay déu [a mat phéng d6i xiing.

12.a) Hinh try. b) Khéi tru.

13.La mat tru ban kinh R, ¢6 tryc 1 truc coa
dudng tron.

14.Goi A 13 duomg thing qua tAm O chia mat
c4u va song song v6i dudng *hing c6 dinh.
Cic ti€p tuyfn ndm trén mat try truc A,
bin kinh bang ban kinh mat cdu.
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15.2) .S_u/ =47nR", S!p = 6TR” .
b) V =27R>.
o) V' =4R>.

16.2)S,, =2J3nR* . S=2a(/3+ DR

b) V = V3R,

RJ3

¢) d(AB,A) = = A 14 true coa hinh tru.

17.a) Hinh nén. H) Khéi non.

18.Goi mat cdu 1a S ; R). M 1a tiép di€m
thi MAI=a khong déi. suy ra cdc dudng
thing qua A ti€p xdc vai mat cau (S) luon
nam trén mat nén dinh A, truc la dudng
thang A/, géc & dinh bang 2a.
» 4+
2h

c) r=Jh2R-hy.
S\r/ =nhJ2R(2R-Hh) .

19.b) R=

rh
20b) R=——————.
r+\fr2 i
522
anv==" <
3 b~ +L‘2

On tap Chuong I1
1. Hai diem d6 13 A va A', trong d6é A’ 1a diém
a6i xig vdi A qua mat phang (P).

2. Tam mat cdu 12 diém d6i xdng véi S qua
trung diém H clia AC, ban kinh mat céu 1a
R=u.
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3. a) Tam / cua mit cdu phai fim la giao cic
truc clia hai dudng tron di cho, ban kinh
mit cdu |2 /B.

b) R=V37.

4. a)Rza 3.
4

b) R= %\3/2\/5 .

1
5. ) Vy=—mhlc: V2=§nc2b,
C 1 mhe?
Vy =
3 Jp2 4 2
6. V=MM3, S, = 14nd".
3 P

Cau hoi tric nghiém chuwong I1

1. (D), 2. (B). 3. (A), 4. (D), 5. (B), 6. (B).
7. (D)., 8 (O), 9. (D), 10. (D), 11. (C),
12. (C}, 13. (A), 14. (D), 15, (A), 16. (A).
17. (D), 18. (A). 19. (A), 20. (A), 21. (A),
22, (A), 23. (A), 24. (D). 25. (B), 26. (B).

Chuong Il
1. a) wu=01:=2:0) ;
§7=(3:5;—5) :

w=(2:3;-1).

b) cos(v,7)=

cos(v, k)=

3
J59
cos(;,;)zﬁ;
=S
V39



¢) wv=-7; b) AB LOC & ABOC =0
uw=—4; @sin5t=-sin(3t+§j
v.w =26,
- )‘:—£+k£
. Gia st u={(x;y:z) tht o 244 e
2 r—2~n+1n |
cos” (- d) —,)*"2—2, 3
X“+y 4z . >
9. a) bong phang.
I 2 . .
cos? (i, j) - *2_"2_’ , b) Khong déng phing.
kYt ¢) Déng phing.
o (@ml)m et 10.b) Chu vi bang V2 +3+5,
¥ ayle? J6
Sapc == -
Tir d6 suy ra dpcm. 2
J30
N c) h,=—.
. ) cos(u, »’)zTA 5
: -~ 5
d) A=90°, c053=@, cosC=£.
- - 813 3 5
b) cos(u‘ v)=——. — N —
65 11.2) [ AB,AC ].AD # 0 => dpem.
. k=40 b) AC L BD,
. a) Goi M, 12 hinh chi€u cta M trén mp(Oxy) 3
o cos(AB,CD):i os(BC, AD)= 3‘/—A
thiM, =(a:h;0). 14

Goi H, 1a hinh chiéu cba M trén truc Ox
thi H,=(a;0;0).

b) d(M.(Oxy)) =c].

y 23

2
==, k=2
ABCD 3 A 3

12.Chon hé truc Oxyz ¢6 gdc O trung A, Ox

1a tia AC, Oz 1a tia AS.
d(M,0x)=Nb? +c* .
- 12 .2 2
¢) Goi M| 1a diém d6i xdng véi M qua a) MN*s b7 +4a” +16h" .

mp(Oxy) thi M", (a: b : —c). b) MN L SB khi 4h* = 24% - b,

5

C z, —kz 13.a) TamI(4;-1:0).R=4.

k -k
— 2 b)TAml[—l;l;—'S—j R-i.
.D(-l;l;l),(AC,BD):-S’—‘. 2 2 6
1
. a)M(=1:0:0). C)Taml(g;—l;OJ,R=1.
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4.0) @+ (-2 +(c -5 =26,
b}y — 2)2 + _v2 +0=4.
G- 4=+ =37 =1.

15.0) 2x+y+:--3=0.
byrv-4v+3=0.
OX-5v+:-+8=0,
d)yv+z-2=0.
)r—c=0:x-a=0;y-b=0,
g 6x+3y+2-—-18=0.
hy2x+v+--6=0.

16.a) Cat nhau. b) Cit nhau.
¢) Song song. d) Cit nhau.

e) Tring nhau.

22, a) Ching minh cosA > 0, cosB > 0, cosC > 0.
b) Viét phuong trinh mit phing (ABC) theo

doan chan.

4x+3y-12:+78=0
23.

4x+3v—-122-26=0.

24.b) Dudng thing song song véi truc Ox :

‘ X=X +1
Y=Y
= 30.

Khong ¢é phuong trinh chinh tic.

x=2-t ) |
- X— Yy z+
c =31 : === N
b - ~1 3 5
z=—1+5r
x=-2
d) (y=!
z2=2-35

n=—1 n= ! Khong ¢6 phuong trinh chinb tdc.
17. a) b) 2 .-
m=-4. 4 x=3+2
"= e) {y=2-5t
18.a) Khdng cé. b) m =1, 2=
.9 Khong ¢é phuong trinh chinh tac.
cym=#1. dym=—-——.
19 x=2—¢
. —1—y oox=2 y-=3 =+l
19. a) Tap hop diém 1a hai mat phéng : & f: s o 1 s
QS5 NI — (S + 5V +(HS+3) + 75 +3=0, T
@5 +3V3)r—(/5-5/3)y+(4/5-3)z+ 55 -3 =0. YEATI 4 o3 o
b) Tap hop diém 12 hai mat phing : 25.a) jv=3-3 =3 -3
—4x+16y—-20:—1=0, z=1+2t
32x-2y-Rz-13=0. x==2+42¢
¢) Tap hop diém 13 mat phing : b) 4y=3+1 ”2:&;_;1
X+2v+2+2=0. z=1+3n 2 !

|-D+ D' 26. Phuong trinh hinh chi€u vuéng géc

20, ———. , N
/Az B2 cla d trén mat phang toa d¢ (Oxy) la
x=1+2¢
2L.a)M=(0:0; 3). y=-2+3t
MM=(0:0;-2). z=0.
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27.2) u(1;4:2), My(0:8:3).

oﬁ_

34.a) d(M, A) = —‘3—
b)2x+v—324+1=0.

x=—8+4¢ b) d(N, A) = —“2?0
c) <y=15-5¢ 1
P » 35.a) Chd ¥ d // d’ nén khoang cédch A giita d
. va d’ bang khoang cich tir mét diém thuéc
28.a) d, d’ chéo nhau. déi d'. .
byd/ d'. h=2
29. Puodng thing A cin tim ¢é phuong trinh
24110
x=1-6t . b) 55
y=—1-t '
z=1+7t On tap Chuong 111
(. _ — -
x=] 1. a) [AB, AC |AD = 4 = 0 = dpem.
30, {v=-—"2+4¢ .
z=2—1t.

b) Visen =%
3L) [, |. MM, =168 20.
- O2x+y+z-14=0.
b)2x+y+4z=0.

d) (=12 +(y=6)2 +(z-2)? =2
&) 2421 . ) (=D +(y-6)" +(z-2)
x—3 yv-1 _z-1 7. 20 8
d) = = - __'-. p—
2 1 2 tiép diém H[ 3 ‘3}

6
.a) Goi ¢ la goc giir: : ising=—. S 1
32.a) Goi ¢ la gbc giita d va () thi sing E 2. a)A[g;_?;g)_

8 8
IN=:0:=|
> [3‘0 3] b) sina:L,
q V238
=g ' Q) :4x—y-2:-9=0.
D 3= A W ERRU)
=85 7T
3 3,
33.a) A(1;2;3). XEgrH
x—-1 y-2 -3 9
b = = ) T o< -
) 3 3 4 Ay 5 t
. Z=-1—9—-2t.
7
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4, a)(P):x—9y+5:+20=0.

b)(Q):x—-2y-5z+9=0.

xX=r
29 2
od: |y=—+—1
) Y 11 11
_41 7

55 55

2/3%
.

-
o=

d) d(A. dy) =

S.a)dLld
b) het

5

x+1 _ v+l _z-3
5 -4 1

6. a)(P):2x—16y-13z+31 =

k)
3T
by V=——.
2496
3 3
) X’ +y +z +—1—x—-—] -—z=0.
2 16~
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8. a) Goc giita (P) va (Q) bang 60°.

x=1+t
by d:yy=2+¢
z==3-1

ARy x+y—2+2=0.
9. a)I(1;2:;3), R=+14.
b) So sdnh |k| véi \/ZE

¢)6x+3y+2z-12=0.

dyx—2y+3z+8=0.

| 4x43y-12:426+13J14 =0
[+
dx+3y—122+26-13v14 =0.

|
10.2) -+ 1e 1o,
m n p

b) V

min

27
khim=n=p=3.
6 p

Cau héi tric nghiém chuong 111

1. (O), 2. (D), 3. (C), 4. (A), 5. (D), 6. (A).
7. (B), 8. (A), 9. (A), 10. (C), 11. (O),
12. (A), 13. (O), 14. (A), 15. (A), 16. (O),
17. (D), 18. (A), 19. (A), 20. (C), 21. (B),
22. (B), 23. (C), 24. (D), 25. (B). 26. (D),
27. (C), 28. (D). 29. (D), 30. (A), 31. (A),
32. (D), 33. (B), 34. (A), 35. (D), 36. (A),
37. (D), 38. (A), 39. (B), 40. (C), 41. (O),
42. (B).



On tap cudi nam

1 - Bai tap tu ludn

1. Phép tinh tién theo vecto AA' bi€n khéi
da dién ABCPQR thanh kh6i da dién
A'B’C'P'Q’R’ nén hai khéi nay c6 thé tich
bing nhau. Tir d6 suy ra
Vascanc =Veor por = Spor-AA’

2. Goi V' Ia thé tich cla khéi tif dién cdn fim

thi V'=— V.
27
r ‘/
3. Vicsp =§-

4. Goi V va V' ldn luot 1a thé tich cha céc
khoi t¢ dién déu va tam mat déu di cho.
7

Khi dé V'=L—.
2

6. A)V=na.

7\[§m3 ’
12

by V=

8. a) Ching minh [ AB,AC |.AD 0.
b)xz+y2+zz—2x—4y+22—19=0,
tam I(1 ;2 ;—1), bdn kinh R = 5.
c)3x—Sy+3:+13=0,

18
dD, (ABC)) = —

Ja3’
d)—4x -3y + 5z + 15+ 25J2 = 0.

e} Goi ry, ry, ry lan lugt la ban kinh cédc
dudng tron giao tuyén ciia mat cdu (S) va
céc mat phang toa d6 (Oxy), (Oyz), (Oxz).
Khi d6

r,=2~/g,

9. a) Goi d|, d,, d3 Yin lugt 12 hinh chiéu caa

A trén cdc mat phang (Oxy), (0yz), (Oxz),
Khi d6

)'222«./'6_, r3=\/5.

x=1+2¢
dy:sy=-1—1¢
z5=0
x=1+2
dy:<y=90
z=13t.

Js 3J10

d(A. Oz) = ~= , d(A, Ox) = ~—,
c) d( ) 3 ( x) 10

313

d(A, Oy) = 5

d) yy=———1t

10. a) Quy tich 12 mat phing c6é phuong trinh :
2¢+ 2y —2z-1=0.

b) Quy tich 12 mit cdv c6 phuong trinh :

(3 oo o3 3
x=2| +y+=| #|z-2| ==.
2 2 2 4
¢) Quy tich 13 hai mat phéng :

—x+3y+ (2£V14)z2=0.

11.a) Dudng thing A di qua diém c& dinh
(1;1;5).

Géc giira A va truc Oz bing 45°,

b) Quy tich 13 duomg tron tam /(1 ; 1 ; 0),
bédn kinh R = 5 vA ndm trong mp(Oxy).
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abe

12.2) d(A, (A'BD)) = .
B ) \/azbz+b202 +cta?

Ja2b? + b2 43242
9
abc¢

\./azb2 +h2('2 + C202

b) d(A", C'D) =

¢)d(BC’,CD" =

Il - Céu hoi trdc nghiém

1.(C), 2. ((), 3. (D), 4. (B), 5. (A), 6. (B), 7. (A),
8. (0), 9. (A), 10. (B), 11. (A), 12, (O),
13. (B), 14. (D), 15. (A), 16. (B), 17. (D), 18. (D),
19. (A), 20. (A), 21. (D), 22, (D), 23. (B).

HI - Mot s6 dé kiém tra
Pél

28 a6

b)R= .
6 ) 3

¢) Hai hinh déi ximg véi nhau qua mp(SBD)
nén bing nhau,

1. a) V=

2. a)AB=BC=CA=32.
b) Phuong trinh mat phing (ABC) :

x+y+z-5=0.

yo125
6
x=2+t
C)qv=t¢
z=3+1.
d)CohaidiémD: D;=(4;2;5),
Dy=(0;-2; 1.
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Pé 1l

a2

1. a) R= b) Vp gecm =6

av22
=

2. a) Phuong trinh mit cu ;
Ay —8x—Ty-Tz+12=0.
b) Phuong trinh dudng thang qua H, O, G :
y
=2=

5 .

"‘"IO—O‘ o =

c)d(0, A= —,
trong 46 A =(ABCYN(A'B'C).

pé 111
1. a) Thiét dién 12 moét hinh binh hanh,
b) Hai khoi .#] va .%¥, d6i xing véi nhau
qua O nén bing nhau.
<) VJ/'I = 3VAA'BD'
2. \a) d(A, Ox) = d(B, Ox) = J10.
b) C6 hai diém C :
Cy=(0.0;4),
C,=(0:0;-2)
x=0
¢) y=-3+¢
z==1+1.

d) Phuong trinh mit cdu :

[ 53]2 ( 18}2 , 4105
X¥— | | y+— | +2° =—.
10/, \" s 100



BANG THUAT NG

B
Ban kinh clia m#t cdu 38
Ban kinh cla mattry 49

C
Canh cla khéi da dién 5
Cacdd 72

D

Dién tich clia hinh da dién 43

Dién tich mat cau 44

Dién tich xung quanh cla hinh nén 56
Dién tich xung quanh cla hinhtry 50

b
Da dién x8p xi cla matcdu 44
Pay chta hinh ndn 55
Pay clia hinh tru 49
Pac s6 O-le 20
Binh cha hinh nén 55
Dinh cua khéi da dién 5
Pinh li C-le 21
Buang kinh cla mat cdu 38
Buang sinh clia hinh n6n 55
Pudng sinh cda mat nén 54
buong sinh clla mattry 49
Duéing trdn 18n clia mat cdu 41

G

Giao tuyén elip clia mat tru tron xoay
va mit phdng 52

Giao tuyé&n parabot clla mat nén trén xoay

va mat phdng 57
Goéc & dinh cha matnén 54

H
Hai hinh bang nhau 12
Hai hinh dong dang 17
Heé toa a6 trong khéng gian 70

Hinh da dién 5
Hinh nén 55
Hinh tron xoay 47
Hinh tru 49
Hoanhdé 72

Khéi cau 39

Khéichép 5

Khdi da dién 5

Khéi da dién déu 18

Khéi da dién déu loai {n ; p} 18
Khéi da dién 16i 18

Kh&i hai mugi mat déu 19
Khéilangtru 5

Khéi mudi hai mat déu 19

Kh&i nén 56
Khéi tam mat déu 11
Khéitry 50

M
Matcdu 38

M3t cla khSi dadién 5

Mat hypeboloit trén xoay mét tdng 48
Mat nén 54

Mat phdng d6i xitng cia mét hinh 10
Mat tron xoay 47

Mattry 48

Mat xuyén 48

P
Phan chia va lap ghép cac khdi da dién 6
Phép bi€n hinh trong khdng gian 8
Phép ddi hinh trong khéng gian 11
Phép d6i ximg qua mat phdng 8
Phép d&i ximg tam 12
Phép ddi ximg truc 12
Phép déng nhat 12
Phép tinh tién 12
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Phépvity 18

Phuong trinh chinh tic ciia dudng thdng 94
Phuong trinh m3t cau 80

Phuong trinh m#t phdng 84

Phuang trinh mat phing theo doan chan 86
Phuang trinh tham s& clia dudng thdng 93

T
Thé tich clia khéi cdu 43

Thé tich cia kh&i chép 25

Thé tich clia khéi da dién 23

Thé tich clia khéi hap chr nhat 24
Thé tich clia kndi lang tru 50

Thé tich khéi n6n 56

Thé tich khéi tru 50

Tich ¢é hudng cua hai vectd 75
Tich vecto cla hai vecta 75

Tiép dian 41

Tiép tuyén cla mat cdu 42
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Tinh chat cula tich ¢6 huéng 76
Toa d6 cla didm 72

Toa 36 cla vects 71

Tryc cao 70

Truc cda hinh nén 55

Truc clia hinh trén xoay 47
Truc cla hinh try 49

Truc hoanh 70

Truc tung 70

Tung @6 72

Vv
Vecto phap tuy&n cla mat phdng 84
Vi tri twang d8i gi(ra hai dudng thdng 98
Vi tri tuong d6i gita hai mat phdng 87
Vi tri tuong déi gilta mat cau
va dudng thdng 41
Vi tri tuong d6i gilta mat cau va mit phdng 40



MUC LUC

Churong 1 - KHO! DA DIEN VA THE TiCH CUA CHUNG
§1. Khai niém vé khdi da dién
§2. Phép d8i xing qua mit phing
va su bang nhau cla céac khéi da dién

§3. Phép vi tu va sy ddng dang cua cac khéi da dién.

Cac khéi da dién déu
§4. Thé tich clia khéi da dién
On tap chuong |

Chuong Il - MAT CAU, MAT TRU, MAT NON
§1. Mat c8u, khéi cau
§2. Khai niém vé mat tron xoay
§3. Mat try, hinh tru va khéi try
§4. Mat nén, hinh nén va khéi nén
On tap chuong Il

Chuong lll - PHUONG PHAP TOA DO TRONG KHONG GIAN
§1. Hé toa d6 trong khdng gian
§2. Phuong trinh mat phing
§3. Phuong trinh dudng thdng
On tap chuong 11
On tap cuéi nam
Huéng dan giai - Pap sé&
Bang thuat ngir

Trang

16
23
29

38
46
48
54
60

70
82
91
105
122
131
141
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Chiu trach nhiém xudt bdn :

Bién 1dp ldn dau :

Bién 1dp tai ban :

Bién 1dp mi thudt, ki thudt :
Trinh bay bia va vé hinh :
Siza bdn in :

Ché'bdn :

Chil tich HDQT kiem Téng Gidm d6c NGO TRAN Al
Ph6 Téng Giam d6c kiem Tdng bién tap NGUYEN QUY THAO

PHAN THI MINH NGUYET - NGUYEN TRONG THIfP
PHAN THI MINH NGUYET

MAI PHUONG LIEN

BUI QUANG TUAN

PHAN THI MINH NGUYET

CONG TY CP THIET KE VA PHAT HANH SACH GIAO DUC
CONG TY CP Mi THUAT VA TRUYEN THONG
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Sé in: 14/GK; S6 XB: 01 - 2010/CXB/759 — 1485/GD.
In xong va nép luu chiéu thang 2 nam 2010.
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SACH GIAO KHOA LOP 12

1. TOAN HOC 7.DIALI 12
« GIAI TICH 12 8. TIN HOC 12
« HINH HOC 12 - 9.CONG NGHE 12
2. VAT Li 12 10. GIAO DUC CONG DAN 12
3. HOA HOC 12 11. GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 12
4. SINH HOC 12 12. NGOAI NGU
5. NGU VAN 12 (tap mét, tap hai) « TIENG ANH 12 , TIENG PHAP 12
6. LICH SU 12 « TIENG NGA 12 4 TIENG TRUNG QUOC 12

SACH GIAO KHOA LOP 12 - NANG CAO
Ban Khoa hoc Ty nhién : « TOAN HOC (GIAI TICH 12, HINH HOC 12)
o VAT LI 12 « HOA HOC 12 o SINH HOC 12
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van : « NGO VAN 12 (tap mét, tap hai)
o LICHSU 12 ¢ DIA LI 12
« NGOAINGU (TIENG ANH 12, TIENG PHAP 12,
TIENG NGA 12, TIENG TRUNG QUOC 12)

I

149801007594 = Gia: 6.0

VUONG MIEN KIM CUONG
HUAN CHUONG HO CHi MINH CHAT LUONG QUOC TE

ood



